1.4

1 Probabilitat

Teorema 1.1 (Grassmann). P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Demostracio. Efectivament,

P(AU(BNA%)) = P(A)+ P(BNA%) = P(A)+ P(BNA®)+ P(BNA) — P(BN A)

— P(A) + P(B) — P(AN B). (1.1)
|
Teorema 1.2 (Teorema de les probabilitats totals). Considerem una particié By, ..., By, on

cada element de la particio té probabilitat estrictament positiva. Per a un esdeveniment qualsevol
A tenim que

P(A) = zn:P(AﬂBi) - Zn:P(A|BZ-)P(Bi). (1.2)

Demostracio. Com que

A:AﬂQ:Am(OBi>:O(AmBi), (1.3)

i=1 i=1
la propietat d’additivitat de les probabilitats i la definici6é de probabilitat condicionada impliquen

P(A)=) P(ANB) =Y P(A|B)P(B)). (1.4)
i=1 i=1
[ ]
Teorema 1.3 (Teorema de probabilitats compostes). Considerem n esdeveniments Ay, ..., A,
tals que P(A;N---N A,_1) > 0. Aleshores:

Demostracio. Es demostra per inducci6. El cas n = 2 surt de la mateixa definicié de probabilitat
condicionada perqué P(A; N Ag) = P(A;)P(As2|Ay). Suposem ara que és cert per a n — 1
i comprovem que es compleix per a n. La prova es fa utilitzant la definici6 de probabilitat
condicionada i la hipotesi d’induccio:
PAIN---NA,)=PAN---NA,_1)P(AJA N---NA,1)
= P(Ay) - P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) - - (1.6)
o P(Aa|Ai N M A, e) - P(AL AT N M A, g).
|

Teorema 1.4 (Formula de Bayes). Sigui Ay, ..., A, una particio de Q i B un esdeveniment,
on tant la particio com B tenen probabilitat estrictament positiva. Aleshores, per a qualsevol
1=1=+n,
P(AB) = f BIANPUL) (1.7)
Zj:l P(B‘Aj)P(Aj)
Demostracio. Surt directament d’utilitzar la definicié de probabilitat condicionada i les proba-

bilitats totals respecte a Aq, ..., A,. En efecte:
P(BNA;) P(B|A;) P(A;)

PAMB) = =5y = S0 p(Bl4,)P(A) 18




2.2 Variables aleatories

2 Variables aleatories

Definicié 2.1 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria és una aplicacic que transforma ele-
ments de [’espai mostral en elements d’un subconjunt dels naturals o dels reals, és a dir:

X:Q—1, ICN ICR (2.1)
Definicié 2.2 (Esperanga). Sigui X una variable discreta que pren valors xy,...,xy amb pro-
babilitats py,...,pr. El valor esperat de X és la suma ponderada dels valors de la variable per

les seves probabilitats:

=> - P(X =u). (2.2)

2.1 Distribucié binomial (N)

Definici6 2.3 (Distribuci6 binomial). Una distribucié binomial compta quantes vegades ha suc-
ceit un esdeveniment en repetir n vegades una certa experiéncia aleatoria de manera independent.

Definici6 2.4. Donada una experiéncia aleatoria, repetida n vegades, i sigui A un esdeveniment
amb k <n. Es dona:

{l’esdeveniment A ha tingut lloc k vegades} = {X =k}

2.3
P(X =k)= <Z> pPPL—p)"* k=0+n. (2:3)

Observacio 2.5. . .
P =0 =3 () -t = 2.4

k=0 k=0

2.2 Distribucié normal (R)

Definici6 2.6 (Distribuci6 normal). Una variable X sequeix una distribucié normal si pot pren-
dre qualsevol real v i la probabilitat que té de prendre un valor qualsevol entre dos valors reals a
1h,a<bés:

b _
Plasx<i)= [ fa@n )= e nt}, (25)

on f(x) és la densitat de la distribucid normal, pu és la mitjana (el punt central de la distribucid),

o €és la desviacid 1 0* és la variancia (com de dispersa és la funcid al voltant de p).

graa La distribucié normal té una série de propietats forca importants:

Propietat 2.7.
1. limy 4o f(x) = 0, té sempre un mazim en (i, \/23T7) i té€ dos punts d’inflexio en vy = p—o
1Ty =u+o0.
2. P(—o0o < X <+o00) =1.
Pla<X <b)=Pla<X <b)=Pla
4. Ya € R, tenim que P(x = a) =0, P(a

o

Pla < X <D).

<X <b)=
<X)=Pla<X)iP(x>b)=P(x>Dh).



Distribuci6é normal (R) 2.9

Definici6 2.8 (Distribucié normal estandard). Es la distribucid normal tal que p =0 io =1,
és a dir, N(0,1). En aquest cas,
1

b
Pla< X <b)= / e 2 dy (2.6)
o V2T

Proposicié 2.9. Sigui p € R 20 > 0.
e Si X sequeiz una distribucid N(p,0?), aleshores Z = % sequeixr una distribucio normal
estandard.
o S5iY sequeix una distribucio normal estandard, aleshores T = p+ oY sequeix una distri-
bucié normal N(u,c?).

Demostracid. Si X segueix una distribucié N(u,0?), tenim que per a Z = % i fent el canvi
de variable z = (z — u) /o, obtenim:

X —p
g

boti 1 —1 ) O
exp 4 —(z — p) }dm/ e 27 dz,
/aa+,u V2mo? { 202 a V2T
que prova que Z segueix una distribucié normal estandard. En canvi, si Y segueix una distribucio
normal estandard, fent el mateix canvi de variable obtenim per a T'= u + oY que

P(aﬁZSb)zP(ag §b>:P(a0+u§X§bo+u):

(2.7)

P(angb):P(agu—i—ang):P(a_’u§Y§b_M>:

o o
_ 2.8
/bgu L by /b . {_1(t )2}dt Y
e = exp{ —(t — ,
an /2T Y a V2mwo? P 202 a
que demostra la segona proposicio. ]
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