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Introduccio

Primer de tot, es trobara que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats d’una
manera certament poc satisfactoria pel que fa a l'ordre cronologic del curs, siné que he seguit
més aviat el meu propi criteri. Hi ha capitols, seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions).
Pel que fa al pes d’aquestes estructures en els encapc¢alaments:
1. el nimero de 'altima secci6/subsecci6 figurard en cada cantonada superior de pagina
parella (per exemple, 1.2);
2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, "Divisibilitat i nombres primers");

w

. el nom de I'altima seccié/subsecci6é de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, "Polinomis: algorisme d’Euclides").

A més, hi ha una taula en qué es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per
poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. En els
encapgalaments, aleshores, tenim:

e el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qliestié es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta (per exemple, 1.2.3).

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.

Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
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La integral de Riemann

1.1
CONSTRUCCIO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

Definicié 1.1.1 (Particio). Sigui [a, b] un interval de nombres reals. S’anomena particié d’[a, 0]
a tot conjunt

P={to,....tn} C [a,}] (1.1.1)

amb la propietat que a =ty < --- <t, =b.

Definicié 1.1.2 (Suma inferior i superior). Associades a la partici6 P tenim dues possibles
aproximacions de I’area, una suma inferior (o superior) associada a la particio P:

i (1.1.2)
U(f,P)= ZMz(tz —ti1), My =sup{f(t) |t € [ti1, ti]}.
i=1
Perqueé L, U tinguin sentit, cal que m;, M; € R siguin finits. Implica que f sigui fitada.
3 ]
2 is
1
1 2 3 4 5) 6
Figura 1.1: La suma inferior (gris fosc) i superior (gris) de Riemann per a P = {0,...,6}.

Definicié 1.1.3 (Finor). Es diu que una particié P és més fina que una particio Q si P O Q.
Direm que P > Q.

Proposicio 1.1.4. Sigui f : [a,b] — R fitada. Siguin P, Q particions d’la,b]. Aleshores, si P
€s més fina que Q, es dona que:

L(f,P) = L(},Q),
U(f,P) <U(f, Q)

IN IV

(1.1.3)

11



1.1 La integral de Riemann

25 | 25 |
20 | 50 |
15 | 51
10 1 10
5| 5
41 > 3 4 5 41 > 3 4 5
Figura 1.2: P ={0,...,5}. Figura 1.3: P ={0,1,2,3,5}.

Demostracio. Sigui P = QU{t}, tal que Q@ = {to,...,t,},ontg=ait, =bik <n.t compleix
que t € [ty_1,tx]. Vi # k, es dona m;(P) = m;(Q) i M;(P) = M;(Q). Ara, siguin:

my = inf{f(z ‘xe te—1, k) }
m), = inf{f(x) |:13€ tr_1,t]} >my p =
mj, = inf{f(z) | @ € [ty, ]} > my,

mk(tk — tk—l) = mk(tk — t) + mk(t — tk—l) (1 1 4)
<mp(ty —t) + mi(t — te—1). o

Com que els altres sumands de L(f,P) i L(f, Q) no es veuen afectats, deduim que L(f,P) <
L(f, Q):

L(f,Q) = Zmi(ti — 1) < Zmi(ti — tio1) + mg(t — te-1) + my (e — t) = L(f,P). (1.1.5)
B
En fer un procediment analeg per suprems, acabariem obtenint U(f, P) < U(f, Q). [ |

Demostracio alternativa. També podriem encetar la demostracié dient que observant que my <
my, 1 mp < mj tindrem que:

L(f,P) — L(f, Q) = my(t — tp—1) +my(tx — t) — mp(ty, — tx—1)
= (), — my)(t — tr_1) + (mj — my)(t —t) > 0.

Obtenim, per tant, L(f,P) > L(f, Q). Sigui ara P una particié qualsevol amb P > Q. Podem
posar P = Py, = Pp1 = -+ = Py = Q, on P; és una particié que té exactament un punt més
que P;_;. Pel que hem provat abans, tindrem:

]

(1.1.6)

Corol-lari 1.1.5. Si P, Q sdn dues particions qualssevol d’la,b] i f : [a,b] — R és fitada a
la,b], aleshores:

L(f,P) <U(f, Q). (1.1.8)

12



Construccié de la integral de Riemann 1.1.8

?) /

5] /
0] / o-{o

Demostracio. Sigui P U Q. Tindrem que PUQ > P iPUQ > Q i, per la proposicié anterior,
tenim que la demostraci6é consisteix en una simple desigualtat.

L(f,P) < L(f,PUQ) <U(f,PUQ) <U(f,Q). (1.1.10)
[ |

Definicié 1.1.6. Donada f : [a,b] — R fitada, definim les families de funcions segtients:

L(f) = {L(f,P) | P = {to.....ta} € 0,1}, w111)
UF) = {U(F.P) | P =t ta} © [o. ] *

Definicié 1.1.7 (Integral inferior i superior).
1. El conjunt L£(f) és un conjunt fitat superiorment (qualsevol suma superior n’és una fita
superior). Per tant, existeix la major de les fites inferiors:

b
sup{L(f)} = / f. (1.1.12)
Aquesta és, de fet, la integral inferior de f en [a, b].

2. De la mateixa manera, el conjunt U(f) és un conjunt fitat inferiorment (qualsevol suma
inferior n’és una fita inferior). Per tant, existeix la menor de les fites superiors:

inf{U(f)} = / f (1.1.13)

Aquesta és, de fet, la integral superior de f en [a,b].

/abf < /abf. (1.1.14)

13
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1.1 La integral de Riemann

Definicié 1.1.9 (Integrable en el sentit de Riemann). Esdiu que una funcié fitada f : [a, ] —
R és integrable en el sentit de Riemann si

/bf = /bf' (1.1.15)

Quan aixo passa, escriurem f € Z([a,b]) i direm que:

[r[rfr

Teorema 1.1.10. Sigui f : [a,b] — R wuna funcid fitada. Aleshores,
f€Z(a,b]) < Ve>03IP={ty,...,t,} Cla,b] | U(f,P) — L(f,P) <e. (1.1.17)

Demostracio.
= Sigui € > 0. Per definici6, [ f = inf{U(f)}.
Lema 1.1.11. Sigui un conjunt A = U(f) i I = inf{A}. Aleshores, AN[I,I+¢) #

0, Ve > 0.
Aixo vol dir que existeix una particié P tal que:
7b 7b R 7b R
/ fSU(f,P)</ f+35 = U(f,P)+/ f<3 (1.1.18)
i com que f és integrable, tindrem:
7b b .
/ :/ — U(f,Q)—L(f,P)<§+§<s. (1.1.19)

Analogament per L(f) existeix una particio Q tal que:

b £ b £
/a sy = UUP) +/a I<3 (1.1.20)
U(f,P)— L(f,Q) <e.

14



Construccié de la integral de Riemann 1.1.14

<= Suposem ara f no integrable, és a dir, J;f #+ f: f. Sigui K = f;f — ff f. Aleshores,
U(f,P)— L(f,P) > K per a tota partici6 P i, per tant, la condicié de I’enunciat no es
verifica per ¢ < K.

Teorema 1.1.12. Sigui f monotona i fitada a [a,b]. Llavors, f € %Z(|a,b]).

N W e Ot
3

Demostracio. Suposem f monétona creixent (es prova analogament quan f és monotona decrei-
xent). Siguie > 010 = 7o @ > V- Volem que I'area corresponent a U(f,P)— L(f,P) sigui
justament . Sigui ara P = {to,...,t,} una partici6 d’[a,b] tal que t; —t,_1 < dperai=1+n
Observem que m; = f(t;—1) i M; = f(t;). Per tant:

Zf (t; — ti1),

= Z F(tic)(ts — tic).

(1.1.22)

I resulta:
U(f,P)— Zf )(ti —tic1) Zf(tifl)(ti —tiq)

= Z(f(ti) — fti))(ti — tica) <6 - Z(f(tz’) — f(ti1)) = 0(f(0) — f(a)) =¢,
- - (1.1.23)

on hem aplicat que > " (f(t;) — f(ti1)) = f(b) — f(a), ja que els termes del mig es cancel-len
entre ells. Com f és fitada i compleix que U(f,P) — L(f,P) < e, f és integrable. [

Definicié 1.1.13 (Funci6 continua en x). Una funci6 és continua en z tal que VYe3d ’ |f(z +
t) — f(x)|] <e, V|t| < 4. Direm que f € C([a,b]).

Definicié 1.1.14 (Funci6 uniformement continua en x). Té un grau de restricci6 més que la
continuitat, ja que 0 només depén de € en la continuitat i és uniformement continua depenent

de x19.
Vedd | Vo |f(z +t) — f(z)| <e, V|t| <. (1.1.24)

15



1.1 La integral de Riemann

Teorema 1.1.15. Sigui un interval [a,b] tal que f € C([a,b]). Aleshores, f és uniformement
continua en |a, b].

Demostracio. Suposem que f no és uniformement continua. Aleshores, neguem la condici6 de
continuitat uniforme: 3¢ > 0 | V63, ¢ | |f(z +¢) — f(z)] > . Prenem § = L i, per tant, 3,1,
tal que |f(x, +t,) — f(x,)| > . Utilitzant el teorema de Bolzano-Weierstrass:

{2}y Clab] = Han I | tny — € (1.1.25)

ens surt que z,, +t, — ¢+ 0 = ¢. Tenim que |f(x, + t,) — f(z,)| > €, d’on hem obtingut que
Tn = iz, +1t, — ¢, don trobarem la contradicci6. Com que f és continua en /:

Vedpe | 1+ 1) F(0)] <, Vit] < b

1.1.26
< 1) S (1) — Sl < e 1) = FOL+ 170 — fal < S+ 5 <o, 20
on hem utilitzat que
’xn—i_tn_g‘ < (5757
|z, — 0] < 55; (1.1.27)
|

Teorema 1.1.16. Sigui f € C([a,b]). Aleshores, f € Z|a,b).

Demostracio. Pel teorema anterior, f resulta uniformement continua. Volem trobar que

/abf :/abf, (1.1.28)

és a dir, Ve > 03P | U(f,P) — L(f,P) < e. Aixi, Ve > 030 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < ;=
sempre que |r —y| < . Sigui P = {to,...,t,} C [a,b] una particié tal que t; — t;_ 1 < § per
i =1+ n. Aleshores,

e,y € [t t] = (@) — f)] < —— = M;—m; <

€
) 1.1.2
b—a b—a ( 9)

Doncs, de manera formal, VeJz | f(z.) > sup{f}—e = M;—ciVedy | f(y) < inf{f}+e=m;+e.

Mi=m; = M= (2 + (@) = f(5)+ fy) —mi < e+ e = 24— < == (1.1.30)
Aleshores:
U(f,P)—L(f,P) < ZMz(tz tic1) —mg(t; —tic1) = Z(Mz —m;)(t; —ti—1)
= o ) (1.1.31)
=3 i a Z(tz — tz—l) = E(b _—aa) =c
=1
[ |
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Comportament de la integral respecte operacions elementals 1.2.1

1.2
COMPORTAMENT DE LA INTEGRAL RESPECTE OPERACIONS

ELEMENTALS

Proposicio 1.2.1. Siguin f, g integrables en I = [a,b]. Llavors, f + g és integrable en I i

/ab(f+g)=/abf+/abg. (12.1)

Demostracio. Sigui P = {to, ..., t,} una particié de I i siguin

= inf{(f + g)(x ’xe[tz 1, i)} M; = sup{(f + g)(z) | x € [ti_1, L]}
ml—mf{f(x) € [ti_1, ti]} M = sup{f(zx) $€ [tic1,ti]} (1.2.2)
my = inf{g(x) | z € [ti-1, ]} M = sup{g(z) | x € [ti1, ti]}

Observem que m; > m; +m! i que M; < M+ M!. Aixi doncs, tenim:

L(f,P)+ L(g,P) < L(f +9,P)
U(f+9,P)<U(f,P)+Ulyg,P) (1.2.3)
L(f,P)+ L(g,P) < L(f +9,P) SU(f +9,P) <U(f,P) + U(y, P)

i, per tant,

En particular, com aixo passa per a tota particié P, podem escollir P com vulguem. Com que
f,9 € %Z([a,b]), podem escollir P de manera que

U(f,P)—L(f,P) <5,
U(g,P) — L(g,P) < 5 (1.2.5)

Considerem ¢ > 0. Com que f, g sén integrables existiran particions Py, Py de I amb U(f,P;) —
L(f, P1) < % i U(g,PQ) — L(g,Pg) < % Sigui P =P, UPs:
U(f+9.P) = L(f +9.P) SU(L.P) = L/, P)+U(g.P) = L(g.P) < 5+ 5 == (L26)

Aixo prova que f + g és integrable. Sigui ara P una particié qualsevol de I. Tindrem que:

b
L(f,P)+ L(g,P) < L(f +¢,P) < / (f+9) <U(f+g,P)<U(,P)+U(g,P) (1.2.7)

i per altra banda

Ly P+ Lig. P /f+/g<Ufm+U@p> (1.2.8)
Usant: , )
a<z< a<z<

agygb} —bg_yg_a}:}u_?ﬂﬁb—a. (1.2.9)

Deduim que per qualsevol particié P es verificara:

/f+g </f+/ )'<Uf73) L(f,P)+U(g,P)— L(g,P) < e. (1.2.10)
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1.2 La integral de Riemann

Ara bé, I'tltim terme d’aquesta desigualtat es pot fer tant petit com vulguem prenent la particio

/ab(f+g)=/abf+/abg. (12.11)

P prou fina. Obtenim, doncs:

Proposicié 1.2.2. Sigui f integrable a I = [a,b] i ¢ € R. Aleshores, cf és integrable a I i
b b
fa Cf = Cfa f

Demostracio. Fem només el cas ¢ > 0 i 'altre cas es fa de forma totalment analoga. Sigui
P = {to,...,t,} una partici6 d’I i siguin:

z € [tio1,ti]} M; = sup{f(z) | € [ti_1,t]}
T € [til,ti]}} M = Sufl)){cf(x)" x € [til,ti]}} (1.2.12)

m; = int{(f(x)
m;, = inf{cf(x)

Clarament, m, = ¢m; i M! = cM;. Tindrem, doncs, que:
U(cf,P) — L(cf,P) = c(U(f,P) — L(f,P)). (1.2.13)

Considerem & > 0 i sigui P amb U(f,P) — L(f,P) < £ (aquesta partici6 existeix ja que f és
integrable per hipotesi). Llavors:

U(cf,P) — L(cf,P) < % — . (1.2.14)

Aixo prova que cf € Z(|a,b]). Per altra banda, tenim que:

b
c- L(f,P) = L(cf,P) g/ cf <U(cf,P)=c-U(f,P)

b (1.2.15)
cUfP e [ f2eUEP)
Deduim utilitzant un argument analeg a la demostracié anterior, doncs, que
b b
[et=c [t zewnp) 1Py <= (1.2.16)

Com que el darrer terme de la desigualtat el podem fer tan petit com vulguem, deduim que:

/abcf:c/abf. (1.2.17)

[
Observacio 1.2.3. Podem dir que #([a,b]) és un espai vectorial i fab hi és lineal.

Teorema 1.2.4 (Integrabilitat d’'una composicié de funcions). Sigui f integrable en [a,b] amb
f([a,b]) C [e,d] i g continua en [c,d]. Llavors, g o f és integrable en I.
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Comportament de la integral respecte operacions elementals 1.2.5

Demostracio. Sigui K = max{|g(z)| | z € [¢,d]}. Considerem ¢ > 0. Com que g és uniforme-
ment continua, existeix o > 0 tal que

_ €
b—a+ 2K

Com que f € Z([a,b]) escollim P = {to,...,t,}

lz -yl <d = |g(x) —g(y)| (1.2.18)

Podem escollir 6 de manera que § < —“5r.
partici6 d’[a, b] amb

U(f,P)— L(f,P) <& (1.2.19)

Siguin els infims i suprems de f i go f en els corresponents intervals de la particio:

m; = inf{f(z) | & € [t;_1,t;]} M; = sup{f(z) | & € [ti_1,t:]}
mj; = inf{(g o f)(z) | x € [ti_l,ti]}} M, = sup{(go f)(z) | z € [ti_l,ti]}} (1.2.20)

Aleshores: .

Ulgo f,P) = L(go f,P) = > (M = mj)(t; — t;_1). (1.2.21)

i=1
Dividim el conjunt d’indexs 1 + n en dos subconjunts I, J de la seglient manera:

1. en el subconjunt I (bo) considerem els indexs i tals que M; —m; < 9,
2. en el subconjunt J (dolent) considerem els indexs 4 tals que M; —m; > §

Fixem-nos que si ¢ € I, aleshores per tot parell z,y € [t;_1, ;] tindrem que:

_ 5 g uniformement continua _ & 1299
7@~ f)] < 9I@) = oUW < e (1222
I, per definicié de infim i suprem:
€
M -—m < —. 1.2.23
P S A 2K (1.2.23)
D’altra banda, tindrem:
52(@' —ti) = 25(ti —tio1) < Z(Mz —my)(ti —ti—1)
icJ ieJ ied
n (1.2.24)
i=1 ieJ
Per tant:
Ulgo f,P) = L(go f,P) = Y (M —m)(t; —t;a) = > (M} —mj)(t; — ti1)
i=1 iel
€
! /
+ Z(Mi =)t =) < g Z(ti —ti1) + Z OK(t; —ti1)  (1.2.25)
i€J el e
€ e(b—a) 2K
—(b— 2K0 =
Ry U U T Syl S By
On hem usat que M/ —m] < 2K. I aixo prova que g o f és integrable en |a, b]. |

Corol-lari 1.2.5. Sigui f integrable en [a,b]. Aleshores, f* també ho és. Si existeir § > 0 amb
f(z) >0 per a tot x € [a,b], llavors % també és integrable.
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1.2 La integral de Riemann

Demostracio. La funcié f? s’obté al composar f amb la funcié g(x) = z? que és continua i
g(f) = f= Per 1.2.4, obtenim que f? és integrable. La funci6 % s’obté al Composar f amb la
funci6 h(z) = L per x > § i, aixi, és continua a [§, M], amb M = sup{f(z) | = € [a,b]}. Tambe
per 1.2.4 obtemm que és integrable en [a, b]. [ |

Corol-lari 1.2.6. Siguin f, g integrables en |a,b]. Llavors, f - g és integrable en [a,b].

Demostracio. Tenim que

(f+9?—f-¢

fg= 5 , (1.2.26)
i com que la suma de funcions continues i el seu quadrat sén continues, resulta que fg també
ho és. ]

Proposicié 1.2.7. Suposem que f,g € %([a,b]) tal que f < g en tot l'interval. Aleshores:

F@) < gla), Va € [a,b] —> / fg/ g (1.2.27)

Demostracio. Veurem que fj(g — f) > 0. Fixem-nos, pero, al ser ¢ — f > 0 podem posar:
Ulg—f,P)=L(g— f,P) >0, (1.2.28)

on en la ultima desigualtat hem usat que g — f > 0. Com a conseqiiéncia, U(g — f,P) > 0 i
b
[Jg—f>0. |

Proposicio 1.2.8. f € Z([a,b]) amb m < f < M per certes constants m, M € R, es dona que

b
m(b—a) < / f<Mb-a). (1.2.29)
Demostracio. Agafant la particio P = {a, b} es dona:

L<f7 P) > m(b — CL),
U(f,P) < M(b— a). (1.2.30)

Corol-lari 1.2.9 (Teorema del valor mitja de la integml) Sigui f € C([a,b]). FEuisteiz ¢ €
[a,b] tal que f;f = f(¢)(b—a). Equivalentment, -~ f f.

Demostracio. Apliquem la proposicié anterior a

—sup{f |x€ [a,b]},
= inf{f(z) | z € [a,0]}. (1.2.31)

Com que f € C([a,b]), per Weierstrass la funcié és fitada i existeixen minim i maxim que
coincideixen amb 'infim i el suprem. De fet, 3z, i xp tals que f(zp) = M i f(z,,,) = m. Per
tant, la proposicié anterior diu que:

f(zm) =m <

b—a

/bf <M= f(zum). (1.2.32)

Per tant, Lafbf € [f(xm), f(zp)] 1 pel teorema de Bolzano, existeix ¢ € (x,,,x)) tal que
b
f(C) = bia a I [ |
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AY

flE) - 7[

L \
(4

a = X Xi—1 xi&' Tiy1 b=uxz,

Figura 1.4: Teorema del valor mitja del calcul integral.

Proposicio 1.2.10. Sigui f € Z([a,b]). Aizi, el valor absolut de la funcid és integrable Rie-
b b
mann i | [ fI < [)f]-

Demostracio. Utilitzem la desigualtat usual —|f| < f < |f]. Aleshores, |f| € Z#([a,b]), donat
que | f| és la composicié del valor absolut amb f, |f| = g o f, amb g(x) = |z|. Finalment:

—/ablflﬁ/abfg/ab|f| —

Teorema 1 2. 11 Sigui f € Z([a,b]) @ sigui g : |a, b] — R tal que per al conjunt {x €
[a, b] ‘ flz ()} és finit. Aleshores, g € %([a,b]) f f= f

b b
/ S/ |f]. (1.2.33)

Demostracio. Sigui h = f — g. Aleshores, h = 0 a tot arreu excepte, com a molt, en un conjunt
finit de punts. Hem de provar que h € #([a, b)) f h = 0. Aleshores:

Fedny = oms=n= [o= o= [a=[r o

Siguin xy, ..., z, tals que z; € [a,b] on h(x;) # 0, amb i = 1+m. Sigui M = max{|h(x)|,...,|h(xm)|}
i sigui € > 0. Sigui P una partici6 tal que:

€
Aleshores,
U(h,P) — L(h,P) =Y _(M; — mi)(t; — t; 1), (1.2.36)
i=1
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1.3 La integral de Riemann

El nombre de sumands no és lliure i igual a 2m sumands, ja que la funcié només és no nul-la en

un nombre no finit de punts. A més, com que M; —m; < M it; —t; 1 = 537, ens queda el
segiient: -
— L 2m - M - =ec. 1.2.
U(h,P) (h,P) <2m N € (1.2.37)
Per altra banda, per qualsevol particié P tindrem que:
L(h,P) <0< U(h,P) (1.2.38)
i, per tant, fab h = 0. |

Proposicio 1.2.12. Si f : [a,b] — R és continua a tot [a,b] llevat de potser un nombre finit
de discontinuitats evitables o de salt. Aleshores, f € %([a,b]).

Observacio 1.2.13. Podem dir que una funci6é continua a trossos és la combinacié d’una con-
tinua i una constant a trossos. Les integrals d’aquestes tltimes sén unié de rectangles.

1.3
EL TEOREMA FONAMENTAL DEL CALCUL

Proposicié 1.3.1. Sigui f integrable en [a,c] i b € (a,c). Aleshores, f és integrable en [a,b] i

b, c| i
[r=[re [ ws

Reciprocament, si f és integrable en [a,b] i [b,c|, llavors és integrable en [a,c| i val (1.3.1).

Demostracio.

—> Suposem que f és integrable en |[a,c| i sigui ¢ > 0. Considerem una particio P de [a, (]
amb U(f,P) — L(f,P) < e. Sigui P’ la partici6 d’[a, ¢| obtinguda a l'afegir b a P. Com
que P’ > P tindrem que U(f,P") — L(f,P") < U(f,P) — L(f,P) < e. Ara bé, la partici6
P’ es pot descompondre en dues particions Py, Py, una de l'interval [a,b] (P N|a,b)) i una

altra del [b,c¢|] (P N [b,c]). Aixi, tindrem:
U(f7 PI) = U(fa Pl) + U(fu PQ)

L(f,P') = L(f,P1) + L(f,P2). (1.3.2)
En conseqiiéncia:
e>U(f,P) = L(f,P")=U(f,Pr) — L(f,P1) + U(f,P2) — L(f, P2) (1.33)
i, per tant,
U(f,Pr) = L(f,P1) <, o

U(f, PQ) — L(f, Pg) < E.

Obtenim, doncs, que f és integrable en [a,b] i [b,¢|]. Considerem ara una partici6 P
qualsevol d’[a,c]. Podem considerar que b € P (en cas contrari, afegim el punt b a la
particio). Siguin Py, P, les corresponents particions ens els intervals [a, b] i [b, ¢]. Tindrem
que:

Lep < [ £2U0P) (1.3.5)
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El teorema fonamental del calcul 1.3.4

Per altra banda,

L(f,P) = L(f,P1) + L(f,P2) < / f+ /bcf <U(f,P)+U(f,Py) =U(f,P). (1.3.6)

Aixi, tindrem ’entorn:

(/f+/ >‘<Uf73) L}, P). (1.3.7)

Com que el segon terme d’aquesta desigualtat es pot fer tan petit com vulguem, prenent
P prou fina, deduim que:
c b c
/fz/f—i—/f. (1.3.8)
a a b

<= Exercici.

Observacio 1.3.2. Fins ara, la notacio6 fa f només té sentit quan a < b. Quan a > b convin-

drem que fabf =—[f

Definicié 1.3.3 (Antiderivada). Sigui f integrable en [a,b]. Aleshores, per la proposicié ante-
rior f és integrable en [a, x] per tot x € [a,c| i té sentit definir la segiient funcio:

_ / r (1.3.9)

De fet, si ¢ € [a, b] llavors aquesta integral també té sentit com a minim pels x > ¢. Per a x < ¢,
tampoc és un problema ja que podem aplicar 1.3.2.

Proposicio 1.3.4. Si f és integrable en [a,b], F(x) € C([a,b]).
Demostracio. Sigui x € [a,b]. Hem d’estudiar

F(c+h)—F(c)

}g% h ) (1.3.10)
i provar la continuitat de la funci6 a partir de:
lim F(x + h) — F(z) =0 <= lim F(y) = F(z). (1.3.11)
h—0 y—x
Sigui M = max{|f(y)| | y € [a,b]}. Suposarem h > 0, i tindrem que:

F(z+h) — / f/ / f (1.3.12)

Com f és fitada, |F(z + h) — F(z)| = ]f;+hf|, —Mh < f;Jrhf < Mh i usant 1.2.9; resultara:
v h—0+
|F(x 4+ h) — F(z)| < / |lf| < M- |h|] —— 0, (1.3.13)

23



1.3 La integral de Riemann

ja que per a x + h —x = h com a maxim podem trobar una area igual al quadrat d’altura M i
si h — 0 aleshores obtenim el resultat de ’equaci6é anterior. Per tant,

lim |F(z + h) — F(z)| = 0. (1.3.14)

h—0t

En particular, F' és continua per la dreta en el punt z. Fem el mateix per h < 0:

x+h
/:1: f ‘_ x+hf‘ 33+h ’ (1315>
— Mh < F(z+h)— F(z) < M(—h) <= |F(z+h)— F(z >|SM-|h|.

|F(z+h) = F(z)| =

Per tant, en aquest cas h és continua per ’esquerra. |

Teorema 1.3.5 (Teorema fonamental del Calcul Integral). Si f és integrable en [a,b] i f és
continua en ¢ € [a,b], aleshores F' és derivable en c i

F'(c) = f(c). (1.3.16)
Demostracio. Per 1.3.4, tenim que F' és continua en [a,b]. Hem d’estudiar

lim F(c+h)— F(c)
h—0 h

(1.3.17)

Un altre cop, F(c+h) — F(c) = fchrh f. Suposem h > 0. Clarament, si z € [c, ¢+ h], aleshores:

my = inf f < f(z) < sup f= M,. (1.3.18)
[c,c+h] [e,c+h]

Per tant, my < f(x) < My, si x € [¢,c+ h]. Si integrem sobre [c, ¢ + h]:

c+h cth ct+h cth

Dividim tot per h i ens queda que:

1o[eth F(c+h)—F
mp < E/ F <My, e my < LeF f)l ©) <, (1.3.20)
Ja hem fixat My, = sup{f(z) | € [¢c,c+ h]}. Si prenem limit a
1 [eth h—0
< - <M, == f < f(e) (1.3.21)
I ara, apliquem el lema del sandvitx i trobem que limy,_,q M = f(c). Tornem a demostrar

que My, m, — f(c) quan h < 0 de la mateixa manera:

F(ct+h)—F
lim my, < lim CED =) (1.3.22)
h—0 h—0 h h—0

I obtenim que limy,_,o my, = limy,_,o M), = f(c). Per tant, obtenim el resultat:

vy Fle+h)—F(c)
Fic) = Jim h

= f(e). (1.3.23)

El Teorema Fonamental del Calcul garanteix que, donada f continua en [a, b], aleshores F'(x) =
[ f és continua a [a,b] i derivable a tot = € [a,b], amb F'(z) = f(x). |
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El teorema fonamental del calcul 1.3.11

Observacio 1.3.6. Com f és continua a x = ¢, donat € > 03dh > 0 tal que:
r€lc—h,c+h] = |f(x)— flc)]<e = f(z) < f(c)+e, Ve €c—h,c+h]. (1.3.24)

Aleshores, M), < sup{f(z) | # € [c — h,c+ h]} < f(c) +&. De la mateixa manera, veiem que
fle) —e <my < My < f(c) +e. Ara, només a l'observar que M, — f(c) i m;, — f(c) quan
h —0:

o100 = 012 < 1(0) < febee, o e o] — (S0 e <M I0) e
(1.3.25)

Definicié 1.3.7 (Primitiva). Donada f : [a,b] — R, es diu que f té primitiva si existeix una
funci6 derivable F : [a,b] — R tal que F’' = f. Si passa aix0, F' és la primitiva de f.

Hem provar, doncs que tota funci6 f continua a [a,b] admet, com a minim, una primitiva,
la donada per F(z) = [T f.

Observaci6 1.3.8. G(z) = F(z) + K, també és una primitiva de f, donat que G' = (F +¢)' =
F'td=F.

Corol-lari 1.3.9 (Regla de Barrow per funcions continues). Sigui f continua en [a,b]. Sigui G

una primitiva de f. Aleshores, f:f = G(b) — G(a).

Demostracio. Sigui F(x f f. Pel Teorema Fonamental del Calcul, F' és derivable i F' = f.
Aixi doncs, i com que G és primitiva de f:

O=f—f=F -G =(F-G), (1.3.26)

d’on deduim que 3k € R tal que F(x) — G(x) = k. D’altra banda,

b
k= (F—G)(a) = F(a) — G(a) = / f—G(a) = —G(a). (1.3.27)
Per tant, [ f = F(b) = k + G(b) = —G(a) + G(b). m
Observaci6 1.3.10. Sigui f integrable i sigui F(x f f, tal que F' sigui continua. Notem:

F podria no ser derivable i, per tant, una primitiva G podria no existir.

Teorema 1.3.11. Sigui f € %([a,b]). Suposem que f admet una primitiva G (hipotesi forta).
Aleshores:

b
/ f=G(b)—Gl(a). (1.3.28)
En altres paraules, perqué la regla de Barrow sigui certa no fa falta que lintegrand sigui continu.

Demostracio. Sigui P = {to,...,t,} una particié d’[a,b]: associem-hi els m;, M;. Pel TVM de

Lagrange, G(t;) — G(t;—1) = f(c;)(t; —ti—1) per algun ¢; € [t;_1,t;]. D’altra banda, m; < f(¢;) <
M;, per als suprems i inﬁms en 'interval corresponent. Per tant, podem fer m;(t; — t;_ 1) <
f(cz)(tz — 1 1) < M( — 1), ja que t; —t;_1 > 0. Per altra banda,
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1.4 La integral de Riemann
Si ara sumem per ¢ = 1 +n:
L(f,P) < (G(t) = G(ti1) SU(f,P) <= L(f,P) < G(t,) = G(to) < U(f,P), (1.3.30)

i aix0 passa per tota particio P. En particular, si triem una particio P tal que U(f, P)—L(f,P) <
e, aleshores U(f,P) < L(f,P) +¢ i

L(f,P) < G(b) — G(a) < L(f,P) + <, (1.3.31)
de tal manera que f: f=G(@0) - G(a). |
2| 2
1 |
{iee ::é . é 5
N D
9 9|

Corol-lari 1.3.12 (Formula d’integracioé per parts). Siguin f,g : [a,b] — R integrables. Su-
posarem que f,g tenen una primitiva F, G respectivament. Aleshores,

b b
/ F-g=Fb)GO) — Fa)G(a) —/ fG. (1.3.32)

Demostracio. Comencarem dient que el fet que F' sigui derivable implica que F' és continua i,
per tant, és integrable. Com g és integrable, F'- g és integrable. Podem raonar analogament per
f-G. Apliquem que (F-G) =F-g+ -G, icom Fg+ fG té primitiva podem aplicar Barrow
a Fg+ fG. |

Teorema 1.3.13 (Canvi de variable). Sigui ¢ : [c,d] — [a,b] derivable, amb derivada conti-
nua, tal que p(c) = a i o(d) =b. Sigui f : [a,b] — R continua. Aleshores:

/ / (F 0 0) (1.3.33)

Demostracio. Com (f o)y’ té primitiva Fog, ja que (F o) = (fop)y’. Com ¢ és integrable
perqué és derivable i f també ho és, (f o @) és integrable i ¢ és continua ja que és integrable,
aixi que tot plegat sera integrable. ]

1.4
SUMES DE RIEMANN

Donada una particio P = {to,...,t,} d’[a,b] una suma de Riemann de f associada a P és una

expressio del tipus:
n

Z fx)(t: — i) (1.4.1)

=1
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Sumes de Riemann 1.4.2

onx; € [t;_1,t;]. Totes aquestes expressions es denoten S(f,P). Clarament, L(f, P) < S(f,P) <
U(f,P) independentment de ’eleccio de z.

T

1 3 5 7 9 11 13 15 17 1 3 5 7 9 11 13 15 17

Teorema 1.4.1. Si f € Z([a,b]) per tot € > 0 existeix una particio P d’la,b] tal que

bf—S(f,P) <e¢

(1.4.2)

sigut quina siqui [’eleccio dels x;.

Demostracio. Donat que

>sff<U,PL}
(fﬂSSﬁP%E(ﬁP

/f SfP)’<U(fP) L(f,P)<e  (143)

Teorema 1.4.2. Sigui f : [a,b] — R fitada. Suposem que existeiz un nombre A € R tal que
per a tot € > 0 existeix una particio P (qualsevol, independent dels x;) de [a,b] i

IS(f,P)—A| <e. (1.4.4)
Aleshores, f € Z(la,b]) i A= fabf

Demostracio. Per provar-ho, és suficient provar que en aquesta desigualtat |S(f,P) — A| < ¢
es pot intercanviar S(f,P) per L(f,P) i U(f,P). Aquest reemplacament és viable quan f és
monotona, ja que

m; = f(tifl)a
1.4.5
o també quan f és continua, perqué per Weierstrass

pero en general m;, M; no tenen per qué assolir-se. No continuarem la demostracié ja que per
aquest fet resulta molt delicada. [ |
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1.4 La integral de Riemann

Definicié 1.4.3 (Norma). S’anomena norma de la particio P a:

[Pl = sup (t; —ti-1). (1.4.7)

i=1+n
Corol-lari 1.4.4. Sigui f : [a,b] — R fitada. Aleshores,
fe#(ab]) < Ve>035>0||P|| <d = [S(f,P)—A| <e. (1.4.8)
En cas que aixo passi, aleshores A és precisament el valor de la integral, A = f;f.

Escollim, com a cas particular, I'interval [a, b] i les particions

b—
P ={a+k—" k=0+n} (1.4.9)
n
Adonem-nos que ||P,| = %2. En altres paraules, P, = {tg,...,t"} tal que ¢} = a + =%k i, per
tant: b
—a
ty—tr = 1.4.10
1 i—1 n ( )

i els punts sén equidistants. Com que lim,, ., ||P,|| = 0, podem dir que

b n —a
/ f = lim S(f,P.) = lim (Zf(:ci)) ~ bn (1.4.11)

El valor de la integral no és res més que una mitjana normalitzada amb els extrems de I'interval.

Exemple 1.4.5. Per exemple, si [a,b] = [0, 1], llavors:

! i—1 i
/Of—gggonz:fxz T; € [ - ’E]' (1.4.12)

(1.4.13)

Sl?v

I busquem posar una n al denominador:

R I~ (K
iYL= 3 (), (1414

on f(z) = A= Com que

1.4.15
L . ( )
D)= f
n ‘= n 0
aixo és:

Loy

/ dx. (1.4.16)

0 14+
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Sumes de Riemann 1.4.6

Exercici 1.4.6. Calculem )
T K2\ ™
7112{)1011 (1 + E) =A (1.4.17)

Resolucio. Apliquem logaritme a banda i banda de la igualtat, ho transformem a suma de
logaritmes i agafem f(z) = log(1 + z?):

' n k’2 . n k2 % ‘ 1 n ij
logA:JLrgolog <H <1+ﬁ) )ZJI—{EO;IOg(l—Fﬁ) :JLIEOEzlog(l—i_ﬁ)

=1 k=1

3=

2
(1.4.18)

1
= / log(1 + 2%)dxr = log(2) — 2 + i
0
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Integracio impropia

Aquest capitol sera una extensié de 'anterior quan falla alguna de les hipotesi o, simplement,
volem explorar altres casuistiques que es puguin donar. En particular, aplicarem aquest analisi
a la integrabilitat de Riemann. Queda pendent:

1. f:[a,b) — R fitades,

2. f:a,4+00) — R fitades,
3. f:a,b] — R no fitades,
4. f :]a,b) — R no fitades.
2.1
INTRODUCCIO

Definici6 2.1.1 (Localment integrable). Siguia € Rib € RU {+o0}. Sigui f : [a,b) — R.
Direm que f és localment integrable a [a,b), 1 escriurem [ € Zj,c([a,b]), si f € Z([a,b]), si
f € %Z([a,x]) per a tot = € [a,b).

Observacio 2.1.2. Si f € #([a,b]) = f fitada a [a,b]. En canvi, si f € Zoc([a,b]) es dona
si, 1 nomeés si, f € Z([a,x]) per a tot x € [a,b) = [ és fitada a [a,z],Vz € [a,b). Aixi, veiem
que no és el mateix, ja que permetem que la fita depengui de x: també podria explotar a mesura
que x — b.

Exemple 2.1.3. Per a f(z) = 1=, [ ¢s fitada a [0, 2] per a tot z € [0,1), pero la fita depén de
x: podem dir que f no és localment integrable a l'interval [0, 2).

Definicié 2.1.4 (Localment fitada). Una funci6 localment fitada a [a, b) és una funcio6 fitada a
tots els subintervals [a, z], = € [a, b).

Exemple 2.1.5. Si f(z) és un polinomi, llavors f € Z,.([0, +00)). En efecte, f € C(R) —
fel(la,x]) = feZ(0,x]).

Si f : [a,b] — R és localment integrable, llavors la integral ff f podria no estar ben definida
en el sentit Riemann, ja que f podria no ser fitada a [a, ), perd sabem qué és fax f per a cada
x € [a,b). Per tant, es podria optar per definir a tot I'interval fent servir la segiient notacio:

/ f= 111})’1_ f (2.1.1)

Definicié 2.1.6 (Integrabilitat Riemann d’un interval semiobert). Sigui f € [a,b) — R, f €
Hioe(la,b)). Es diu que f és integrable Riemann a [a,b) i escriurem f € #([a,b)) si el limit per

I'esquerra:
€T

lim [ f (2.1.2)

z—=b" J,
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2.1 Integracié impropia

existeix i és finit. Quan aixo passi, direm que fa f és una integral impropia convergent i el seu
valor és

/f— lim f (2.1.3)

r—b~

Si el limit no existeix, direm que fab f és una mtegral impropia divergent. Analogament, f €

Rioc((a,b]) si f € Z([x,b]) per a tot © € (a,b]. Quan aixd passa, f(ff es diu impropia quan

T —al
[r=mm [s (214

Observacio 2.1.7. Si és una integral impropia divergent, ho sera o bé perque el limit oscil-la, o
bé perque aquest explota. També s’acostuma a dir que la integral f; f és impropia quan x — b,
o que té una singularitat al punt b.

Exemple 2.1.8. Es donara que fo 1= és impropia quan x — 1 donat que = € C([0,1)). Aix{,
la singularitat estara a ’extrem i sera el punt on es perd integrabilitat local.

C([0,z]),Vx <1 = Z([0,z])Vx < 1, = ([0, 1)). (2.1.5)
Exemple 2.1.9. f_ll \/fl—f7 és impropia quan x — 1 iz — —1.

Definici6 2.1.10 (Integrabilitat local d’un interval obert). Donada una funcié f : (a,b) — R
amb a,b € RU {£o0}, direm que f és localment integrable a (a,b), i escriurem f € Z,.((a,b))
si f € Z([c,d]) per a tot interval tancat [c,d] C (a,b). Direm que fab és convergent si existeix
un nombre y € (a,b) tal que les dues integrals impropies

Y b
/ F(t)dt, / F(t)dt (2.1.6)

son convergents. En tal cas, definirem:

/abf—/anyr/ybf. (2.1.7)

Exemple 2.1.11. Els polinomis séon funcions localment integrables a R. De fet, tota funcié
continua a R hi és localment integrable. En canvi, la funcio f(z) = ﬁ no és localment
integrable a (1,400) i, per tant, si volguéssim analitzar la integral estariem obligats a partir-la
en trossos en els quals tinguéssim la integrabilitat local assegurada: [1,2), (2, 3], [3, +00).

Definicié 2.1.12 (Integrabilitat Riemann d’un interval obert). Direm que f € Z((a, b)) si exis-
teix algun punt ¢ € (a,b) tal que f € Z((a,t]) i f € Z([t,])):

/abf:/:er/tbf, (2.18)

on la primera és impropia quan x — a i la segona ho és quan z — b. Si 3t € (a,b), aleshores tot
t € (a,b) va bé. En altres paraules, quan aixo passa, la integral fab f és independent de t.

Exemple 2.1.13. Agafem folj—% Aleshores, f(z) = \/Lz € C((0,1]). Acabem deduint que

[ € Z1o.((0,1]) i, doncs, fol f és impropia a x — 0F. Per decidir si fol convergeix,

1
f= lim f = hm/ ft)dt = hm t_%dt = 2. (2.1.9)
0

z—0t
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Introducci6 2.1.17

Exercici 2.1.14. Considerem la funcio f : (0,1] — R definida per f(x) = m%,& € R. Trobeu
quins valors d’a. garanteizen que f és integrable Riemann.

Resolucio. Cas per cas, podem procedir:
1. Si a <0, aleshores f € C([0,1]) i, per tant, f € Z([0,1]).
2. Si @ > 0, llavors f no esta definida a © = 0 i tampoc esta fitada a (0,1]. Com que
f € C([x,1]) per a tot x € (0, 1], deduim que f és localment integrable a (0, 1] i, a més:

1 1
dt_{ 0<a<l, (2.1.10)

1
lim/ ft)dt =1lim [ — =4 1=’

z—0 =0 [t 400, a > 1.

de manera que la integral fol f ésimpropiaaxz =01 f € 2(0,1]) si, i només si, 0 < a < 1,
i la integral convergeix. Per a a@ > 1 és una integral impropia divergent.
|

Exemple 2.1.15. Resoleu:
1
1
/ log —dx. (2.1.11)
0 x
Resolucio. Es té f(z) =logt, i f € C((0,1]) = f € Zc((0,1]), aixi que podem aplicar el
procediment habitual i
1

, 1 _ IR
Ilgg{r : log gdt—xlg& ([tlog z]x%—/x t;dt) =1. (2.1.12)

Com l'assimptota logaritmica va per sobre de la potencial i ’area de la potencial és finita, per
forga ’area de la logaritmica també sera finita. |

Observacié 2.1.16. Fixem-nos que si f € Zoc([a,b)), aleshores F(z) = [ f té sentit. De fet,

per tal que fa f sigui convergent, és necessari i suficient que existeixi el limit segiient:

lim F(x). (2.1.13)

r—b~

Adonem-nos que F' € C([a,b)) (estem demanant que tingui limit a la frontera).

Exemple 2.1.17. Resolgueu la segiient integral:

T dx
/2 T (2.1.14)

Resolucio. Tenim f(z) = o= € C([2,+00)) => [ € Zoe([2,+00)), de tal manera que [;° f

z2—1
és impropia quan xr — +o0o. En conseqiéncia:

=1l = i dt = i 22 _)dt
/2 f x—1>r—Poo/2 f x—1>I—Poo 9 2 -1 m—l>r—l{100 9 (t —1 t+ 1)

1 1 1
= lim ilog(q: —1)— ilog(:c—l— 1)+ ilog?) =

T—>+00 2
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2.1 Integracié impropia

Exercici 2.1.18. Resoleu:

1
/ | log x|dz. (2.1.16)
0
Demostracio. La primitiva F' es determina per f(z) = —logz i
F(z) = /—logxdx = —zlogz + x. (2.1.17)

Aplicant la definicio,

1 1 1
1
lim/ | log x|dz = lim/ —logzdr = lim —zlogz + x| =14 lim O%y p—— (2.1.18)
y—0 Y y—0 Y y—0 y y—0 Y 0
Aplicant I’'Hopital:
1
1+ lim —% = 1. (2.1.19)

Exercici 2.1.19. Resoleu:

|
/0 T xdx. (2.1.20)

Demostracio. Dividim els intervals d’integracié tenint en compte les discontinuitats en el domini:

I Lo 1
—d ——dxr =1 —d li 2.1.21
| =t mmemm [ mmterm | mme @

Per al calcul de la primitiva agafem f(z) = \/5173: i F(z) = \/57:1? = —2log(l — z\/x).
Aleshores:

N

1
lim 2 log (1 - \/j> +2log(1 — /y) + lim —2log(1 — \/y) + 2log (1 — ) = to00. (2.1.22)
y—0 2 y—1

|
Exercici 2.1.20. Resoleu: boo g
/O g (2.1.23)
Demostracio. Agafem f(z) =
F(z) = / 5 ! dx = ! log(z — V/2) — ! log(z + V/2). (2.1.24)
P=20 22 2v2

Ara podem procedir: dividir amb els intervals adequats per considerar els signes i resoldre la
integral, de la segiient manera:

+oo 1 \/5 3 —+o00
/0 mdw = /0 f(z)dz + /ﬁf(x)dx + i f(z)dz

3 y
= lim / —f(x)dx + hm f( Jdr + lim / f(z)dx = +00 = divergeix.

y—V2 y—V2 y—+oo J3

(2.1.25)
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Model exponencial 2.2.1

Exercici 2.1.21. Resoleu:

(2.1.26)

[

Demostracio. Podem agafar f(z) = i calculem la seva primitiva:

z(l—x

/\/ﬁd@« = {2; ;t \fdx} = 2/ \/11__t2dt — 2arcsin(t) = 2arcsin(v/z).  (2.1.27)

Dividim en les diferents discontinuitats:

1. Calculem lim a mesura que y — 0:

[ . . 1 .
ll/l_r%/y f(z)dx = i1_r)r(1)2arcsm (\/;) — 2arcsin(/y) = 0. (2.1.28)

2. Calculem lim a mesura que y — 1:

y—1

1
lim 2 arcsin(y/7) — 2 arcsin <\[§> - 2% - (2.1.29)
Cal fer la suma dels dos components: 0 + 7 = 7. Amb aix0, ja hem acabat. [ |

2.2
MODELS D’INTEGRACIO

Per mesurar la magnitud de les singularitats, cal disposar de models. Introduirem alguns dels
models a continuacio.

MODEL EXPONENCIAL

Es tracta d'una integral impropia a l'infinit.

+oo
/ a“dr, 0 <a < 1. (2.2.1)
1

Fixem f : [1,+00) — R tal que z — f(z) := a®. Aleshores, f € C([l,+)) = [ €
Rioc([1,+00)) 1 [} f esta ben definida per tot = del domini. Ara cal veure si convergeix:

Proposicié 2.2.1. El model exponencial definit per (2.2.1) convergeix.

Demostracio. Tenim que:

400 T t 7T _
/ — lim [ f= lim { a ] ) (2.2.2)
1 . loga

z—oo [y z—oo |loga
+oo .
de manera que [~ convergeix. [ |
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2.2.2 Integracié impropia

MODEL POTENCIAL

Exemple 2.2.2. Donada fl 4 agafem f(z) = =iz € [1,00). Aleshores, f € C([1,400)) =
f € Zoe([1,+00)) i la 1ntegral és impropia quan x — +oo. Aixi:

f— lim / f= lim t_adt

1 T——+00 T——+00
i j—atl 1 pl-a B ﬁ, o > 1 (223)
_ i oo | S | = limes e (5 — 1) = %0, a < 1.

lim, o [logt]] = lim, o (logz — 0) = +00, o = 1.

Exemple 2.2.3 (Model potencial al 0). Agafem fo 9z i f(x) = 2. Ara, € (0,1]. Aleshores,

«

f€C((0,1]) = f € Zie((0,1]). La integral és impropia quan z — 0F.

/ f = lim t “dt
z—07t

. 11—« . 1 pl-a +OO7 o > 1 (224)
lim, o+ [m] = limg o+ (m - ka) =1L o<1

1—-a?

lim, o+ [log t]i = lim, 04 (— logz) = 400, a = 1.

Els casos interessants son quan a > 0.

Exemple 2.2.4 (Model potencial al punt). Hem de decidir si volem aproximar per ’esquerra
o per la dreta. Es destaca el limit de la singularitat i podem agafar un limit d’integracio
qualsevol, que s’adapti a la casuistica del nostre problema. Aplicarem l’exemple anterior, del
model potencial al 0.

1. Posem x — at. Aleshores:

1 Ldt (Koo, a<l
= dr = - = ’ ’ 2.2.5
/a(x—a)o‘x /Ota { +o0, a > 1. ( )
2. Ara, x — a~. Apliquem un procediment analeg:
© d O —dt Lt
/ T _/ _/ at _ (Koo, a <1, (2.2.6)
a1 (@ — ) L te 0 t° +o00, o > 1.

Exemple 2.2.5. Tractarem f_+ Ara, f(z) = -t = f € C((-00,+x)) = f €

1+12 1422
Hioc(R) 1 fj:oof és impropia quan ¢ — —oo i * — +0o. Com es pot veure, cal tractar cada

singularitat individualment.

+oo T dt
f= xl_l}gl()(} 1 i xgrfoo larctant]} = xgrfm(arctanx — arctanc) = T arctan(c).
fl dt—l'[tt]c—l'(t t)—t()ﬁ
= lim_ T = lim larctant|, = lim (arctanc—arctanz) = arctan(c) — 7.
(2.2.7)
En conseqiiéncia, fj : +t2 també és convergent, i:
e dt Yoo dt ¢ dt ™
/oo 1+ /Oo e +/OO i arctan(c) — (—5) +3 - arctan(c) = .  (2.2.8)
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Teorema de Cauchy 2.3.2

Exemple 2.2.6. Ara tractarem [ Fisdr i f(z) = Z555 € C([0,400) \ {1,2}). Ara,

f € Zioc([0,1)), f € Z1oe((1,2)), [ € Kioc((2,400)) 1 és impropia a x — +00 i & — 1,2. Per

tant:
+o0 1 1,5 2 3 +o0
[T 229
0 0 1 1,5 2 3

Petit detall: si agafem g(z) = ﬁ, tenim que g = f excepte en un nombre finit de punts, {1, 2},
i, per tant, la seva integral és la mateixa.

2.8
TEOREMA DE CAUCHY

Teorema 2.3.1 (Teorema de Cauchy). Sigui f : [a,b] — R totalment integrable. Aleshores,

b
/ f convergeiz < Ve > 03c € (a,b) |

/ f‘ <& (@1,22) C (e,h) (2.3.1)

Demostracio. Sigui F(z) = [T f. F esta ben definida a [a, ) tot i que podria no ser-hi fitada.
De fet, volem veure si existeix lim, ,,- F'(z).

—> Com que per hipotesi, existeix lim,_,,- F'(z) = ¢, donat € > 0 existeix d > 0 tal que

v € (b—06b) = |Fz)—{] < % (2.3.2)

Sib— 0 <ax<b En particular, si z1, x5 € (b — 6,b), aleshores:

€

|F(z2) — F(21)] = 5

—c. (2.3.3)

<= Suposem que Ve > 0 existeix ¢ € (a,b) tal que |f;2 fl <esic<z <ay <b Volem
provar que 3lim, ,,- F(z). Sigui (z,), C (a,b) tal que (x,), — b. Si n és prou gran, com
que la successio tendeix a b, la successio es trobara acotada en I'interval (¢, b). Per tant, si
n, m sOn prou grans:

|F(2n) = F(am)| =

/x " f‘ <e (2.3.4)

i, per tant, (F'(x,)), és successié de Cauchy. Una propietat de les successions de Cauchy
és que I = lim,_, . F(x,). Si agafem una altra successio (z!,) C (a,b) i (2,), — b

aleshores, (F(x)), també és de Cauchy. Per tant, 3¢ = lim,,_, . F(z}).

[0 =] < 0= F(an)| + |F(zn) — F(a,)] + [F(x7,) = £, (2.3.5)

on |{ — F(x,)| és petit ja que F(x,) — ¢, |F(x,) — F(z!,)| ho és perqué és igual a f;;" fi
si n gran, llavors x,,x! € (¢,b). Finalment, |F(z! ) — ¢'| ho és a causa que F'(z) — (.
Aleshores, el limit ¢ no depén de la successié (x,) — b i, per tant, F' té limit ¢ quan
xr — b~. Aix0 és equivalent a la convergéncia de la integral.

Corol-lari 2.3.2. Sigui f € Zjoc([a, b)), b € R i finita i f fitada. Aleshores, f € %Z(|a,b)), és a
dir, fabf és convergent.
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2.4 Integracié impropia

Demostracio. Si f és fitada, aleshores 3k ’ |f(z)] <k, Vx € [a,b). En conseqiiéncia:

[ s [ xmsin 210

Per tant, si escollim ¢ € (b — £,b), aleshores per tot x1, 72 € (¢,b) tenim

2
/ f‘ < klzy — 22| < k(b —¢) <k:-%:s. (2.3.7)
xr1

Proposicio 2.3.3. Siguin f,g € Zioec([a,b)) i \,p € R. Si f,9 € %([a,b)), llavors \f + ug €

Z(la,b)) i : : )
/Q)\erug:)\/Geru/a g. (2.3.8)

Demostracio. Si f, g son integrables Riemann a tot interval [a, z| llavors també ho és Af + ug.
A més, la linealitat de la integral garanteix que la igualtat:

[ s =r[seu g (239)

sigui una igualtat d’integrals de Riemann en el sentit usual (no impropies). Si ara afegim la
hipotesi que f, g € #([a,b)) aleshores els limits de [ f i [ g quan @ — b existeixen i son finits,
i per linealitat del limit deduim que també [7(Af + pg) té limit finit quan = — b. La igualtat

)\/abf—l—u/abg (2.3.10)

és, doncs, conseqiiéncia de la igualtat dels limits. [ |

2.4
CRITERIS DE CONVERGENCIA

De la definicié de f € Z(]a,b)) sabem que la convergéncia de fab f és equivalent a demanar que
tota primitiva F' de f tingui limit finit quan * — b. En el cas de funcions f > 0, 'existéncia
de limit pot relaxar-se significativament. En efecte, si f € Zoc([a,b)) amb f > 0, aleshores
F(z) = [T f és creixent.

Teorema 2.4.1. Si f € Zyc([a, b)), tal que f > 0 en aquest interval, aleshores
f € %(a,b)) < F fitada a [a,b). (2.4.1)

Demostracio. Suposem que f € Z([a,b)). Aleshores, el limit lim,_,, F'(x) existeix i és finit.
Com f és integrable a tot interval [a, x], aixd també garanteix que F' és continua a [a, b). D’altra
banda, com f > 0, deduim que F és creixent a [a,b). Si F' és continua i creixent a [a,b), i
té limit quan =z — b, necessariament F' ha de ser fitada. Suposem que F' és fitada a [a,b).
Com que F' és creixent, el limit lim, ,,- F'(x) existeix i, per tant, la integral impropia f; f és
convergent. [ |
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Criteri de comparaci6 per pas al limit 2.4.6

Observacio 2.4.2. Si f > 0 només hi ha dues situacions viables:

b . )

I. [ f convergeix o bé

2. f: f divergeix (a causa d’oscil-lacions).
Per tant, si una funcio és positiva f > 0, aleshores: f; [ < 400 (convergeix) o bé f: f =400
(divergeix). Més endavant matisarem lleugerament aquesta notacio.

CRITERI DE COMPARACIO PER DESIGUALTAT

Teorema 2.4.3 (Criteri de comparacié per desigualtat). Siguin f,g : [a,b) —> [0, +00) local-
ment integrables. Suposem que 3k >0 i c € [a,b) tal que f(x) < k-g(x), Vo € [¢,b). Aleshores:

b b
/ g < +oo = / J < +o0. (2.4.2)

Demostracio. La demostracié passa per agafar les primitives F(z) = [T f i G(z) = [Tg i
utilitzarem la convergéncia per separat:

[P f< 4o «= ['f< +oo < F fitada,

2.4.3
[g< 400 <= ['g< +oo <= G fitada. (2:43)

Si fabg és convergent, llavors també fcbg també convergeix i, per tant, G és fitada a [c,b). La
desigualtat f(z) < k- g(z) garanteix que F' < kG a [c, b) i, per tant, també F' és fitada a [c, b).
Novament, tenim que fcb f convergeix, i com f és localment integrable a [a,b), també la integral

fab f és convergent. [ |

Exemple 2.4.4. Agafem fo 7+3 5. Agafem [ = ﬁ ig= # Evidentment, 0 < f < g.
Hem de trobar una majorant g que integri: si la hipotesi és falsa la nostra conclusio sera buida
i no es complira que fol g < oo = fol f < oo. Sent una mica més curosos podem trobar:

1 K 27<322 Vze(0,1)

< —<
— 3x2 3x2 + 27 322427<322 422 32

(2.4.4)

Observacio 2.4.5. El contrarreciproc ens dona la segiient implicacio:
b b

CRITERI DE COMPARACIO PER PAS AL LIMIT
En el criteri de comparacié per pas al limit intentarem reemplagar f < k- g per lim,_,, %.

Teorema 2.4.6 (Criteri de comparaci6 per pas al limit). Siguin f,g : [a,b) — [0,400) tals
que € Rioc([a, b)) i f,g > 0. Suposem que el limit A = lim,_,, f(x és A €10, +00], és a dir, que
A pot ser infinit pero no contemplarem el cas d’oscil-lacions infinites. Sigui com sigui, es dona
el segiient:
. b b
1. SiA=0, [[g<+o0o = [ f< +o0.
2. Si A= oo, [[f < 400 = ['g< +oo.
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2.4.2 Integracié impropia

3. Si A€ (0,+400), [V f < +oo = [1g< to0.

Demostracio. Dividirem la prova en els tres apartats del teorema:
1. Per hipotesi, donat € > 0, 3¢ € (a,b) tal que

c<r<b = ‘% <e. (2.4.6)

z)

Per tant, com f,g >0, f(z) <e-g(z), si ¢ <2 <b. Per tant, podem aplicar el criteri de
comparacio per desigualtat i obtenir la implicacio:

b b
/ g <L +oo = / f < +oo. (2.4.7)
2. Canviem f per g i g per f i apliquem el primer apartat de manera totalment analoga.
Només cal observar que lim,_.; % = 0, per la qual cosa es dedueix que 3¢ € (a,b) tal que

g(x) <e- f(x)six € (¢b), don fcbf < 400 implica que fcbg < 400.
. Donat € > 0 Jc € (a, b) tal que:

w

f(=) f(z)
‘m—A <5<:>A—s<m</l+g. (2.4.8)
Si multipliquem per g > 0,
(A—e)g< f<(A+e)g. (2.4.9)

N b b . . .
Pel criteri de comparacio, [ fi [ g convergeixen simultaniament.

Exercici 2.4.7. Determineu el caracter convergent de la integral

teo 34T
/0 T (2.4.10)

347
x44+322+10
integrable; la integral només és impropia a 4+00. Si volem aplicar el criteri de comparacié per

Demostracio. L'integrant f(z) = és continu a [0, +00) i, per tant, hi és localment

pas al limit, cal trobar una funcié g : [0, 4+00) tal que el caracter de f0+°° g sigui conegut i, a

més, el limit ].ima;_)_’_ooi tingui un valor real positiu i finit. Per exemple, si prenem g(x) = %
tenim que:
lim @ =1 (2.4.11)
T—r+00 g(m)

i, per tant, podriem estar temptats d’usar el tercer punt del criteri de comparacié per pas al
limit. En contrapartida, la integral f0+°° g no té sentit, donat que no només és impropia a
400, siné que també ho és al 0. No podem aplicar el criteri de comparacié per pas al limit
directament: hem de canviar o bé la funcié g o bé I'interval. El que farem és canviar I'interval
de la comparacié a un interval que no inclogui la singularitat que g té al zero. Per exemple, a
[1,4+00) si que podem aplicar el tercer punt del criteri de comparaci6 per pas al limit i deduir
que fl+oo fi f1+°° % tenen el mateix caracter. Com que || e L — 400, deduim també que

1
+oo 347

. . N . , 400 x3+7 . .
| 75.rpqode divergeix. En conseqiiéncia, també [ 5o 5de divergeix. [ |
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Criteri de comparaci6 per pas al limit 2.4.10

Exemple 2.4.8. Posem fol %. Agafem f(z) = ﬁ € Z10c((0,1)) 1 hi ha una singularitat a
x—0Tiz— 17. Quan f > 0, podem aplicar tant el criteri de comparaci6 per desigualtat com
el criteri per comparacié del limit.

x— 0 x— 1
1
1 1 lim Y=
lim Y27 — Jim Y27 —q 1 T
z—0t L z—0+ £ ’
frisd 1 _ o _ _\a—1 .
? on (\1/”) — —o(-z) = 2. Hem deduit
T—x 5721

on \x—z =zl —\z) = (’)(;p%)_ primerament que o > 0 i, posteriorment
Aleshores, aplicant el criteri de comparacio « = 1. Aleshores, pel criteri de comparacio

per desigualtat: per al limit:
1
dx
/f<<oo<:>/—<<oo / <<oo<:> < 00
N 1 -

Aleshores, [, f < oo. Aleshores, [ "= .

Exemple 2.4.9. Posem [° —% i agafem f(z) = € Z1oc((0,+00)), de manera que

(#+a7) Ny
és una integral impropia i té seglients singularitats en z — 07 1 z — +o00. Com que f > 0,

podem usar el criteri de comparacié per limits.

1. Peraz — 0t:

1
lim @0 oy T (2.4.12)

Com [, = +o0, també [, f = +oo0.
2. Quan x — +00, passa el segiient:
1 1
lim 20 g (2.4.13)

T——+00

w\ml =

T

Com [* dz<<oo també [~ f < oo.

Exemple 2.4.10. Ara posem foo (lof(ﬂrdx iagafem f(z) = % iveiem que f € Zoc((0, +0)),
=+ 4425

estudiem singularitats a z — 07 i z — +00. Com que f > 0, podem aplicar el criteri de com-
paraci6 per limits.

log(1+z)  log(l+ )
(zt+ 255  z3(l+x)35

Com abans, hem de dividir en funci6é de les singularitats que tenim:

(2.4.14)

1. & — 07: per a valors propers al 0, es dona que log(1 +z) ~ z i (1 + x)% ~ 1. Aleshores:

lim L) (2.4.15)

z—0t 1
3

x3-1

Tornem a raonar la conclusio del criteri aplicat: com fo < 00, també fo [ < oo.
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2.4.2 Integracié impropia

W=

2. x — +oo: per a valors propers al +o00, es dona que log(l + z) ~7 i (1 + x)% SR
Aleshores, quan x — a:

~h- TimJd
g=h: lim o€ (0, +00). (2.4.16)
Ara bé, recordem el valor desconegut 7:
lim f(f”> = 0, (2.4.17)
T——+00 —=
xr3

on hem aplicat que:

5
x§
[ oo e [ (2.4.18)
T3
Suposem un ¢ > 0:
L fle) _
lim == = lim 2°log(1 4+ x) = oo. (2.4.19)
T—+00 —¢ T—00
x3Te
Seguim amb el mateix problema. Fem la resta en lloc de la suma:
o fle) _
$l_1>ri100 - wh_}rgo:v log(1+z) = 0. (2.4.20)
x3°°
Tornem a raonar la conclusi6 del criteri aplicat: com f —5— < 00, també f f < o0.
Per tant, f < 00. Haurfem de vigilar per a 0 < ¢ < 2
Exemple 2.4.11. Suposem [;° log(1+2%) 7 agafem f(r) = log(142%) e manera que f(z) €

8_1_.1‘ ) ($8+Z‘7)
Hi0:((0,+00)) 1 sera impropia quan x — 0" ix — +oo. Com que f > 0, podem utilitzar el

criteri de comparacié amb pas al limit.
1oz —0%: log(1+22) ~ a2 i (a8 4+ 27) ~ 3. Aixi:

im £ g (2.4.21)
z—0+ E;

Apliquem la conclusié del criteri de comparacié amb pas al limit:

/—<<oo:>/f<<oo:>/f<<oo. (2.4.22)
0 0
2. 1 — +o0o: quan z tendeix a infinit positiu, log(1 + 22) ~ log(z) i (2® + 27)5 ~ 5.
Aleshores: -
lim f(f) —0 = [ f< oo (2.4.23)
T—+00 —3
x3°°
Exemple 2.4.12. Sigui
™ 1 _
/ _ osle) g, (2.4.24)
0 22y /sin(x) ¢/ cos?(z)
Sigui f(z) = \/Slln_(;sjc)osTx Es veu que f € Zio((0,%),(5,7)) i tenim quatre singularitats:
r— 0" =357, =57, v — 7. Dividim la nostra demostracio en aquestes singularitats:
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Criteri de comparaci6 per pas al limit 2.4.13

I. x — 0T: per a aquests valors de z, 1 — cos(z) =~ %, Vsin(z) &~ x2 i {/cos?(z) ~ 1.

Calculem el limit del quocient amb el criteri de poténcies:

im L8y /f < . (2.4.25)
z—07t % 0
xQ-m%-l
2. x — I7: per a aquests valors de z, 1 — cos(z) ~ 1i2? & 2%, /sin(z) & 1 i {/cos®(z) ~
7 - )3, Ara:
cos(r)  —sin(z)

—1, (2.4.26)

T v T -1
G-2)" - (G-
on hem deduit primerament que v > 0 i, posteriorment, v = 1 en funci6 dels valors que
pot prendre el resultat. En qualsevol cas,

lim Cﬂos(x) ~ 1. (2.4.27)
e=g” g 7
Finalment:
s s d
1imL2_1:>/2f<<oo<:>/2—x2<<oo. (2.4.28)
e (5oa) (5-=2)°

3. ¢ — %Jr es deixa com a exercici.

20 Yeos?(x) =~ 11 y/sin(x) ~

vm—x. Com que f > 0, podem aplicar el criteri de comparacié de pas al limit. Analitzem

4. x — m: per a aquests valors de x, 1 — cos(x) ~ 2, 2? ~ 7

el limit:

lim f(f) —C 40,00 = /Oof < 0. (2.4.29)

T—T

(W—I)%

Exercici 2.4.13. Determineu el resultat de la segiient expressio:

/1 OO o (x — ifl G (2.4.30)

Resolucio. Agafem f(x) = ﬁ, [ € Pioe((1,+00)) 1 és impropia quan = — 17 i

afpr—gin( =%
% (z sm( 5

x — +00. Com que f > 0, podem aplicar el criteri de comparacié de pas al limit.

1. x — 17: tinguem en compte que per aquests valors de x ens queda que x — sin (%x) T,
Ara, hem de resoldre el limit:

lim =1, (2.4.31)

que ho hem deduit de:

B
o x—sin(%) L 1—%(:05(%)_
lim = <—(a: 1y ) = lim =1, (2.4.32)

on primerament veiem que v > 0 i, finalment, v = 1. Per tant:

dz
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2.5 Integracié impropia

2. x — +o00: resolem directament el limit:

*© d
lim f(fc):1:>/ w0 = atf>1. (2.4.34)
T——+00 porgp rotB
[ |
Exercici 2.4.14. Resoleu: -
1
/ (1 —e vo)z%dux. (2.4.35)
0

Resolucio. Agafem f(x) = (1 — 6_%)1"’ € Z10c((0,+00)), per a tot . Es impropia només si
x— 0712 — +oo. Com que f > 0, podem aplicar el criteri de comparaci6 de pas al limit.
1. z — 0: tinguem en compte que per aquests valors de x ens queda que (1 — e_ﬁ) ~ 1.
Aleshores:

z—0t

lim f(l:z;) =1 = /f Lo = a>—1. (2.4.36)
0

=
2. x — +oo: tinguem en compte que per aquests valors de z ens queda que x* =~ x
1
Tz ~ 1 ] .
l—e Vo = N Finalment:

> 1
TG :c:>/ f<oo &= —a+=>1. (2.4.37)
T—+400 _a+% 2
on aproximem r = —% de la segiient manera:
1—e v
lim — < =1, (2.4.38)
r——+00 x"
|
2.5

INTEGRACIO IMPROPIA DE FUNCIONS AMB SIGNE

Els criteris de comparacio establerts a la seccié anterior fan referéncia només a integrands po-
sitius. Quan l'integrand no és positiu, les possibles cancel-lacions degudes a oscil-lacions en el
signe de l'integrand podrien facilitar la convergéncia en alguns casos. En altres paraules, les
funcions amb canvis de signe podrien generar integrals impropies convergents sota criteris més
generals. Per aquest motiu, el concepte de convergéncia absoluta no és trivial.

Observacio 2.5.1. Si f € Zoc([a, b)), b € R, amb f > 0, aleshores:

b
/f<<oo —

/:f‘ <ec. (2.5.1)

Si f # 0, aleshores f pot oscil-lar de signe.

Definicié 2.5.2 (Convergéncia absoluta). Sigui f € Zioe([a,b)). Es diu que la integral impro-
pia fab f és absolutament convergent si la integral impropia ff |f| convergeix. Evidentment, si
f > 0 aleshores:

b b
/ f convergencia absoluta <= / f convergéncia. (2.5.2)
a a
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Integracié impropia de funcions amb signe 2.5.5

Teorema 2.5.3. La convergéncia absoluta d’una integral impropia implica la convergéncia de
la mateiza integral.

Demostracio. Si f € Poc([a,b)), [, f convergeix absolutament convergeix si, i només si, el limit:

tim /11 (2.5.3)

existeix i és finit per definici6. Segons el Criteri de Cauchy, aixo passa només quan donat € > 0
existeix ¢ € (a, b) tal que:

z,y € (¢,b) = /y|f|<5. (2.5.4)

Pero | [V fI < [V|f] < e i, per tant, fab convergeix (altre cop per Cauchy). |

Exemple 2.5.4. Hem de mirar la convergéncia absoluta d’aquesta integral:

7 sin(x)

3 \/l‘—3

Agafem f(x) = sn@) e ¢ 3,7)) C Z10.((3,7]). La integral és impropia quan x — 3*. Ara bé,
Vr—3

f # 01 no podem aplicar el criteri de convergeéncia per desigualtat ni el criteri de comparaci6

da. (2.5.5)

per pas al limit. Pero, fixem-nos:

| sin(z)]
= € Kioc((3,7]), >0 2.5.6
)l = 2 € Bl 3,7)). 1£2) (2.56)
i, a més:
7 7
lim M = |sin(3)|] = / | f| convergeix = / f convergeix absolutament
r—31 3 3
ve=3 (2.5.7)

7
== / f convergeix.
3

Hem usat la definicié d’absolutament convergent i el teorema de convergéncia absoluta. Fixem-
nos, a l'interval (3, 7] tenifem f > 0 (a l'interval (7, 7] canvia de signe, pero és no impropia i, per
tant, podem ignorar aquest fet) i, Obviament:

/37_/31/:. (258)

Teorema 2.5.5 (Teorema de Dirichlet). Sigui f : [a,b) — R continua i g : [a,b) — R de
classe Ct. Suposem que:

1. 3K >0 tal que | [T f| < K, Vx € [a,b).

2. lim,_ - g(z) = 0.

9. 3K’ >0 tal que [ |g'| < K', Va € [a,b).

Aleshores, fabf - g CONVErgeir.
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2.5 Integracié impropia

Demostracio. Siusem la formula d’integracié per parts, amb F(x) = [ f1G(z) = [ g,

[ ra=trgi- [ 1-d = Fygte) - Flalgla) - / IF(t)g'(t)dt. (2.5.9)

Quan z — b~, F(z) - g(x) tendeix a 0, ja que, pel segon apartat, g(x) — 0 i pel primer, F(x)
esta fitada. El segon terme, F'(a)g(a), és constant (i amb aixo ja ens val). Si provem que:

xT

lim F.q (2.5.10)
z—=b" J,
existeix, ja haurem acabat. En efecte:
/ (F(t)g(8)]dt = / )| 19 Oldt < K - K' < oo. (25.11)

Per tant, |F¢'| € Z(]a,b)). Aixo implica que fa I - ¢’ convergeix absolutament i, pel teorema,
f; Fg' és convergent. |

Corol-lari 2.5.6 (Test de Dirichlet). Sigui f : [a,b) — R continua i g : [a,b) — R 1 g € C!
tals que:

1. 3K >0 tal que | [* f| < K, Va € [a,b).

2. lim, - g(z) =04 ¢'(z) < 0.
Aleshores, fabf - g Convergeix.

Demostracio. Hem de veure que la segona condicié del test de Dirichlet equival a demanar la
segona i la tercera del teorema anterior. Evidentment, en les dues es demana que lim, ;- g(z) =
0. Pel que fa a la tercera:

/ 1] = / = / J = 9(a) - 9(x) < g(a). (2.5.12)

i aquesta es compleix amb K’ = g(a [ ]

Observacio 2.5.7. La condicié segona equival a demanar que g s’anul-la a la singularitat de
manera monotona.

Exemple 2.5.8. Analitzar la convergéncia de
o sin(x)
WV

Agafem f(z) = % € Zioc([1, +0)), que sera una integral impropia quan = — +o00. Com que
f # 0, no podem aplicar cap criteri de convergéncia habitual. Tenim dues opcions:

da. (2.5.13)

1. Convergéncia absoluta:

+oo : +00 .
/ SIn@) | g = / [sin(@)] (2.5.14)
1 VT 1 vz
Fixem-nos: |Si\r;(mf‘")| T — 01, a més:
|Si\r;(}‘)\
IETOO T = xgrfoo |sin(z)| = 3. (2.5.15)
Separant-les amb f(t) = |sin(t)| i g(t) = \/iz, extralem que, si, g — 0 si t — o0, pero

f(t) = [ |sin(t)|dt no és fitat.
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Integracié impropia de funcions amb signe 2.5.9

2. Intentem Dirichlet: [ Sm(x dz dividint en f i g:

f(t) = sin(t), existeix primitiva fitada

S (2.5.16)
g(t)—7£—>0, t — oo.

Per Dirichlet, f; > Sm(w dx convergeix en el sentit ordinari. Vegem si convergeix absoluta-

ment o no. Sense perdua de generalitat, considerem la segiient integral, on hem variat el

00 : N . N-1 (k+1D)m .
/ [sina)] _ / LICIES / [sin(a)] ,
s \/E N—oo \/5 N—oo k=1 km \/E

/(k+1)7T \sin(x)’d:p ~ /(k+1)7r | sin(z )‘d _ 1 e | sin(z)| ~ 1
. N km Jir vk
/i v o (2.5.17)

ooy NTode N (k1)
[ E-m | ﬁ:]&%o;/h VE A2 Ve

punt d’inici:

- 1 =1
=Jm > =) ==

Observacio 2.5.9. Als apunts hi ha una altra aproximacio a la resolucié per Dirichlet. S’ad-
Jjunta a continuacio la resolucio. Podem assegurar que la convergéncia no és absoluta. En
efecte:

400 | ot N7 | o N-1 (n4+D)7w | -
/ |Sm(x)|dx = lim / de = lim Z / Mdm >
L T T T T

(b1 (2.5.18)
Jgganm/ it 'dx‘élféozm
i el problema es redueix a analitzar el comportament d
2
lim ; NCES (2.5.19)

Técnicament, aix0 és una série numeérica. Aquests objectes els tractarem al proper capitol. A

mode d’exemple, pero, no és dificil adonar-se que el comportament d’aquesta série és el mateix
[e.e]

que el de la integral f1 . En efecte,

(n+D7 1 B \/7? _ \/7? 1
B e N ) R e v (25.20)

En particular:

JTo1 \/— 1 Jro1
FENCES <5 =<5 (2.5.21)

d’on:

: (2.5.22)

hu{
HMZ

i
L
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2.5 Integracié impropia

és a dir:

N—-1 N N—
VT L </ d_xg\g L (2.5.23)

. N e )
Pero dr _y ~o quan N — co. En conseqiiéncia, també:
1 \/5 q q )

= 20 | gin(z))|
lim E =400 = / dr = 400. (2.5.24)
n—00 — n-+1 . \/E
En altres paraules, la integral f1+°° %dw és convergent, perd no és absolutament convergent.

48



[11

Series numeriques

3.1
PRELIMINARS

Definicié 3.1.1 (Serie). Una série de nombres reals és una parella de successions (a,,), 1 (Sy)n
lligades pel fet que:

N
SN=a1+a2+---+aN:Zak, (3.1.1)
k=1

on a, és el terme general de la série i Sy la suma parcial de la série.

Definicié 3.1.2 (Série convergent). Es diu que una série (a,, Sy) és convergent si, i només si,
la successio {Sy} de sumes parcials convergeix, és a dir, si el limit £ = limy_,, Sy existeix.

Exemple 3.1.3. Posem a,, = nila suma parcial Sy sera Sy =a1+---+ay =142+---+N =

N(N+1 . o . .
%. Aquesta série no convergeix ja que les sumes parcials no tenen limit.

Definicié 3.1.4 (Serie divergent). Es diu que una série (a,, Sy) és divergent si la successio de
sumes parcials divergeix, és a dir, quan no convergeix o bé convergeix a oo.

N 00
lim Sy = lim Y ax=» ax (3.1.2)
k=1 k=1

N—oo N—oo

Exemple 3.1.5 (Model de la série geométrica). El model de la série geométrica és la segiient:

Sy = iak, acR\{1}. (3.1.3)

Per analitzar la convergéncia, necessitem escriure Sy de forma compacta. De fet, aquesta forma
ja la coneixem:

N N
Za":1+a+a2+--~+aN:W, a#1. (3.1.4)
—a
n=0
Amb aquesta formula:
00, a>1,
) ) a— aN+1 o0, a = ]-7
lim Sy = lim ——— =< %, la| <1, (3.1.5)
N—o0 N—oo 1—a @
ﬂa a = —1,
3, a<-—1.
on hem utilitzat que:
~+00, a>1
1, a=1,
lim { 0, -l<a<]l (3.1.6)
N—oo
ﬂa a= -1
E: a < —1.
En particular, per als casos negatius hem usat que a = —b,b > 0, a® = (=b)Y = (=1)V . bV,
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Exemple 3.1.6 (Seérie telescopica). Una série telescopica és aquella que compleix a,, = b, —b,,_1
per alguna successio b,. Agafem la série de Mengoli:

= 1 1
Sv=SN —— g =— . 3.1.7
N Zn(n+1)’a n(n+1) ( )
n=1
Efectivament, ——— = X — —L_ ¢g telescopica. Ara, hem d’escriure Sy de forma compacta. De

n(n+1) n n+1
fet, com és la telescopica haurfem de trobar que la suma parcial Sy és igual a by — byy1. En

efecte:

N
SN:Zak: (bl—bg)—i-(bz—b3)+"‘+(bN—bN+1)
k=1 (3.1.8)
1 1

=b;—b = — — 1, N )
1 N+ =g N+1_> ) — 00

Observacid 3.1.7. Ser série telescopica no et garanteix ser convergent. Per exemple, ap =

b — bry11 Sy = Z;ozl ar tal que limg_ o by = 7.

Exemple 3.1.8 (Seérie telescopica divergent). Agafem Sy =Y o | a,, definint
1
a, = log (1 + —) = log(n+ 1) — log(n) = by41 — by. (3.1.9)
n

D’aquesta manera, tenim una série telescopica divergent, donat que b,, — oco.

Exemple 3.1.9 (Seérie harmonica). Donat un nombre real a € R, volem determinar el caracter

de la série
+o0 1
—_— (3.1.10)
n=1 n®

Si a < 0, aleshores nia > 1 per a tot n € N i, per tant:

N

N
Zn—la >> 1=N. (3.1.11)
n=1 n=1

En fer N — +o00, veiem que les sumes parcials divergeixen. Quan « > 0, ’analisi és una mica
1

x>’

més delicat i el farem amb l'ajut de les integrals impropies. Per a fer-ho, definim f(x) =
Com « > 0, tenim que f és decreixent a (0, +00) i, per tant:

1 n+1 1
— < < —. 3.1.12
(n+ 1) _/n = ne ( )

Si ara sumem per valors de n = 1+ N, obtenim:

N 1 N+1 N 1
— < < —. 3.1.13
Ywrs) <Xw @113

Com que els tres membres d’aquesta desigualtat sén successions monotones creixents en la
variable N tots tres tenen limit si fem N — +o00. En particular,

N 1 N+1 Noq
] — < 11 < 1 —_— .
N]i}:II}OO; (n + 1)0‘ o ]\}'lﬁrnoo 1 f - NEIEOO — ne (3 L 14)
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El terme integral el vam estudiar en ’anterior capitol:

N+1 —+o00 <
lim / dv_ {+1°°’ asl (3.1.15)

N——+oc0 ) o > 1.

Si combinem aixo amb les desigualtats de I'equaci6 (3.1.14), obtenim que:

1. si a > 1, llavors el limit de 'esquerra a (3.1.14) existeix i és finit,

2. si @ < 1, llavors el limit de la dreta a (3.1.14) és infinit.
Pero els dos limits d’(3.1.14) sén, en el fons, els limits de les successions de sumes parcials de
dues séries molt semblants. En efecte:

o0 1 N+1 N 1 N
dm D e = 2 = <§—+—<N+U 1) = Jm, (Z—) -L
(3.1.16)
Aixi doncs, 'equacié (3.1.14) ens esta dient que si o < 1, els tres membres son infinits, mentre
que si a > 1:
= 1 > d = 1
Z——lg/ Ty (3.1.17)
n=1 ne 1 e n=1 ne

Per tant, la série harmonica )
podem dir que

. L convergeix si, i només si, &« > 1. En aquest cas, també
n

*“dx =1 > dx
— < — <1 — 1.1
| e[ 5 3.8

n=1
és a dir:
1 =1 a
< — < 3.1.19
a—1"7— vt ne a—1 ( )

El calcul exacte del valor de la suma és més delicat, i pot calcular-se mitjancant eines de I'analisi
de Fourier.

3.2
CRITERIS GENERALS PER A SERIES

Teorema 3.2.1 (Criteri de Cauchy per a séries). Sigui Y ., a, una série de nombres reals.
Aleshores, >, a, €s convergent si, i només si, per a tot ¢ > 0 existeiz Ny € N tal que per
a tot parell M, N tal que Nog < N < M se satisfa que:

M

2.

n=N+1

|CLN+1+"'—|—QM| = an| < E. (3.2.1)

Demostracio. Per definicio, ) a, convergeix si, i només si, la successié de sumes parcials Sy =
a; + --- + ay convergeix. Igualment, {Sy}y convergeix si, i només si, és de Cauchy. I aixo
és equivalent a dir que, donat que ¢ > 0, existeix Ny € N tal que |Sy; — Sy| < € sempre que
M, N > Ny. Si, per exemple, suposem M > N > N, aleshores:

SM—SN:(a1+---+aM)—(a1+~--+aN):aN+1+---+aM (322)

i, per tant, Sy convergeix si, i només si, donat € > 0 es pot trobar Ny tal que |ayi1+---+ay| < e
sempre que M > N > N, com voliem veure. |
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Observacio 3.2.2. Dit en altres termes, la convergéncia d’una serie és equivalent a dir que
donat € > 0 sempre existeix un lloc ng a partir del qual tota suma d’un nombre finit de termes
a,, n > ng és menor que . Aixo té multiples conseqiiéncies: la primera, i més immediata, s’obté
en el cas particular de sumar un sol terme (és a dir, N + 1 = M a la demostraci6é anterior) i
dona lloc a la segiient condicié necessaria de convergéncia.

Corol-lari 3.2.3. 5t Zn21 a, €s una serie convergent, aleshores lim,_, ., a, = 0.

Demostracio. Només cal aplicar el criteri de Cauchy amb N 4+ 1 = M, i obtenim |a/| < € per a
tot M prou gran. |

Exemple 3.2.4.

1. La série:
+o0o

n?+3
S - 3.2.3

no pot ser convergent, ja que el seu terme general no té limit zero.

2. La série harmonica
—+oco

3 n?LH (3.2.4)

n=1
de moment no podem descartar que convergeixi, donat que el seu terme general tendeix a
0. Tot i aix0, tampoc podem assegurar que convergeixi.

. rtoo p s . . s
Lema 3.2.5. i [ | Gn €s una serie convergent 1 m > 1 és un nombre enter qualsevol, aleshores

n—

també és convergent la série Z:Zom a, obtinguda sumant només a partir de I'm-ésim terme i:

+o0o +o00 m—1
Z ay, = Zan — Z Uy, (3.2.5)
n=m n=1 n=1

Demostracio. Per veure-ho, considerem la nova successio {b,},>1 definida per b, = a,4n—1 per
an > 11denotem per Sy i T, respectivament, a les successions de sumes parcials d’{a, },>1 1
{bn}n>1. Aleshores:

N
TN:an:bl+---+b1\;:am+-~~+am+N_1—Sm_1. (326)
n=1

tal i com voliem veure. [ |

Donada una série convergent ., a,, acabem de veure que si m € N és un natural qualsevol

<t 2 2 +oo
aleshores la série Zan a, també és convergent. Per descomptat, el valor de la suma ) '~ a,
depén de m. Té sentit, doncs, considerar la successio:
+oo
E n ; (3.2.7)
n=m m>1

que es coneix com a successi6 de cues de la seérie ) | ., a,. Cadascun dels termes d’aquesta nova
., 9 -
successié s’anomena cua de ) -, dn.
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Criteris generals per a séries 3.2.7

Corol-lari 3.2.6. Sigui ), a, una série de nombres reals. Si la série és convergent, aleshores
per a tot € > 0 existeix Ny tal que:

+o00

D> an

n=N

sempre que N > Ny. En altres paraules, la successio de cues té limit 0.

<e (3.2.8)

Demostracio. Pel criteri de Cauchy per a séries, donat un € > 0 podem trobar Ny € N tal que
si Ng < N < M aleshores:
\aN+---—|—aM_1| < E. (329)

Aix0 també es pot escriure en termes de cues. Efectivament, tenim per una banda:
+o00 “+o00 M—-1
dan=> a,— ) ay (3.2.10)
n=M n=1 n=1
i, per 'altra:
+00 +oo N—-1
D= .= an (3.2.11)
n=N n=1 n=1
Per tant, si fem la resta:
+o00 +oo M-1 N—-1
Zan—Zan:Zan—Zan:aN+---+aM_1. (3.2.12)
n=N n=M n=1 n=1
Aixd:
= |(IN—|—"'+CLM_1| <eg, (3213)

+o0 +oo
D= an
n=N n=M

sempre que siguin prou grans. Aixd demostra que la successio de cues és de Cauchy. Per tant,

el limit:
lim > " a, = (3.2.14)
N

existeix, i el seu valor es pot treure fent N — oo a 'equaci6 segiient,

+o00

> an = (3.2.15)

n=N

Efectivament, hom obté:

+00 N—-1 +00 N-1
(= lim (Z Uy — ; an> => a, - lim > a, =0, (3.2.16)

n=1

tal 1 com voliem veure. [ ]

Teorema 3.2.7. Si ) a, iy b, son dues séries convergents, respectivament, a a i b, i A\, j1 €
R aleshores ), (Aay, + pby) també és convergent i la seva suma és Aa + pb.

Demostracio. Només cal observar que les sumes parcials preserven les combinacions lineals:

N N N
Z(Aan + pby) = A Z an, + ,uz by, (3.2.17)
n=1 n=1 n=1

aixi com també les preserva el limit. ]
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3.8
SERIE DE TERMES POSITIUS

Teorema 3.3.1. Sigui ) a, una série de nombres reals tals que a,, > 0 per tot n. Aleshores,
>, Gn cOnVergeir si, © només si, la seva successio de sumes parcials és fitada.

Demostracio. En tractar-se d’una série de termes positius, la successio de sumes parcials {Sy }n
és creixent (o, com a minim, no decreixent). En conseqiiéncia, {Sy}y convergeix si, i només si,
és fitada. |

Aixi, les séries de termes positius o bé convergeixen o bé divergeixen a +o0o. Un altre resultat
important és el que fa referéncia a I’ordre de sumaci6. Clarament, un canvi d’ordre en un nombre
finit de termes no afecta al caracter convergent de les séries i, per tant, només cal mirar amb
detall quée passa quan el canvi d’ordre afecta una quantitat no finita de termes.

Teorema 3.3.2 (Reordenacio de séries). Sigui ), a, una série i suposem que a, > 0, i sigui
i : N — N una bijeccio. Aleshores:

Zan L 0o — Zai(”) < 00 (3.3.1)

n n
i en cas de convergencia es t€ Y G, = Y i(n)-

Demostracio. Provarem que si ) a, convergeix, llavors també ) a;n) convergeix. L’altra
implicaci6 es dedueix de la mateixa. Denotem b,, = a;(y,) 1 siguin

N M
Sv=> an, Tyy=Y b (3.3.2)
n=1 m=1

Per hipotesi, {Sy}ny és una successio fitada. D’altra banda, la successio {1} és monotona
creixent (donat que b,, > 0) i també és fitada, doncs:

max{

M M (1)ye.8 (M
n=1

m=1 m=1

)} oo
a, < Zan < 400, (3.3.3)

n=1

per la qual cosa limy; Ty, existeix. En conseqiiéncia, ) a;m) és també una série convergent.
Ara ens falta veure que la seva suma és precisament ) a,. Donat ¢ > 0, sigui N, tal que si
N > Ny, llavors:

Y an< % (3.3.4)

Sigui ara M; € N el minim natural tal que {1} C {i(1),...,i(M;)}. Sigui ara M, el minim
natural major o igual que M; tal que {1,2} C {i(1),...,Ms}. En general, sigui My el minim
natural major o igual que tots els My, ..., My_; tal que:

{1,2,...,N} C {i(1),...,i(My), ... i(My)}. (3.3.5)
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Per construccid, My és una successio no decreixent en N, i tampoc és fitada (si fos fitada, llavors
i seria fitada i no podria ser una bijeccio). Per tant, My — oo quan N — oo. Sigui ara N > Nj.
Per construcci6é de My,

M N o)
Taiy —Snv = b= an< Y aigg. (3.3.6)
m=1 n=1

i=N+1

Per tant, si m > My:

= €
T — Sy < ‘Z 0 < 3, (3.3.7)
i=N+1
de manera que si m > My:
> an =Tl <D an—Sn|+ISv=Tul = | Y an|+[Sv—Tnl <2| Y an| <c (3338)
n=1 n=1 n=N-+1 n=N+1
cosa que vol dir que lim,,{7,,,} = >, a,, com voliem veure. |

Teorema 3.3.3 (Criteri de comparaci6 per a séries). Siguin > a, @ Y, b, dues séries, i su-
posem que a, b, > 0. Suposem que existeir ng € N ¢ k > 0 tals que a,, < k-b,,, per a tot n > ny.
Aleshores:

an L oo = Z a, <K 0. (3.3.9)

Demostracio. Com que el caracter convergent de les séries no varia si canviem un nombre finit

de termes, podem suposar que ng = 1. Ara, si ) b, convergeix, llavors la successi6 de sumes
. N 4 N

parcials Tn =) _, b, és fitada. Pero, llavors:

N
0<Sy=> a,<k-Ty (3.3.10)

n=1
i, per tant, Sy també és fitada. En tractar-se d'una série de positius, 3.3.1 ens diu que ), a,

també ha de ser convergent. [

Teorema 3.3.4 (Criteri de comparaci6 per pas al limit per a séries). Siguin . a, 1Y b, du-
es seéries, i suposem que ay,b, > 0. Suposem que:

.Gy
nh_}rrolo b A € [0, +00]. (3.3.11)
Aleshores:
1. Si A =0, aleshores:
Y bhh<oo = Y a, < . (3.3.12)
2. St A = +o00, aleshores:
Zan <L oo = Z b, < 00. (3.3.13)
3. 8Si A€ (0,+00), aleshores:
Y a0 = > by < o0 (3.3.14)
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Demostracio. Comencem provant el primer punt. Per hipotesi, donat € > 0 existeix ng tal que
0< ‘;—: < €1, per tant:
0<a, <ceb,, (3.3.15)

per la qual cosa, podem aplicar 3.3.3. Per provar el segon punt, només hem d’intercanviar els
papers d’a,, i b,. Finalment, per provar el tercer punt, donem £ > 0 i es pot trobar un natural
no tal que A —e < 92 < A +¢€ sin > ng. En particular, si escollim 0 < e < % Aleshores:

A a 3\
<< VYn>n,. 3.3.16
2 =9, =~ 20 "M (3:3.16)
Per tant, el resultat s’obté aplicant 3.3.3. |
Exemple 3.3.5.
1. Considerem la seérie ) Ziig Aleshores, ens adonem que:
n247
n3+5

1}1_{20 I =1 (3.3.17)

i, per tant, »_ ZSIE i Zn% tenen el mateix caracter. Perd és sabut que > 1 divergeix.
n?47

Per tant, també » P

és divergent.

. . .. 2
2. Considerem la série ) 2513 Aleshores, ens adonem que:
n242
. 5
lim 2 =1 (3.3.18)

. 2 .

i, per tant, - %21 %7 - tenen el mateix caracter. Perd és sabut que Y, 5 divergeix.
L, 2

Per tant, també ) %2 és divergent.

Teorema 3.3.6 (Criteri de Cauchy, o de l'arrel). Sigui > a, una série, amb a, > 0. Sigui:

A = limsup a,. (3.3.19)

n—oo

Aleshores:

1. Si A <1, aleshores ) a, convergei.
2. 8i A > 1, aleshores ), a, divergeix.

Demostracio. Usarem la definicié de limit superior s'una successio {by, },>m, que és decreixent
en m (com és gran m més petit és el conjunt i menys potencial de creixement),

limsup b,, := hm sup{b,} = mf{sup ay}. (3.3.20)

n— o0 O n>m n>m

Per hipotesi, A < 1 (ja que és una successi6 monotona i fitada: tot i que lim, b, podria no
existir, el limsup b,, sempre existeix). Per tant, Ir € (A, 1) tal que

A= 1nf {sup b} <r<1 (3.3.21)
n>m
Per tant, 3m € N tal que:
sup {/a, <. (3.3.22)
n>m

96



Série de termes positius 3.3.8

En particular, Vn > m, {/a, < r (tota la cua ha de quedar estrictament per sota de ). De fet,
a, < r"1ia, estda dominat per la série geométrica de raé » < 1. Per tant, la nostra successio
convergeix Y | a, < 00.

Suposem ara que A > 1. Per definicio:

1nf{sup Va,} > 1. (3.3.23)

n>m

En particular, per a tot m € N s’haura de complir que:

sup {/a, > 1, Vm. (3.3.24)

n>m

1
Si m = 1, llavors sup,,>; {/a, > 11 existeix n; > 1 tal que (a,,)™ > 11 a,, > 1. Analogament,
sim=mn;+ 1:

sup {/a, >1 = Iny >ny+1| (am,)% >1 = ap, > 1. (3.3.25)
n>n1+1

Podem aplicar aquest procediment inductivament de manera que estem construint una successio

creixent ny < ng4q tal que (an,) C (a,), amb la propietat que a,, = any > 1 per a tot k. Aixo
implica que limsup,, a, > 1 i, per tant, lim,_,o, a,, # 0. En definitiva, > a, no convergeix. M

Exemple 3.3.7.
n—oo

1. Agafem la série geométrica a,, = a™. Aplicant el criteri de l'arrel, /a, = a — a.
a1

2. Prenem ara la série harmonica a,, = .

1 «
Vg = (—1> P01 = i 2% 1 (3.3.26)
nn
En el cas de la série harmonica, doncs, el criteri de I'arrel no ens diu res.
3. Sigui a,, = (k’%)” > 0 tal que escrivim la série:

i (log )n (3.3.27)

n=1

Com que a,, > 0,
1
N log(m)\"]" _ . log(n)
fim v = fin [(520) |7 = i 5 o
:>11msup{/a_n—hm(/a_n O:>Zan<<oo

n—oo

(3.3.28)

Exercici 3.3.8. Determineu la convergéncia o la divergéncia de la segiient serie:
00 ) 2
n°—mn
. 3.3.29
> (Ge5) 3329
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Séries numeériques

Demostracio. Apliquem el criteri de I'arrel:

divergeix, si k > 1 — Jim

2
convergeix, si k < 1 o oal(n?2=2n\"
lim a, = { OIX, (
n—oo

n—oo 2
- n:+5 (3.3.30)
_ n’>—n\" _ limp oo *2@2;55” 1 <1
b \nztrs) € Ce? ’
on hem usat que
n22+55 _n22n+_55n
2 n —2n—
n° —2n 1
—2n—>5
Per tant, ) a, convergeix. |
Teorema 3.3.9 (Criteri del quocient). Sigui >, an i ap, > 0. Siguin A = limsup,,_,,, “2** i
A =lim, o agzl . Aleshores:
LAl = >, a, K< 00,
2.A>1 = > a, =00,
Observaci6 3.3.10. Si lim,,_,o, 22+ = lim,, 00 “Zjll.
Demostracio. Per hipotesi,
A = inf {Sup a”“} < L (3.3.32)
m | n>m Qn

Ha d’existir algun m € N tal que:

a a
sup —* <7 < 1 per algun r € (A1) = ooy, Vn>m
n>m Qnp

. 3.3.33
an > (3.3.33)

Pero llavors tota la cua {a:" tn>m ha de quedar estrictament per sota de r. De fet, a,40 <
ra,+1 < ra, i aixi successivament. En conseqiiéncia, si resulta que n = m i prenem k£ € N
qualsevol:

0 < apyp <7 an—>Zr <<OO=>Zan+k<<oo:>Zan<<oo (3.3.34)

Pel que fa al segon apartat, per hipotesi tenim que

o . Ap+1
A= sglp {nlggl o } > 1. (3.3.35)

Ha d’existir algun m tal que es produeixi el segiient

. Ap+41
inf 2+

n > 1. (3.3.36)
n>m  Qy,
I, per tant, “2*t

> 1 per a tot n > m. En particular, a, 11 > a, (ambdos termes séon positius) i
com que a, > "0 és impossible que lim, a,, = 0. En conseqiiéncia, Y a, no pot ser convergent.

|
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Exercici 3.3.11. Analitzeu la convergéncia de la segilient série:

. 4.l
Z — (3.3.37)
— (n+3)

Demostracio. Fem un quocient de termes consecutius:

n 4n+l ! )" A4 1 H\" 4
Uny1 _ (n+ 1! (n+3)" _ (n+)_(n+ )) o = Ya <
e

an (n+4)ntt 47 .nl n+ 4 n+ 4
n n+3 n
i R oo . (3.3.38)
n+3 n+3
4(n+1)

lim ——— =4
n—oo n—|—4

Exercici 3.3.12. Determineu la convergencia de la série:

=, 32(n!)°
> e (3.3.39)

n=1

Demostracio. Agafant a,, = % ia,1 = %, apliquem el criteri del quocient, fem

la divisi6 i mirem qué passa:

32742 ((n41)1)°

o e 2 6
lim 2% — Jim % = li 37 (nt1) 5 = 3¥>1 = Zan divergeix.
n—00 Ay n—00 W n—o0 ((n + 1)3 + 4)2 (1 + n34f|-4) -
(3.3.40)
[ |

Proposicié 3.3.13. Sigui {a,}, una successié de nombres reals, amb a, > 0 per tot n. Si

f = hmn QZ+1
n

, aleshores també ¢ = lim,, /a,,. En altres paraules, hi ha una forta correspondencia
entre el criteri del quocient 1 el criteri v de [’arrel.

Teorema 3.3.14 (Criteri integral). Sigui f : [1,4+00) — [0,400) una funcid decreizent tal
que [ € Roc([1,+00)). Aleshores:

S fn) < 0o = / f(@)dz < oo. (3.3.41)

n=1 1
Demostracio. En ser f decreixent, tenim que:

n+1
Fn+1) < / F)dz < f(n). (3.3.42)

Per tant:

N N+1 N

Ssmen< [ s@in <Y s (3343

n=1 1 n=1

de manera que les sumes parcials > ", f(n) son fitades, com a successié en la variable N si, i
L . NA1 )
només si, la successié d’integrals fl f(z)dz és fitada en N, |
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3.8 Séries numeériques

1

Exemple 3.3.15. El criteri integral permet comprovar facilment que la série ) TTogS(m) Con-
vergeix. En efecte, donat que la funcié f(x) = m decreix quan x és prou gran:
< dx 1 *
= < 0. 3.3.44
[ i~ |zl (3340

Observaci6 3.3.16.

o Quin criteri és millor? El del quocient o el de ’arrel? Com hem comentat a la proposicié
anterior, si lim,,_, . “ZIl = ¢, aleshores lim,_,o /G, = (. A linrevés, si a, = r"t-DVn
prova que lim,, {/a, = r i que lim,, “= = 7.

e Qué podem fer si la rad és 17 Podem aplicar el criteri de Raabe.

Teorema 3.3.17 (Criteri de Raabe). Sigui >, a, tal que a, > 0.

o (o1 (>1 = > a, < o0.
Z—Jl_)lgon (1 o ) = {€<1 5 = (3.3.45)

Exercici 3.3.18. Comproveu si la segiient serie és convergent o no ho és:

> ;GELL();)')G (3.3.46)

n=1
Demostracio. Evidentment, a,, > 0. Fem el quocient de termes consecutius:

a1 (2n+2)@2n+1)2n))° 27(n))® 2042320+ 1) ase
an  26m26((n 4 1)n!)s (2n))3  26(n 4 1)8

1. (3.3.47)

Ara el volem posar en la forma de Raabe per poder aplicar el criteri. Com que fem limit a
Iinfinit, comptarem les contribucions dels termes de grau més alt i seran els que tindrem en
consideracio.

(1 anH) 26(n+1)% — (2n +2)3(2n + 1)3 (26.6 — 25-3%)n° 4+ grau inferior
n — =n — .

an 26(n + 1)0 - 26(n + 1)0
(3.3.48)
Per tant,
, i\  20-6-2°.32 3 3

7}1_)113()71 (1 o ) = 56 =6 5 =57 1. (3.3.49)
|

Teorema 3.3.19 (Criteri logaritmic). Sigui Y, a, tal que a, > 0. Sigus

log <$>

L = lim "/ (3.3.50)

n—oo log(n)

1. SiL>1,% a, < oo.
2.8 L<1,) a,=oc.
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Série de termes positius 3.3.21
Demostracio. Per definicié, donat € > 0 dng tal que:

log (-
n>ny = %(j:)) — Ll <e < (L—¢)log(n) <log <in) < (L+¢)log(n). (3.3.51)

1

g ¢n l'ultim pas, que és decreixent en els positius i ens serveix per revertir

Agafarem la funcio
les desigualtats:

1 1
log(n’~*) < log (—) <log(n*™®) <= nf < — <nlt*

a
" " 3.3.52
. . ( )
nlte an < nl—e
|
Exemple 3.3.20. Sigui a, = log(n). Apliquem el criteri logaritmic en funci6 d’aquesta a,, que
hem triat.
1 log(n)
- . 3.3.53
Xn: (log(n + 1)) ( )
Aleshores:
og (1) 1og( 1)) log(n)(log(l 1
log(n) log(n) log(n)
Teorema 3.3.21 (Criteri de condensaci6). Sigui {a,}, decreizent, amb a, > 0. Aleshores:
D a,<oo = > 2" ap < 0. (3.3.55)
n=1 n=1

Demostracio. Per un costat, {a,} és decreixent i tenim que a, < a, si n > m i, per tant,
as + a3 <2apiags+---+ay <4dagiag+---+ as < 8ag. Generalitzant a un nombre arbitrari:

Aok + R + Aok+1_q S 2k * Aok . (3356)

En conseqiiéncia, tenim el segiient. Donem dues maneres de fer-ho:

2kt k k
Z Ap = Q1 + -+ Qok + -+ + Qok+1_4 :Za2j+"'+a21+171 < ZQJ " Qgj .
n—1 =0 =0
2k+1_1
Z ap = a1+ (ag +as)+ (ag+ - +az) + -+ (G + - + agrs1_;) (3.3.57)
n=1

k
Sap+ 2+ + 28 ap =Y Yay.
=0

Aixo demostra que les sumes parcials de 2%a.x controlen les de a,, 1 provem aixi la
k 2 n Y
suficiéncia. Per veure el reciproc, observem d’altra banda que la monotonia també prova que:

ag > G
as + aq Z 2(14
a5 + -+ ag > 4ag (3.3.58)

a/2k+1 + .- —|— Aok+1 Z 2k * Aok+1.
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3.4 Séries numeériques

En conseqiiéncia:

2k+1

k
Zan =ag+ (a3 +aqg) + -+ (@gryq + -+ + ageir) > ZQja2j+1 =
7=0

n=2

k
D Py, (3.3.59)
j=0

DN | —

cosa que prova que les sumes parcials A’y a,, controlen les de Y, 2¥ag. Aixi doncs, les dues sé-
ries tenen sumes parcials fitades simultaniament i, per tant, convergeixen també simultaniament,
com voliem veure. [ |

Exemple 3.3.22. Prenem a, = ﬁ i construim la série:

log(n)
SENLEDNPI P T S W
“— n(log(n))” ~ 2¥(log(2")) - = (k-log(2))? \log(2)) & kP
(3.3.60)

Hem usat que f(z) = x(log(z))? de manera que f’ > 0Vf3. Aixi doncs, convergeix si, i només si,
B > 1. Als apunts [Pra22|, hi ha un exemple en queé s’aplica el cas particular § = 3 (i ja hem

vist, amb aquesta generalitzaci6, que convergeix).

Exercici 3.3.23. Determineu la convergencia de la série:

n2+1 \™
; (m) . (3.3.61)

Demostracio. Observem que

b = g (RN P :

@

w241\ w2 too. a>1 (3.3.62)
1 " ’
e n 0 a < 1.

Per tant, la condici6 necessaria de convergéncia només se satisfa quan o > 1. De fet, pot veure’s
que convergeix només si a > 1, donat que::

log(+- log(1 + —2-)"" <
i 8la,) _ im sl @)’ _ [0 asl (3.3.63)
n—00 log(n) n—00 log(n) 400, a>1
[ |
3.4

SERIES DE TERMES NO POSITIUS

Definicié 3.4.1 (Convergéncia absoluta de séries). Sigui > a,, a € R, es diu que una série
convergeix absolutament si la seérie ) |a,| convergeix.

Teorema 3.4.2. Si ) a, convergeir absolutament, aleshores ) a, convergeiz.
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Séries de termes no positius 3.4.6

Demostracio. Siy, a, convergeix absolutament, aleshores ) |a,| convergeix per definicié. Per
Cauchy, Ve > 03N, | M > N > Ny = M la,| < e. Ara bé:

n=N+1
M M
Z a,| < Z la,| < e <= Zan < 00. (3.4.1)
k=N-+1 k=N-+1 n
Es a dir, que pel criteri de Cauchy >, Gy €s, un altre cop, convergent. [ |

Notacié 3.4.3 (Convergéncia ordinaria i convergéncia absoluta). Direm que una successié con-
vergeix quan ho fa ordinariament. Ho especificarem quan ho fa de manera absoluta.

Teorema 3.4.4 (Férmula de sumacié d’Abel). Siguin {a,},{b.} dues successions reals i Ay =
Zivzl a, 1 entenem Ay = 0. Aleshores:

q q—1
> apby = AgBy— Ayiby + Y An(by — bug). (3.4.2)
=p =p

Demostracio. Prenem a,, = A, — A,_1 1 operem ZZZP anby:

1
Zq: anbn = Z(An - Anfl)bn = Zq: Anbn - Zq: Anflbn = Xq: Anbn - qz: Ananrl
n=p n=p n=p n=p

n=p n=p—1
1 (3.4.3)
= AgBy— Apaby+ Y Anlby — buy),
n=p
tal com voliem veure. [ |

Teorema 3.4.5 (Test de Dirchlet per a séries). Siguin {a,}, {b,} C R tals que:
1. {an} té sumes parcials fitades,
2. {bn} convergeix monotonament cao a 0.

Aleshores Y | apb,, convergei.

Observacio 3.4.6. Una remarca sobre la notacié utilitzada en la convergéncia de séries. No és
completament valid utilitzar )", a,b, < co. Aquesta notaci6 queda reservada tnicament a
quan les séries soén positives.

Demostracio. Sigui A,, = ZnNzl a,. Aleshores, pel primer apartat existeix k > 0 tal que |A,| < k
per a tot N. Pel segon apartat podem suposar que b, > b, +; > 0 amb lim,, b, = 0. Per la formula
de sumaci6 d’Abel, tenim el segiient:

q q—1 q—1
Z anbn| = Aqu - Apflbp + Z An(bn - an) < ’Aqbq| + ’Apflbp’ + Z An(bn - an)
n=p n=p n=p
q—1 k—1
< |Aglbg + [Ap-1lbp + > | An|(by = bo1) < kbg + by + k- > (by — bus).
n=p n=p
= k(bq + bp) + k((bp B bp—l) + (bp—l o bp—Q) et (bq—l o bq)) = kby + kbp + ka’p B bq) = 2kby.

(3.4.4)
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3.4 Séries numeériques

on hem aplicat la desigualtat triangular en la primera, en la segona el segon apartat i, en la
tltima, el primer. Com (b,), 2700, Ve > 03py tal que si p > po, aleshores by = [by| < 5. Si
ara prenem ¢q > p > pp, obtenim:

q
<2 2k— =¢. 4.
> " anba| < 2kb, < k% (3.4.5)
n=p
Per tant, per Cauchy la série > 7 | a,b, convergeix. ]

Exemple 3.4.7. > >° (—T1)" No convergeix absolutament (que no vol dir que no pugui conver-

gir), ja que:
n=1

<_1)n‘ => 1o (3.4.6)

n —~n
Per determinar la convergeéncia, prenem a, = (—=1)" i b, = % de manera que a,b, = %
Fixem-nos:
ap = (-1)" = A, ={A1,....} ={-1,0,— ., } (podriem comengar des d’Ap).)
b, = n% = b, TH—OOM) — Dirichlet
anb, = % => > ayb, convergeix.

(3.4.7)

Definicié 3.4.8. Una série alternada és una série que té un terme general de la forma:

ch = Z " C,, (3.4.8)

n=1

on (), és una successio de reals que no canvia de signe.

Teorema 3.4.9 (Criteri d’Abel per séries alternades). Sigui (C,), C R una successid de nom-
bres reals tal que Y >~ (=1)"C,, és una seérie alternada i (Cy,), convergeix monotonament a 0,
aleshores > o (—1)"C,, convergeix.

Demostracio. Apliquem el test de Dirichlet amb a, = (—1)" i b, = C,,: la successi6 a,, = (—1)"
té sumes parcials fitades. D’altra banda, i per hipotesi, la successié b, = ¢, és decreixent

amb limit 0. En conseqiiéncia, podem aplicar el criteri de Dirichlet per decidir que ), a,b,
convergeix. |

Exemple 3.4.10. sin(mn) = 0 i sin (n) = {1,0,1,0,...} = W(—l)”. D’altra banda,
(=)™ =sin((2n +1)7).
Proposicié 3.4.11. Si 0 € (0,7) aleshores la successio {sin(nf)},en té sumes parcials fitades.

Demostracio. Agafem z € C\ {1} tal que z = ¢ (en altres paraules, escrivim un complex en
forma polar i estandard). 1+z+2%+---+2" = Z;'V:o 2= 11Z— Prenem la férmula de Moiure
cos(6) + isin(f) = €. Aleshores:

sin(0) + sin(6) + sin(260) + - - - 4+ sin(NO) = (1) + %(eia) + %(em) + -+ (e ZNg)

n+1
F(1+e? 4 e 4o MY =3 2 2 :%(%)
-3 (1 - e“’“”) _ sin (B7) -sin (*340) _ [sin (32) sin (%326) | (3.4.9)
1— et sin (g) sin (g)
<L
~ Jsin (3)]
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Séries de termes no positius 3.4.17

Arribem a la conclusié que {sin(n#)}, té sumes parcials fitades. |

Exercici 3.4.12. Analitzeu la convergéncia de la série:

Zl cos(nr) (3.4.10)

Demostracio. Fixem-nos que cos(nm) = {—1,1,—1,...} = (=1)". Tenim dues maneres de pro-
cedir: tractant (—1)" com série alternada amb el criteri d’Abel o, com a segona opcid, Dirichlet,
veient aixi que té sumes parcials fitades. Fem b, = W, que ha de ser monotonament

(
convergent a 0. f(x) = log(log(z)) = f'(x) = L

og
sy = 0 -

Exemple 3.4.13. Se’ns dona la série:

n

; NS EnT (3.4.11)

Hem de tenir en compte una série de casuistiques:

e (—1)" té sumes parcials fitades.

n—o0o
e C, \F+( Ty > 0.

e (), és no monotona, i convergeix d’'una manera molt determinada.

Pensarem la série agafant-la per parelles: > 2 C, = > as, + as,—1. Per tant, tenim el
segiient:

(=1 (=1t _ 1
V2n + (1) MV (—1)2-1  Von+1 V2n—1-1
V2n—1-1-+Von-1 (V2n —1—1)% — (v2n — 1)

S (W)W —1-1) (V2n+1)(V2n—1-1)(V2n—1—1+2n +1)
-l=yn 1

Con + Copq =

(3.4.12)

3
nz n
Per tant, no convergeix.

Definicié 3.4.14 (Convergéncia incondicional). Sigui ) a, una série de nombres reals. Es
diu que ) a, convergeix incondicionalment si per tot bijecci6 i : N — N la série reordenada
> - Gi(n) convergeix a un valor que no depén de la reordenacié i.

Teorema 3.4.15. En aquest sentit, sigui ) a, una série absolutament convergent de nombres
an, € R. Sigui i : N — N una bijeccio. Aleshores, la série ), ai(ny també és absolutament

convergent, i Y |an| = >, |aim)-

Observacio 3.4.16. El teorema anterior ens diu, doncs, que la convergéncia absoluta implica
la convergéncia incondicional. En el fons, es tracta de nocions equivalents, tal com diu el segiient
resultat.

Teorema 3.4.17 (Riemann). Sigui ), a, una série de nombres reals. Aleshores, Y a, con-
vergeix absolutament si, i només si, » . a, convergeix incondicionalment.

Demostracia.
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3.4 Séries numeériques

— Si)_,a, convergeix absolutament, aleshores ) |a,| convergeix i), |a;u)| convergeix per
tota bijeccio ¢ : N — N i el valor de la suma numeérica no depeéen de 1.
<= (Queda fora de I’abast de ’assignatura.

[ |
Exercici 3.4.18. Resoleu el segiient limat:
log(1) +1log(2) +---+1
n—00 nlog(n)
Demostracio. Resolem el limit:
lim log(1) +log(2) +--- +1log(n)  stoln log(n + 1)
n—so0 nlog(n) (n+1)log(n+ 1) — nlog(n)
: log(n + 1) _ 1 (3.4.14)
= lim ; = lim ———=1.
n—oonlog (14 1) +log(n+1)  n—oo nlog(i+;) +1
log(n+1)
|

Exercici 3.4.19. Determineu la convergencia de la segiient série:

i ! (3.4.15)

— log(n!)
Demostracio. Utilitzant I'exercici anterior, agafem a, = m i
a
lim —— =1 = E a, divergeix. (3.4.16)
n—,oo0 ————
nlog(n) n

Exercici 3.4.20. Determineu la convergencia de la série:

i (n log (1 + %))n (3.4.17)

n=1
Demostracio. Apliquem el criteri de ’arrel amb a,, = (n log (1 + 1))” Aleshores:

n

n—o0

1 1
/a, = nlog (1 + —) = lim {/a, = lim nlog (1 + —) = 1. (3.4.18)
n n—00 n

Per tant, no podem extreure conclusions amb el criteri de ’arrel. Provem amb el criteri del
logaritme:

o (1)
lim ———%. (3.4.19)
n—00 log(n)

Trobem que log(%) = —n(log(n) + log(log(1 + 2))). Ara, operem:

_ log <L> . nlog(log(l+ 1)) . nlog ()
lim ———* = lim —n — n’/ — lim —n — — 2 n/
i Tog(n) | no log(n) % Tlog(n) (3.4.20)
1)1
= lim —n — w =0< 1 = divergéncia,
n—yo0 log(n)
on hem aplicat que log(1 + %) R % quan n — oo. |

66
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Exercici 3.4.21. Determineu la convergencia de la serie:

fﬂiiﬁf (3.4.21)

Demostracio. Busquem primerament aplicar el criteri de I'arrel: agafem a,, = %. Aleshores:
n n
(n + 1)“ 1\“ 2
Van =2 = (14+=) nof2
" nﬁ-‘r% n

e 2, sia = 3 = convergéncia (3.4.22)

= lim {/a, ={ oo, sia>p3>1 = divergéncia .

n—o0o . . .

0, sia<pf <1 = convergéncia

[ amb aixo0 ja hem acabat. |

Exercici 3.4.22. Determineu la convergencia de la série:
oo

Y a (Z . i)% (3.4.23)

. _ 2 . . .
Demostracio. Prenem a,, = a"(Z—J&)Q” . Farem servir, un altre cop, el criteri de l’arrel.

—4n
n+1 —

9 2n 1 —2 ntl a

lim /a,=lma(l—-—— = lim a 14+ — = —

n—o00 " n—00 n+ 1 n—o00 n__+21 64

(3.4.24)
1, a=¢et

= div, a > €*
conv, a < et

Ara apliquem el criteri del logaritme per al cas a = e*, ja que no podem determinar-ho amb
Cauchy. Fent una série de calculs trobem que log(i) = log(a_"(;l—ﬁ)_%?) = —nlog(a) +
2n*log(1 + -%5). Ara:

log(ai) ~ —nlog(a) + 2n?*log(1 + %) weet . —An+ 2n2%
m - = lim s lim
nboo log(n) oo log(n) ) nooo  log(n) (3.4.25)
= nhﬁ\lgo m =0 = divergéncia.
[ |

Teorema 3.4.23. Si ) a, convergeiz condicionalment i no convergeix absolutament, la série
> Gi(n) DOt convergir i divergir per diferents ordenacions i : N — N. Aleshores:

- ANeER = Fi:N—N| Say, =2\
z:la" — {)\:oo — 3 N—=N| > ajmn =0 (34.26)
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