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Els nombres reals

I

ELS NOMBRES REALS

Exercici r.1. Siguin A, B C Rtalsque AN B # 0.

I.

2.

3

4.

Trobeu un parell de conjunts A, B complint que A N B és acotat i A i B no estan acotats ni superior ni
inferiorment.

Demostreu que si A, B estan acotats superiorment, llavors:

sup(A4 N B) < min{sup A4, sup B} (r.1)
Demostren que si A, B estan acotats inferiorment, llavors:

inf(A N B) > max{inf 4, inf B} (r.2)

Demostren que encara que A i B estiguin acotats, les desigualtats anteriors poden ser estrictes.

Demostracio.

N

Podem prendre, per exemple, 4 = Q U { V2}iB =R\ Q. D’aquesta manera, 4 N B = V2, que esta
acotat (tant superiorment com inferiorment) i 4, B no estan acotats.

Siguin A, B dos conjunts acotats superiorment; és a dir, tals que x < |M | peratotx € 4iy < |N|
peratot y € B. Siguix € AN B. Comquex € 4,x < supAdi,comx € B, x < supB;en
particular, si sup 4 < sup B tenim x < sup4 N B < sup B;sisup A4 > sup B aleshores es dona
x < sup AN B < sup 4. En definitiva, x < min{sup 4, sup B} i tenim una cota superior d’4 N B;
en particular, obtenim (1.1).

Analogament, siguin 4, B dos conjunts acotats inferiorment; és a dir, tals que x > || per a tot
x € Aiy > |[N|peratot y € B. Siguix € AN B. Comquex € 4,x > inf Ai,comx € B,
x > inf B;en particular, siinf 4 < inf B tenim x > inf A N B > inf B > inf A;siinf 4 > inf B
aleshores es dona x > inf A N B > inf 4 > inf B. En definitiva, x > max{sup 4, sup B} i tenim
una cota inferior d’4 N B; en particular, obtenim (1.2).

Ara suposem que existeixen M, N > o talsque [x|] < M i|y| < N, M > N sense pérdua de
generalitat, peratot x € A1y € B. Prenem, per exemple, 4 = {0,1,2,3} i B = {1, 4}: és clar que
sup AN B = {1},i1 < min{sup 4, sup B} = 3. Podriem trobar un exemple analeg per al cas de la cota

inferior'. u

Observacié 1.2 (Observacions de classe). Per exemple, 4 = Q U {2} i B = R\ Q, intersecci6 no buida i

acotada, cap dels dos conjunts acotats. Per I'apartat (b), simplement notem quesix € 4 N B, x < sup 4 i

x < sup B. En particular, és més petit o igual que el minim entre els dos (si esta acotat per sup 4 i sup B, ens

quedem amb la cota menys restrictiva).

Es un exemple, no pas una demostracid, perque simplement ens demanen lexistencia (poden ser estrictes).q
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Els nombres reals

Exercici 1.3. Siguin A, B C R no buits acotats superiorment. Demostren que A U B ¢s acotat superiorment i
sup(A U B) = sup(sup 4, sup B)

Demostracis. Hem de comprovar que sup(sup 4, sup B) reuneix totes les condicions per ser el suprem d’ 4 U
B; aixo és, compleix ser una cota superior del conjunt 4 U B i, en particular, ser la més petita del conjunt de
cotes superiors.
1. sup(sup 4, sup B) ésuna cotasuperiord’ 4 U B. Enefecte,six € AUB,obéx € Aobéx € B(obé
en els dos). Sigui com sigui, x € A implica que x < sup 4 (respectivament x < sup B). En particular,
x és menor igual al suprem d’aquestes dues quantitats: x < sup(sup A, sup B).
2. Peratot f cotasuperior ' AU B, sup(sup 4, sup B) < S. Enefecte, si 4 és una cota superiord’4U B,
peratotx € AU Besdonaquex < B.
* Sixed,x < fBix < Bdonasup 4 < p.
* Sixe B,x <fBix < Bdonasup B < §.
Per tant, sup(sup 4, sup B) < B. [

Observacié 1.4. Esequivalent si canviem sup(sup 4, sup B) per max{sup A, sup B}.

Exercici 1.5. Siguin A, B dos conjunts no buits de nombres reals i C = {x + y € R | x € 4,9 € B}.
Demostren que:
1. 8§i A, B estan acotats superiorment, llavors C esta acotat superiorment i sup C = sup A + sup B.
2. SiA >0iAd) ={lx | x € A}, i A esta acotat superiorment, aleshores A esta acotat superiorment 1
guesup A = Asup 4.
3. Si A esta acotat superiorment, demostren que el conjunt —A = {—a | a € A} téinfim i que inf (—4) =
—sup 4.

4. Si A, B estan acotats inferiorment, aleshores C esta acotat inferiorment i inf C = int A + inf B.

Demostracio.
. Six € C,existeixena € Aib € Btalsquec = a+b < sup A + sup B. Sigui £ una cota superior de

C.Fixem a € A;llavors, peratot b € B, a + b viua C. Aixi doncs:
a+b<p = VbeB,b<f-a = [f—acotasuperiordd = supB < f - a.

Aleshores, peratota € A,a < B —sup B.  — sup B és una cota superior d’ A isup 4 < B —sup B.
2. Hem de dividir la demostraci6 en dos parts, com a l'exercici anterior.
¢ Asup A és una cota superior de 4. En efecte, si x € A1, existeix y € A talquex = Ay. Com
que y € 4, y < sup 4,
Ay =x < Asup 4.

-
4 Mario VILAR, 2024

CCBY-NC-ND 4.0. @®DG


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.ca

Els nombres reals

* [ ésuna cotasuperior d’ 4 implicaque peratot y € 4, y < B.Six € A, Ax € A i,aaquest
efecte, lx < 8. Com 1 > o, x < 7 Per tant, l és una cota superior d’ A isup 4 < 7sen altres
paraules, A sup 4 = .

3. Analogament, — sup 4 ¢és cota inferior de —A perque si y € —4 existeix x € A tal que y = —x; aixi,
¥ <supd & -supd < —x = y. Amés, § & cota inferior de —A4 perque peratotx € A
tenim 8 < —x &= x < —f;¢ésadir, —f és una cota superior d’4 i sup 4 < —f. Equivalentment,
B < —sup 4.

4. Només cal observar que si C esta acotat inferiorment, llavors —C esta acotat superiorment i donat que

—~C = (=4) + (=B), larelacié a provar és consquiencia directa dels apartats primer i tercer. [ |
Exercici 1.6. Sigui (a,), una successid de nombres reals no acotada superiorment. Demostren que existeix una
parcial (ay,)p d(ay), tal gue lim a,, = +oo.

k—c0

Demostracio. Siuna successi6 (x,), C R no esta acotada superiorment, per a tot M > o existeixun 7z € N

tal que x,, > M. Hem de justificar-ho mitjangant un argument de recurréncia:
M =1 Existeix 7, € N tal que x,,, > 1.
M =2 Com que (X,)y>n+ DO esta acotada superiorment, existeix un 7, tal que 7, > 7, +1 > 7y, x,, > 2.

* Der recurrencia, definim 7, < 7, < -+ < ny tal que x,, > k1 (%,)p2n,+ NO acotat superiorment
implica que M =k +1i
gy = np+1> ny | Xny,, > k+1,

aixi que tenim una parcial (x,, )z de (x,), tal que x,, > kix,, — coquank — co. u

Exercici 1.7. Siguin (pn)n ¢ (qn)n successions de nombres enters no nuls.

1. 87 (pn)n & una successio de Cauchy de nombres enters, demostren que existeix n, € N tal que p, = py,
per a qualsevol n > n,,

2. Suposem ara que es compleix que:
2.1. La successid (gy), & aoctada.
[ Pn .
2.2. La successid | — | convergeix capa x € R.
n

n
Demostren que x & racional.

Demostracio.

1. Si (pp)n és de Cauchy, existeix 7, € N tal que V. > 7, es compleix p, = p,, (és perque agafem
nombres enters). En aquests casos, també es diu que ( p,), és quasi-constant. Per tant, prenent £ = 1

existeix 72, tal que Vi > nq, | py — pn,| < 11, com py, pp, € Z, pp = pa,-

2. Si (&) C Qral que (g5), acotati Vi — x. Com (¢,), C Zacotada, la unié numerable de punts
n n n

de (gn)n, és adir, U{qn}, esta continguda en [-NN, N'| N Z, que és un conjunt finit.
n

ANALIST MATEMATICA | EXERCICIS 5
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Si — convergeix, en particular és acotat. Si, a més, gy acotat per hipotesi, P €s necessariament acotat
n

(el producte de dos quantitats acotades és acotat). Per 'argument anterior, U {pn} c[-M,M]NZ

és finit i el conjunt U{—} té cardinal finit (tindra tants elements com combinacions d’elements de

7 n

P> g puguem fer, perd com sén finites el cardinal resultant també ho sera). En particular, existeixo < ¢

tal que:

Pn Pm

gn  gm

bl

ezmin{

ey u).
qn qm

\ .7 Pn 7 . « ey .
Perd com la successié (—) és convergent, compleix la condicié de Cauchy i, donat aquest £ > o,
n

qn
P _ Pre

existeix 7, € Ntal quesim > n > n,, < ¢. Pertant,sim > ng, —

gn  qn,

qn  gm

Exercici 1.8 (E-2, W-2, 2020). Siguin 0 # A, B C Rcomplint queperatota € A,b € B, a < b. Demostreu

que A esta acotat superiorment, B esta acotat inferiorment i que es compleix sup A < inf B.

Demostracio. A esta clarament acotat superiorment, perque per a tot valor 2 d’4 podrem trobar un valor

més gran b de B, en virtut de la desigualtat de I'enunciat; en particular, 2 < &1 és una cota superior d’4, és

adir, sup 4 < b. Analogament podriem raonar que B estd acotat inferiormentia < inf B peratot 4 € 4.

Més en concret, sup A és una cota inferior de B isup A < inf B. u

Exercici 1.9.

I.

I I
Comproveu que la successid de terme general x, = 1+ — + - - - + — compleix que, donat € > o, existeix no
2 n

tal que per a tot n > nq tenim |Xp4, — X,| < €.
1

2. Proven que per a tot n > 1, es compleix |%,, — x,| > —.
2
3. Demostreu que la successio (%), no é de Cauchy i, per tant, no és convergent.
1
4. Sigui () una successid de nombres reals tal que per a tot n > o, | Yy — Yul < ey Demostren que la
successio (Y, ), €5 convergent.
Demostracio.

1.

2.

Notem que no ens estan demanant exactament demostrar que la successié sigui de Cauchy. Hi haun

lleuger matis; una successié és de Cauchy si, i només si, per a tot ¢ > o existeix un N tal que per 4

I .
qualssevol m,n > N, es doni que |x,, — x,| < e. Escrivim: x4, = 14 -+ — + . Es clar que

n n+1
Xn+1 > x}’l)i
I

Xn+1 — Xp = w1

A mesura que 7 — +09, |X,4; — X,| — 0; per tant, ja queda demostrat.

Ara tenim:
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3. No és de Cauchy perque si es dona |x,4, — x,| < &, perd acabem de veure que pera2z > 7 +1
I

succeeix |x,, — x,| > ¢ = —. Dit planerament, els punts consecutius «disten poc entre ells», pero ala
2

llarga la diferencia es «va fent gran». Com que tenim una successié en R que no és de Cauchy, no sera

convergent. m

Exercici 1.00. Sigui (%), una successid acotada de nombres reals. Pera cadan € Ndefinim y, = min{x,, ..., x,}

12, = max{xy, ..., %, }. Demostren (Y,)n i (2n)n $0n successions convergent i gue lim y, < lim z,,.
n n

Demostracio. A priori no podem dir que (), i (2,), siguin convergents, ja que necessitem d’una hipotesi
molt important: (x,), és acotada, és a dir, existeix un M € N tal que peratot z € N tenim |x,| < M.

Yp = min{x, ..., %,} < min{|x]|,...,[x,|} <M

(13)

2, = max{x,...,%,} <max{|x/|,...,|x,|} <M
De fet, y, < x, Vk | 1+ 7,1 Yper < ¥y és una cota inferior de { yy, | k < m}. Per tant, tenim una successié
decreixent (no estrictament, perd). Analogament, (2,), ¢s una successié estrictament creixent on 2,4, és una

cota superior de {2y, | k < n}. Com per (1.3) totes dues estan acotades, ( ¥), i (2,), s6n convergents. [ |

Exercici rax. Siguin (ap)p, (bp)p, (4) 1 tres successions de nombres reals complint les segiients propietats:

1. Peratotk >1,a; < by,

N

. Ii/Ien(bk —ay) = o.

3. Peratotk > 1, el conjunt {n | Xp & (ag, byp)} és finit.
Demostreu:

1. La successid (x,), é convergent.

2. St x ésel limit de (x,)y, llavors ay < x < by peratork > 1

3. hin ay = l1/£n by, = x.
Demostracio.

1. Per hipotesi tenim que la resta b}, — 4y, convergeix. Donat ¢ > o, existeix k, tal que |6, — a4 | < e.
La hipotesi ens dona que el conjunt {7 | Xn € (ap,,by,)} és finit’; sigui, doncs, una parcial x,, C
(ag,, by, ). Siprenem dos valors de la parcial x,,,, x,,, 4, € > 7o,

|0, = X, | < |bp, — ap,| <& = (x4,); és una parcial convergent.

2. Jahem vist que existeix una parcial convergent, (%, )z, formada per aquells x,, tals que 7 no forma part

del conjunt {z | x, € (ay,, b; )}. Notem que lexisténcia d’una parcial convergent no implica

que la successié sigui convergent’. Hem de veuressi el limitd’(x,, ), existeix, i 'anomenarem x. Tenim

aj < Xy, < by i, prenent limits quan 7z, — 00, 4y, < x < by,.

* Aix¢ vol dir que podrem trobar un valor de 7 que no compleixi la condicid, aixo és, que existira un valor de la successi6 (x5)y
.
dins l'interval (ay,, by, ).

3 El que sf sabem, pero, és que si existeix una parcial que divergeix, aleshores la successié general no convergeix tampoc.
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Continuitat en espais metrics

3. Finalment, a partir de la desigualtat 2, < x,, < b, prenem els limits ara quan £ — 0. Acabem
obtenint:

lima, < x <lim by
k k

Restant liin a4}, a tot arreu, veiem que, en efecte, li/Ien ap = lizn b, = x. ]

Observacié 1.12 (Possibles dubtes sobre aquest exercici).

1. Silaresta by — a; convergeix, podriem definir z;, = b; — a;, convergent (en R, també de Cauchy) tal
que Ve > o existeix un 7, € N amb que per a tot 2 > 7, es compleix |0, — a,| < &?

2. No es podria utilitzar el lema del Sandvitx, de manera que si k£, 72 — oo es dona que a, = b = x,?
Es dubtés, donat que haurfem de demostrar que by, (amb £ — ©0) no esti acotat, ja que en cas contrari

no es podria utilitzar tal lema.

Exercici 1.13 (E-3, W-2, 2020). Sigui A C R. Demostren que A és obert si, i només si, per a tota successio (a,) C

R convergent a a € A existeix n, € N tal que per a tot n > no, a, € A.

Demostracio. Exercici tipic d’'una assignatura de Topologia.

= Si A4 és obert, tot punt d’A4 és interior; per a tot x € A existeix un ¢ > o tal que B,(x) C 4". En
efecte, com (a,), — a € A, existeix 7, tal que peratotz > 7,19 > o, |x, — a| < J. Agafant J = ¢
jahem acabat.

& DPer contrarreciproc, suposarem que A4 no és obert, i acabarem demostrant que existeix (4,), — «
tal que @, € A. Si A no és obert, hi ha com a minim un punt d’4 que no és interior, 2 € R\ Af, i
B.(a) ¢ Aperatote > o. Araprenem (4,) C R tal que 4, — 4. En particular, peracadan > 1
existeix @, € B (a, i) \ 4 (ja que, per exemple, B, (a) ¢ A). Es compleix doncs per una banda que

I
|a, — a| < —; per laltra, que peratotn > 1,4, ¢ A. u
n

2

CONTINUITAT EN ESPAIS METRICS

Exercici 2.1. Sigui (x,), una successid en un espai métric (X, d).

1. Demostren que si (x,), és convergent cap a x € X, llavors les successions (%,,) 5 1 (X3041)n 01 convergents

cap a x.

N

St (%22) 0 £ (Xap1)n SOm convergents, é pot assegurar que la successid (x,,), & convergent?
3. 87 les successions (X,)n © (Xyp41)n 500 convergents cap a x € X, demostren que la successio (x,), é con-

U€Vg€7lt Cdp a Xx.
* On B, (x) sénaquells y tals que |x — y| < &. El nostre argument ara serd aplicar la definicié de convergéncia.
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4. Demostren que si existeixen dues successions parcials (Xy(n))n ¢ (X5(n))n que convergeixen a x € R 7 tals

gue 0 (N) U s(N) = N, llavors (x,), convergeix a x.

Demostracio.

1. Per definicié de convergeéncia, quan 7z — oo aleshores x,, — x. Es clar que quan # — o0, es dona que

Qo

271 — 00127 +1 — oo, també. Per tant, totes dues parcials convergeixen al mateix limit x.

Rarament les implicacions contraries sén certes, i aquest cas no és una excepcié. Hem de trobar una
successio (x,), no convergent amb parcials convergents, no necessariament amb mateix limit. Es cone-
gut que ((—1)"), no convergeix; en canvi, ((—1)"),, i ((=1)")2y4: si ho sén perqué ambdues prenen
valor constant1i —1, respectivament.

La diferéncia amb l'apartat anterior és que prenem com a hipotesi que ambdues parcials convergeixen
cap al mateix limit. Lenunciat, doncs, és cert, ja que 27 i 272 + 1 creen una particid dels naturals; aixo
és, cada 7 és combinaci6 lineal de 27 i 2z + 1. En definitiva, (x,), és convergent i quan 7z — oo,
Siguin (%), 1 (%) 224 les corresponents parcials. Si (x5,),, — X quan 27z — oo, existeix un 7, € N
tal que per a tot z > 7, tenim |x,, — x| < . Analogament, podem trobar 7z, € N tal que per a tot
n > n,esdoni [X,,4 — x| < €. Ara, sigui n, = max{2n,, 272, + 1} (quin és el valor més avangar de la

successid) i prenem:

n =2k Tenimn = 2k > 2,, > n,, de manera que, no solament z > 7,, sin que k& > 7,,i|x, — x| =

|, — x| < e.

n=2k+1 Tenimn = 2k +1 > 27, +1 > n,, de manera que, no solament 7 > 7,, sind que £ > n,, i

4.

| — x| = [24s — x| < e
Com es compleix per ambdds 7z = 2k i 2 = 2k + 1, es compleix per a tot 7, i ja hem acabat.

Ve a ser la generalitzacié de 'apartat anterior, que ja era cert. [

Feta a classe.

1.

N

Si (%), — x, aleshores pera tot £ > o existeix 7, tal que pera tot # > 7, tenim d(x,, x) < . Per al
cas (X,7)5, tenim 272 > 2724 > 7, i, per tant, d(X,,, x) < £1x,, — x. Andlogament, x,,4, — X.

El contraexemple (x,), = (-1)".

Per a tot ¢ > o existeix #; € N tal que per a totz > 7, la distancia d(x,,, x¥) < . Anilogament,
existeix 7, € N tal que per a tot z > 7,, la distancia d(x,4,, ¥) < &. Prenem n, = max{n,, n,}.
Aleshores, per a tot # > 7, tenim el que volem.

El raonament és el mateix. Hem de veure que si existeixen (x5 () ) 1 (¥,(n))n parcials de (), tal que

Xo(n) = X1Xpn) = X aleshores x,, — x. En efecte, existeix 7, € N (7,) tal que peratotz > n,

(n > n,), la distancia d(xy(n), %) < €(d(xp(n), %) < €). Ara, prenem n, = max{c(n,), p(1,)}.
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Aleshores:
N {n —o(k), onc(k)=n2ny>0a(n) = k2n = d(x,u)x) =d(%,x) <e.
n 2 ne

n=p(k), onplk)=n2n,2p(n) = k2n = d(x,p),x)=d(x,x) <e.

Per tant, ja hem acabat. u

Exercici 2.2. Sigui (x,), una successid en un espai métric (X, d) de manera que les parcials (%,1)n, (X2041)n

1 (X3) convergeixen. Demostren que (x,) convergeix.

Demostracio. A la hipotesi de 2.1, apartat 2., li sumem que (x;,), també és convergent. Totes elles sén con-
vergents a uns limits que anomenarem € (per a (x,,),), €’ (per a (X2141),) i € (per a (x37,),). Hem de veure
que ¢ = ¢’ = " i podrem aplicar 2.1, apartat ;.. En efecte, agafem una parcial d'ambdues (x,,), i (x3,), per
exemple, (X6,),. Aquesta parcial, quan 7 — oo tendeix a la vegada cap a € i ¢” per ser parcial de totes dues.

Per la unicitat del limit, ¢ = ¢”. Anilogament trobem ¢’ = ¢”’ i ja tenim la triple igualtat desitjada. n

Exercici 2.3. Siguin

dl((xn xz); (}'n )’z)) = |x1 - )’Il + |x2 - yzla d?.((xn xz); (}/n )’z)) = maX(lxI - )/1|> |.9C2 - yzl)

Demostreu que d, d, son distincies en R*. Representeu les boles

Bz‘((oz O),I) = {(xa )’) | dl‘((xa )’), (03 O)) < I}: I=12

Demostracio.
1. Esla coneguda distancia de Manbattan. La bola correspon a B,((o, 0),1) = {(x, ¥) | |x| + | y] <1},
que sila dibuixem correspondria a la regié delimitadaperx + y =, x+ y = -, x — y =1ix— y = -1
(seria un rombe).

2. Hem de provar rutinariament les condicions de distancia:
cd(p,9) =0 = |pi—ql =|p.—q.| =0ip =gy, p = ¢, de maneraque p = g.
© d(p.q) = du(q, p), & evident.
© do(p,q) < du(psr) +do(r, 9):
max{|p; = qil; | p> = gul} < max{|pi =l + | = ql, | po = | + 72 = 4.}
< max{|p, — nl, | po — rl} + max{|r — g1, [, — 4.1}

La bola correspon a B,((0,0),1) = {(x, ) | |x| <1,|y| <1}, que dibuixada seria un quadrat. [ |

Exercici 2.4. Proven que

d(Fr0) = Ifrgllo = sup If(x) = g®)] 1 du(f,g) = / 1F (@) - g(x)] da

x€[o,1]

defineixen dues distancies en Uespai C([o,1]) = {f | [0,1] — R continua}.
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Demostracio.

7. Hem de provar que és una distancia. Es «reflexiva», ja quesi sup |f(x) — g(x)| = o, vol dir que
x€[o,1]

peratot x esdonaf(x) — g(x) = o & f(x) = g(x). Essimétrica, ja que |f(x) — g(x)| =

|g(x) = f(x)]. 1, per Gltim, compleix la desigualtat triangular.

di(f, g) = sup |f(x) — g(x)| = sup |f(x) = k(x) + k(x) — g(x)]

XE[O,I] XE[O,I]
< sup |F(x) = k() + sup k() = g0 = di(F ) + ik, g).
x€[o,1] x€[o,1]

2. Comencem provant d,(f, g) = o &= [ = g. Enefecte,si @ > oidefinidaen [o, I],/ p=o0

i / @ = oimplica que @ = o (resultat de Calcul). Arabé, si ¢ # o existeix x, € [o,1] tal que

¢(§co) > o1 @ continua implica que existeix £ > o tal que @(x) > M en [x, — &, x5 + €]:
1 Xoté
/pz'/ o(x)dx > 2Me > o.

1
Hem trobat que @ = osiinomés si / @ dx = o. Les altres dues propietats de distancia surten de les
(e}

propietats de les integrals. [ |
Exercici 2.5. Sigui (X, d) un espai métric. Definim en d:XxX — [0, 00) donada per:

d(x,y) sid(x,y) <1

A= ) = {1 sid(x,y) >1

1. Demostren que d és una distancia.

2. Demostreu que si (x,)y C X Havors (x,), — x en (X, d) si, i només sz, (x,), — x en (X, a).

Demostracio.
. Si J(x,y) = o aleshores d(x, y) < 1,0 = d(x, y) =d(x,y)ix = y.Lasimetria d(x, y) =d(x,y)

és evident, per la mateixa definicié de d. La desigualtat triangular se segueix d’aqui:

% si d(x, ) d(}', Z) > 1,
62(.96' )+6Z( )_ d(x:}’)+1> sid(x,y)glid(y)z)>l)
> ) ),%) = 1+d(y,2), sid(x,y) >11d(y,2) <1,

d(x,y)+d(y,2), sid(x,y),d(y,2z) <1,

Considerem d(x, z). Si d(x,z) < 1, aleshores d(x, z) = d(x,z) < 1i, utilitzant les férmules an-
teriors, deduim que en tots els casos possibles d (x,2) < d (x, ) + d (9,2). Sid(x,2) > 1, llavors

d(x,z) =1< d(x, ) i, tornant a les férmules anteriors, d(x, z) < d(x, y) + a7(y, Z).

ANALISI MATEMATICA | EXERCICIS 1
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d(x, y)
1+d(x,y)

distancia: d*(x, y) = osi, i noméssi, d(x, y) = o,id(x, y) = osi,inoméssi x = y. Clarament, a

2. Prenem la segiient distincia acotada per 1: d"(x, y) = Efectivament, d"(x, y) és un

més, es compleix la simetria. Pel que fa a la desigualtat triangular:

@: [o,40) —> [o,1)
t I @ és monotonament creixent.
t — @(t) =—=1- —
1+7 1+7

La inversa ve definida per p7"(¢) = % Amb aixd, d*(x, y) = ¢(d(x, y)) i
—

d*(x,2) = p(d(x,2)) < o(d(x, y) +d(y,2))

_d(x,y)+d(y,2) d(x, y) d(y,2) . )
B 1+d(x, y)+d(y,z) = 1+d(x,y) = 1+d(y, 2) =d"(x,y)+d"(y,2).

Com d” és una distancia, (X, d*) és un espai meétric. Si x, — x en (X, d), tenim que:

* d(xﬂ>x) * _
o<d (%, %) < m < d(xn,x) —o0 = d (%, x) = 0.

* . . I
Sifosx, — x pera(X,d"),d"(x,,x) — o, existeix n, € Ntal que d"(x,, x) < & = —. Per tant, per
2

atotn = ng:

o < d(x,,x) ; o (d" (xp, %)) = - jld(:c(,;x)x) < a (Zm %) =2-d*(x,,x) > o.

Per tant, d(x,, x) — o. Com que tant 4" com d viuen en [o, 1], havent demostrat el resultat per 4"

ens val per d. [

Exercici 2.6. Sigui B C Rtancati K C R compacte. Proveu que el conjunt B+ K = {x+y | x€B,ye K}

és tancat.

Demostracio. Sigui (8,), € B + K tal que g, — 2z € R. Com podem veure que 2 € B + K? Per a tot
2, € B+ K, existeix b, € Bik, € K tal que 2, = b, + k,. Prenent aquesta successi6 (k,), € K, K
compacte, existeix una parcial (k) ; de (£,), 1k € K tal que k,, — k°. Pel que faa (bn,) j de B tancat,
Xn, = bnj + /enj. — bnj = 2n, = /en]. i, per tant, bn]. — z — k. Posem bnj — g — k = bidaqui traiem

quez=k+beB+K. m

Exercici 2.7. Sigui (E,d) un espai métric. Demostreu que si (x,), C E convergeix cap a x, llavors K =

U{xn} U {x} és compacte. Es K’ = U{xn} un compacte?

5 Fixem-nos, d* (%, ) = @(d(x,, x)) i daqui té sentit @ ' (d" (%, x)).
¢ Recordem que si K és un compacte, aleshores tota successié en X admet una parcial convergent.
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Demostracio. Si (x,), — X quan z — 00, existeix un 7, tal que peratot ¢ > oiperatotVn > n,,

|x, — x| < e.Sigui K C U A}, un recobriment no necessariament finit de K, on cada A}, és un obert. Com

k
que x € K, existeix k, tal que x € Ay . Esdona que x, € A peratotn > n,. Aixi doncs, per a cada

{ =1+ n, tindrem un nombre finit doberts 4; tal que x; € A;. Per tant,

no
K c U A;| U 4y,
=1
I
és un subrecobriment finit de K i K és un compacte. Per la segona part, prenem (x,), = (1— —),: en efecte,
n

X, = 1pero1 ¢ K ' amb el que K " no és tancat i, per tant, tampoc és compacte. [ |

Exercici 2.8. Sigui (X, d) un espai métrici D C X un subconjunt complint les segiients propietats:

1. Peracadax € X ie> o,existeix y € Dambd(x,y) < e.

2. Per a cada successid de Cauchy en D, (x,), C D, existeix x € X tal que Ii;n X, = X.
Demostreu:
1. Si(%,)n C X & una successio de Cauchy en X, existeix una successio ( y,), C D de Cauchy en D tal que
1i}11n Ad(Xy, Yn) = o.

2. X ésun espai metric complet.

Observaci6 2.9. Primer de tot notem que si peratotx € X ie > o, existeix y € D amb d(x, y) < ¢,
sempre podem construir una bola centrada en x i de radi ¢ > o tal que B.(x) N D # 0. En altres paraules,

una de les condicions que demanem és que D sigui dens en X.

Demostracio.
1. Si(x4)n C X ésunasuccessié de Cauchy en X, existeix un 7, € N tal que per a qualssevol &, b > 7,
1
|x; — x| < €. Prenent ., per a cada x, existeix un y, tal que d(x,, y,) < —. Defet, (7,), és també
n

una successio, pero falta veure que sigui de Cauchy:

d()’n: )’m) < d(}’n:xn) + d(%n, %) + d (%, _)’m) < - +d (%5, %) + — < Ete+e=3e.
n m

Es equivalent trobar d( V> Ym) < 3€ que |y, — Ym| < 3¢, de manera que ja hem acabat.
2. Per demostrar que X és complet, hem de veure que tota successié de Cauchy continguda en X conver-
. . .. I
geix a un element d’X. Aplicant 2. un altre cop, existeix una ( y,), C D tal que d(x,, y,) < —. Ara
n

doncs, per 2., (¥,), — y € X. Volem veure que també (x,,), — . En efecte,

A(xn, y) < d(%p, Yn) + d(yns ) < %+d(yn,y)

I
7 Hem de ser bastant rigorosos, ja que 7z # m. Triem un 7, > 1tal que pera tot # > 7, tenim — < ¢. Analogament, 7, tal que
n

. . . I 7
n > n, impliqui - < ¢. Al'seu torn, usem que (x,), és de Cauchy per acotar d(x,, %,,): un n, > 1talque peratot 2, m > n,

es compleix d(x,, X,,) < €. Araens quedem amb 7, = max{n,, 7,, 7, }.
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. I . . .
I aixd ultim tendeix a o, jaque — — oilim y, = ¥ (o, equivalentment, d( y,, ) — o quanz — o),
n n

com voliem. n

Exercici 2.10. Demostren que en un espai normat X, si a € X i r > o, ladberéncia de la bola oberta

B(a,r)={xe X | llx — al| < r}éslabolatancada B’ (a,r) = {x € X | |lx —a|l <7}

Demostracio. Prenem la bola B'(a,7) = B(a,r) U S(a,7),on S(a,r) = {x | ||x — || = r}. Hem de
provar les dues inclusions:
B(a,r) C B'(a,r) és per definicié, iB(a,r) C B'(a,r)é molt clar.
Volem B’(a,7) € B(a,r). Només ens cal veure que S(a,7) C B(a, 7). Enefecte, sib € S(a,r)
triem (1,), C (o0,1) tal que lifln A = 1; llavors, poem escriure b = li}rzn by,onb, =a+1,(b—a)ies

compleix que &, € B(a, r); doncs:

160 = all = Aullb = all = Aur < 7.

En definitiva, b € B(a, 7). [
Exercici 2.01. Sigui (X, || - ||) un espai normat. Demostreu que per a cada r > o, X & homeomorf a la bola
B(o,7).

rx ( rx
no posem —— per
1+ lx]] (B4l

estalviar-nos problemes en el o). Efectivament, @ € C(X) per ser composicié de funcions continues i

Demostracio. Fixem 7 > oiprenem @ : X — B(o,7) definida per x +—

| ]] () Kl =i
L P el = sy = ol
ol = o <7 T Nl = e = p7() = ()
Definim, a partir de (2.1), @' (y) = T pera y € B(o,7), que és continua, i
r =
el (y) = r”yﬁ =y = @ continuaibijectiva = @ homeomorfisme. [ ]
R ]

Exercici 2.12. Sigui:

0= {(ﬂn)n cR | I(@n)nll: = Z lan| < oo} .

1. Comproven que 0" és un espai normat.
2. Comproveu que la bola B = {(a,), € ' | |2, < 1} és un obert de .

Sigui N > 1i:

Qo

AN = {(ﬂn)n el | a,>o,n=1+N,a, =oVn > N}.
Demostreu que AN no é un subconjunt obert de (', Es A, = {(ap), € 0" | 4, > o,n > 1} un

subconjunt obert de 0'?

o
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N

4. Pera tot N > 1 considerem e’ = (eé\[ Vn € U la successid definida per (35\\][ =17 e,]zv =osin# Ni

definim A = U{eN }. St denotem per | A) Uespai de combinacions lineals finites d’ A, demostren que
N

[A] é dens en .
Demostracio.
7. Rutinari.

2. Prenem a = (a,), € B,r =1—||a|l, > 0. Sib = (b,), € B(a,r), |||, < |6 — all, + ||, <
7+ ||all; = 1 daquesta manera, B(4,7) C B, com voliem veure.

3. Hiha prou amb provar quesi 2 = (4,), € AN, existeixen punts de 4%, tant a prop com vulguem
d’4; en altres paraules, donats 2 € A4,i¢ > o, Ay, N B(a,¢) # 0. Notem que ara mateix tenim

£
a=(ay...,aN,0,...,0). Prendrem b = (a,,...,aN, —,0,...,0) de manera que:
2

a, sik=1+N,
sik=N +1,
sik > N +1.

£
b= (bn)n =3
2
o
. ) £
Aixi, si restem coordenada a coordenada tenim || — z]|, = — < &.
2
, .. .. ;. . g
LDargument és similar. La serie Z |a,| < cosi,inoméssi, @, — oiexisteix un 7, tal que |, | < —.
2

.. . g , .
Siguin, doncs, (2,), = (a1, dss - - s dn,> dntrs - - ) 1 (0)n = (an, ass - . -, — Ap 41> - - - ), 6sadir:

a, sik # n,,

b= (bn)n = £ .
—  sik=un,.
2
., e € ¢ )
Aixi, ||a — b||, = |a,, + —=| < — + = = &, tal com volfem.

2 2 2
4. Volem veure que [ 4] = {Z a;eN} compleix [A4] = ¢'. Sia = (a,), € (', aleshores la série Z |2,
Z n

esta acotada i, per tant, existeix /N, tal que Z |a,| < € (és convergent sila cua de la successié tendeix
n>N,
a0). Al seu torn, volem veure que existeix & € [ A] tal que ||& — 4|, < ¢. Definim:

a, sin< N,
b= (bn)n = 16 — al|,

. = Z |lan| < e.
o sin > N,

= ’ n>N,

Tal com voliem. |

Exercici 2.13. Si F C R" i x € R”, es defineix al distancia d’x al conjunt F per d(x, F) = ing llx = yll.
)/E
1. Demostren quesi F C R” i x € R”, d(x, F) = o.si, i només si, x € F.

2. Demostreu que F C R” és tancat si, i només si, per a tot x € R" \ F existeix 0 > o tal gue d(x, F) > 0.

ANALIST MATEMATICA | EXERCICIS 15
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3. Si p > o, definim B(F, p) = {x e R” | d(x, F) < p}. Demostreu que:

B(F,p) = U B(x,p), F= ﬂB(F, p).

xeF p>o
Demostracio.
7. Hem de provar ambdues inclusions.

= Sid(x, F) = o,en particular existeix algun y € F talque [|x— y|| = o. Per definicié de distancia,
lx — 9|l = osi,inoméssi,x —y=0 & x=y.Comye F,x € FC f, com voliem.

T La solucid proposada és diferent. Si d(x, F) = o, peratot # € N es compleix d (x, F )i i podem
crear una successié (), tal que existeix x, € F complint ||x, — x|| < i, de manera que
(%), = xix € F.

& Six € F,voldir que peratot ¢ > o podem prendre B, (x) tal que B, (x) N F # 0; en altres
paraules, peratot > oi y € B, N F tenim [|x — y|| < &, com voliem.

T La solucid proposada és diferent. Si x € F existeix (%4)n C F complint que (x,), — x. En
particular, o < d(x, F) < ||x — x,|| i obtenim que d(x, F) = o.
2. Un altre cop, demostrem les dues implicacions.

= SiFéstancat, R” \ F ésun obert. Per tant, existeix £ > o tal que B, C R”\ F;en altres paraules,
six € B, aleshores x ¢ F. A mésamés, peratot y € F tenim que d(y,R" \ F) > ¢ (enel
seu defecte, peratot x € R” \ F es compleix que d(x, y) > ¢). Equivalentment, d(x, F) > e.
Triant § < ¢, obtenim la desigualtat desitjada).

& Reciprocament, suposem que F no és tancat. Volem veure que no existeix & > o tal que d(x, F) >
Jaix0 és, peratotx € R”\ Fesdonad(x, F) = o. Si F noéstancat, F # Fiexisteixx € F\F.
Aplicant I'apartat anterior, d(x, F) = o.

3. Tenim que F c B(F, p) peratot p > o, gracies al primer apartat. En particular, prenent x € F
podem posar B(x, p) = {y € R” | d(x,y) < p}.

D Prenentx € F tenim B(x, p). Peratot y € B(x, p) es compleix que o < d(x,y) < pi
y € B(F,p)jaqued(y, F) <d(x,y) < p.

C Sigui y € B(F, p). Aleshores, )161615_ lx = yll =d(y, F) < piperacertx tenimd(x, y) < pde

maneraque y € B(x, p) C U B(x, p).
xeF

Seguint amb F, ja hem vist que la inclusié F cC m B(F, p) és forga evident. Laltra, en canvi, rau
p>0
en el fet que I'inic conjunt que pot viure a la interseccié és aquell tal que d(x, F) = o (volem que es

compleixi una desigualtat estricta per a tot p > o) i, per tant, ' C m B(F, p). [
p>0

Exercici 2.14.
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1. Demostren que si ' C R”,
|d(x, F) —d(y, F)| < llx = yll, x, y € R".

2. Sigui A C R” un subconjunt obert. Definim d 4 : A X A — R per:

d(x, 9) = lx - yll + %,y € A.

d(x,R*\ A)  d(y,R*\ 4)|’

2.1. Demostreu que d 4 esta ben definida i que d 4 és una distancia en A.

2.2. Demostren que si (x,), C Aix € A, llavors||x, — x|| — osi, i només si, d 4(x,, x) — o.

Demostracio.
1. Aix0 és equivalent a provar que —||x — y|| < d(x, F) —d(y, F) < ||x — y|l. Hem de veure, doncs,
dues desigualtats: la primera és d(y, F) < d(x, F) + ||x — yllid(x, F) < d(y, F) + ||lx = yl.
Si intercanvio els papers de la x ila y 'una em dona l'altra, aix{ que en tenim prou amb provar una,
per exemple la segona. Prenem z € F tal que d(z, F) < |lx — y|| + ||y — 2||. En particular, tenim
d(x,F) = |lx = yll < |ly — 2l peratotz € F. ||y — 2|| és una cota inferior de d( y, F); prenent
Pinfim (la més gran de les cotes inferiors) tenim || y — z|| < d(y, F)id(x, F) —=d(y, F) < |lx = y]l.
2. Resolem els dos apartats.
2.1. L'tnica observaci feta a classe ha sigut que si A és un obert, aleshores R” \ A4 és tancatid (x, R"\
A) = osi,inoméssi, x € R” \ 4. Aixd tltim implica que per a tot x € A, la distancia
d(x,R” \ A) > o.
2.2. Sigui (x,), C A, x € A. Hem de provar les dues implicacions:
& Comdy(x,,x) > ||x, — x||,sid 4 — o, ||x, — x| també pel fet d’estar-hi acotada.
= Suposem ||x, — x|| — o. Pel primer apartat:
|d (22, R* \ A) = d(2,, R* \ A) < ||z, — x|l = 0

xp,x€A 8

S J R\ A) = d(x, R\ A) £ 0 —>

I I

AR\ A)  d(x,R*\ A)°

Per tant, d 4(x,,x) — o. |
Exercici 2.15. Sigui [ : R* — R una funcid continua complint que f (x) > o per a tor x € R" i que

lim f(x)=o.

llx]|—c0

1. Demostren que f té un maxim absolut a R”.

2. Demostren que f no té minim absolut a R”.

Demostracio.
% Hem de notar que com R” \ A és tancat, R” \ 4 = R” \ A4 ibasicament x ¢ R” \ 4, de manera que la distincia és diferent de o.
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. Si | lﬁlllmf(x) = o, existeix M > o tal que per a tot ||x|| > M tenimo < f(x) < f(0). Per altra
banila, en el compacte ||x|| < M7, f és continua. Per tant, existeix 2, € R” complint que per a tot
lx|| < M, f(x) < f(2o). En particular, /(o) < f(2,) i es compleix, doncs, que per a tot x € R”,
£(x) < f(20). Esadir, £ té un mixim absolut en z,.

2. Sif tingués un minim absolut a R” llavors existiria x, € R” complint que f(x,) < f(x) per a tot

x € R”. En particular:

0<f(x) < lim f(x)=o,

llxl| =0

fet que és una contradiccié. ]

Exercici 2.16. Sigui [ : (0,+00) — R la funcid definida com f(x) = Inx, pera x > o. Estudieu la

continuitat uniforme d’f en X, on:

. X=(a,b),o<a<b<o,

2. X = (1,00),

3. X =(o,1),

4. X = (o0, 0).
Demostracio.

1. Prenent 4, b com ens demanen, / € C([«, b]) i [4, 6] és un compacte; per tant, / és uniformement
continua en [, b] i ho serd en el subconjunt (4, b).
2. Posem |f(x) = f(y)| = |Inx —In y|, x, y > 1. Aplicant el teorema del valor mitja, |Inx — In y| =
1

|;(x - Pl <l|x—yljaque&, , € S[x, y], el queimplica & , > 13 ésadirf— <1
X,y X,y

1 1
3. Prenem dues successions (), = — i (y,), = —; el valor absolut |/ (x,,) — f ()| = log2.

n 27
4. Sifos uniformement continua en (0, +00) també ho seria en el subinterval (o, 1), perd com ja no ho és

tenim que la funcié no és uniformement continua en (o, +0). [ ]

Exercici 2.17.

. Siguin a,b € Ramba < bif : [a,+00) — Runa funcid uniformement continua en els intervals
(@, b] i [, +00). Demostren que f és uniformement continua en [ a, +o0).
2. Sigui f : [o,+00) —> R definida per f(x) = \x. Demostreu que f és uniformement continua en

[0, +00).

Demostracio.
1. Com f és uniformement continua en [4, b] i [b, +00), sera continua en la unié [4, 6] U [b, +o0) =

[4, +00). La uniformitat no és evident i s’ha de demostrar. En particular, £, 5+, també sera continua
? Esun compacte perqué ||x|| esta acotada per —AM i M i, a més Iinterval en qiiestié és tancat.
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en[a,b+1],jaque f € C([a,+0)) D C([a,b +1]). Per tant, donat ¢ > o, existeix o < J; < 1 tal
quesix, y € [a,b+1]idx(x,y) < d, lavors dy (f (x),f(y)) < e. Per altra banda, com que f és
uniformement continua en [&, +00), existeix o < 9, < 1tal quesix, y > bidy(x, y) < d,, llavors
dr(F( F()) < e

Definim ¢ = min (J;,d,) < 1isiguin x,y € [a,+00) tals que dx(x, y) < J. Llavors, six, y €
[a,6+1],dx(x, y) < d i, pertantdy (f(x),f(y)) < e.Siy> b+ llavorsx > b (doncssix < b,
es verificaria que dx (x, y) > 1 > 9). Per tant es compleix que x, y > bidy (f(x),f(y)) < e. El cas
x > b+ 1es faria andlogament.

2. Necessitem prendre valors x, y > 1 (ja veurem per que). Per tant, dividirem la continuitat uniforme

en dos intervals, [0, 1] i [1, +00). Aixi:

(VF-DOFH DI Je—gl =
VE+ 7 Ve+yy T

Equivalentment, sigui £ > o i prenem J = £”. Aleshores, pera |x — y| < J tenim:

f () = F Ol < IVx =yl <

Ve =y < Ve = INE+ VTl = [ =)l < & = Ve =Dl <e.

Pel que faa [o, 1]; en efecte, com [0, 1] és un compacte i / és continua en aquest interval, / hi ha de ser
uniformement continua. Per altra banda, a [1, +00) és f-Lipschitz, i hi és uniformement continua. Per
lapartat anterior, ja hem acabat. [

Exercici 2.18. Sigui f : R* — R la funcid definida per:

2

f(x,y)zsin( ), (x,7) e R%

1+ x?

, I
1. Es uniformement continua la funcié g(x) = — - f(x,Vx) en (0, +00)?
x

. Es uniformement continua la funcid h(x) = x - f(x, Vx) en (o, +00)?

N

Qo

. Si A C R* és acotat, és uniformement continua [ en A? I en tot R*?

Demostracio.

1. Lafuncié queda definida de la seglient manera:

g(x) — Sin (1+x2) )

X

Analitzant la funcié (continua) als punts x — o™i x — +00 i veiem que:

Cosin(EE) o osin(E) coosin(EFE) 1«
lim = ——= = lim = lim ¢sin(¢) = o, i lim ———— ~ lim —- =1
X—>+400 X x—400 X t—ot x—ot X x—ot X 1+ x?%

Aplicant el segtient resultat de teoria:

' Sentén que J; < 1segurament perqué puguem prendre un J;-entorn al voltant de b?
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Proposici6 2.19. Sia € R7 @ : (a,+00) —> R é una funcid continua tal que existeixen els limits

Sfinits lim @(x) 7 lim @(x), llavors @ és uniformement continua en (a, +o0).
x—at X—>+00

Obtenim que ¢ és uniformement continua.

El raonament sera similar. La funcié »(x) queda definida de la seglient manera:

h(x) = x - sin (1 +xx2) = o (i(ﬁ)

8

Aleshores, podem analitzar la funcié (continua) als punts x — 0" i x — +00 i veiem que:

. Sin(#) _ fitat _

t—+00 t (o]

lim

xX—>+00

= lim ——— =11 111’1’1
t—o* t x—ot

ooy et e
I T o.

X
X

De manera que podem tornar a aplicar 2..19.

Usarem un fet molt recurrent: si A és acotat, i com A és un tancat, resulta que A ésun compacte
(consultar el teorema de Heine-Bérel). Com que f és continua en tot R* i 4 ésun compacte, f hi és
uniformement continua; en particular, sera uniformement continua en 4 C A. En canvi, f no és

. , . . . (&)
uniformement continua en R*. Per a comprovar-ho, considerem les successions { 2, }5,—, i { Q,,}n:I en

R* on
P, = (o, Vamn), Q,= (o, A /z7m + Z) .
2

. T
Es facil veure que ||Q,, — Py|| = y[2772 + — — V27mn — o, mentre que
2

|f(Qﬂ)_f(Pn)|:f(Qn)—f(Pn)ZSin(zﬁn+§)—sin(zn'n):l_ozl

Per tant, no hi ha continuitat uniforme en R*. [

Exercici 2.20. Sigui [ : [0,+00) — R una funcid uniformement continua en [0,+0) i g : [o,1] — R

una funcio continua en |0, 1]. Demostren que la funcio

F(x) = /If(x+t)g(t) dt

és uniformement continua en [0, +00).

Demostracid. Sigui f : [o,+00) — R, com que f és uniformement continua tenim que Ve > o existeix

0 > otalque |y — {| < dimplica|f (y) = f({)| <

19
1+ [g(0)lde

|F(x)—F(y)|S/Ol|f(x+t)—f(y+t)|~|g(t)|dt§ I+/I|;(I)|dt‘/ollg(t)ldr<g.
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Per demostrar la continuitat uniforme volem que |F(x) — F(y)| < ¢, volem basicament desplagar I'interval

d’integracié una quantitat #:

x+t—(y+t)=lx -y <d = If(x+t)—f(y+t)|<I+/01|2(t)|dt

I amb aix0 ja hem acabat. [ |

Exercici 2.2x (Tipica propietat que pregunten a examen). Siguin f, g : R — R dues funcions uniforme-

ment continues. Demostren:

L Siamés, f i g son acotades llavors la funcid producte f g é uniformement continua en R.

2. La funcio composicio f °ogés uniformement continua en R.

Demostracio.
1. f g és uniformement continua en R si, i només si, existeix d(¢) tal que per a tot x,y € R amb

dx(x,y) < d(e) esdonady((fg)(x),(fg)(y)) < e. Sentén que (f g)(x) = f(x) - g(x). Hau-
rem d’aplicar que /, ¢ sén uniformement continues totes dues. Al ser /', ¢ acotades també, tenim

If] < My i|g| < M, els respectius suprems. Fixem-nos:

lf(x)g(x) = f(Mg=1f () g(x) = f(x)g(») +F(x) g(y) = () g(»)]
<)l 1g(x) = gI+1g1-1f (%) = F ()
< Mp-|g(x) = g+ My - 1f (%) = ()]

Siprenem M = max{ My, M}, ens queda veure com apliquem que f, ¢ sén uniformement continu-

i) -FO) <

es. En efecte, prenent () = min{dr(¢), d¢(¢)} ifixant |g(x) — g(y)] <

. 2M +1
S I” ens queda:
F g ~F (D < Myl () =g DI+Meelf (0)~f ()] < M (= + =] <.

2. f o g és uniformement continua en R si, i només si, existeix (&) tal que per a tot x, y € R amb

dx(x,y) < 9(¢)esdonady(f(g(x)),f(g(y))) < &.Enefecte, prenent d(¢) = min{dr(¢), o ()}
ifixant [g(x) — g(p)| < eilf(x) = f ()| < &, tenim

lx =yl <dle) = lg(x) - gyl =1lz—t|<¢
lz—tl<d(e)=¢ = |f(2)—f(B)| <e } = 1f(g®) = f(g)l <e.

Aixi, f o g és uniformement continua en R. [ ]

Exercici 2.22. Un subconjunt C d’un espai meétric (X, d) es diu gue és rotalment acotat en X quan, per rot

r > o podem recobrir C per un nombre finit de boles obertes de radi r.

12 12

2M+I<2,M.

,1ja en tenim prou perque

£
™ Ales respostes fita per
2M +1
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1. Demostren que, a R amb la distancia euclidiana, un subconjunt A C R és totalment acotat si, i només
si, A és acotat.
2. Siguin X, Y dos espais métricsi [+ X — Y uniformement continua. Proveu que si A é totalment

acotat en X, llavors f (A) és totalment acotat en Y .

Demostracio.

7. Hem de provar les dues implicacions.

= Recordem que amb la topologia euclidiana els oberts de R sén els intervals (oberts). Si 4 € R
és totalment acotat, el podem recobrir per un nombre finit d’intervals; és a dir, existeixen x, <

... < X, tals que:

n
ACc (- Lx,+)U(x, —Lx,+1)U---U(x, —1,x,+1) = UB(x,-,V), 7 =1
=1
Si anomenem K a aquesta unid, podem prendre un interval suficientment gran que contingui
K: enefecte, siprenem 2 = x, —116 = x, + 1tenimque K C (4, b0),—00 < a < b < +00. Per
tant, A4 és acotat.

& Si A és acotat, existeix un obert que el conté. Més formalment, existeixen 2,6 € R tals que
A C (a,b). Siguinarar > 0i N € N el nombre natural més gran tal que 2 + » N < b; prenent
do=aiay=a,+rkperak e {1,2,..., N} tenim:

N
Ac(a,b)C U(&Zk —rya,+r) = A totalmentacotat.
k=0
2. Sigui 7 > o. Com f és uniformement continua, existeix s > o de manera que dx (x, y) < s implica

que dy (f (x),f(y)) < r. Com 4 és totalment acotat, existeixen %, . .., ¥ € X de manera que

(=

N
A=) Bx(xs) = f(4) = JBr(f(xp).n).
k=1

=~
Il
-

Provant que f(A) és totalment acotat. En efecte, si y € f(A4) llavors existeix x € A4 tal que f(x) =

y. A més, tenim ¥ € By (xp,s5) peruncert kamb1 < k& < N. Com dy(x,x;) < s, tenim
dy (f (x),f(x)) < r,queprova y € By (f(xz),7). [

Exercici 2.23. Sigui (E, d) un espai métric.

22

1. Demostren que, si f : E — R é una funcid uniformement continua en E i (x,), C E és una successid
de Cauchy llavors (f (x,)), & una successid de Cauchy en R.
2. Sigui A C E un subconjunt no tancat d’E i x, € A\ A Sigui © : A — R definida per O(x) =

I

d(x, %)
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2.1. Demostren que O s continua en A.

2.2. Demostren que @ no é uniformement continua en A (podem utilitzar L apartat 1.).

Demostracio.

7. Com [ és una funcié uniformement continua en £, pera tot £ > o existeix > otal quesix, y € E
id(x,y) < d(e), llavors |f(x) = f(y)| < e. Si(x,), C E ésuna successié de Cauchy tenim que
existeix 7, € N tal que fixat 9 > oiperatotn, m = oy, d(xy, Xy) < 0 = d(e). Acabem de veure
que, com a conseqiiéncia de ser £ uniformement continua ens queda que |/ (x) — f(y)| < ¢, tal com

voliem.

2. Hem de fer els dos apartats.

2.1, Si A és no tancat, aleshores A \ A4 # 0 i existeix x, € A \ 4. Tenim @ definida per x +—
I

d(x> Xo)
X, & A. Per tant, O serd continua en 4.

Adonem-nos que d(x,x,) — o peracerts x € A, perd mai d(x,x,) = ojaque

N
N

® no és uniformement continua en 4 ja que podem trobar una (x,), C E de Cauchy tal que
(f (x,))» no és de Cauchy i, per tant, @ no és uniformement continua. La successié de Cauchy
en questi6 és (x,), C A, tal que (x,), — %o, ja que X, ¢ A\ A. En canvi, (O(x,,)),, — +oo,
de manera que no pot ser de Cauchy i es confirma que ® no pot ser uniformement continua en

A. ]

Observaci6 2.24. La funcié 4 — R tal que x — d(x, x,) és uniformement continua en 4; en efecte,
tenim que si d(x, y) < J(¢) aleshores apliquem la desigualtat triangular d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) (per
atots x, 9, ).

|d(x,%0) = d(y, %0)| < |d(x, y)| < d(e) = e.

Exercici 2.25. Sigui I C R un interval no trivial complint que totes les funcions continues definides en I son
uniformement continues en I.

1. Demostren que I ¢és tancat.

2. Demostren que I és acotat.

Demostracid.

1. Si I no fos tancat, tindriem un punt 7, € 7\ 1, ipodriem prendre la funcié definida a 2.23, apartat 2., i
provar l'existéncia d’una funcié @ continua tal que no és uniformement continua; fet que va en contra
de la hipotesi suposada.

2. Si 1 fos tancat perod no acotat, tindriem un interval de la forma [4, +00), 2 qualsevol. Hem de trobar
una f continua que no sigui uniformement continua, toti que usarem la definicié). Hem de veure que

peratotd > o, tal que [x — y| < 9, tenim |f(x) — f(y)| = . Prenent f(x) = x*, x, = a+ni

ANALIST MATEMATICA | EXERCICIS 23



Successions i series de funcions

I
yn:a+n+;,|xn—yn| — ol

I 2, sia = o,
2an+2+ —| — ) [ |
n* +00, sia #o.

If (xn) = F Q)| = |2, = y3l =

Exercici 2.26. Sigui [ : R" — Runa funcid continua i sigui 9 > o. Definim Ky = {x € R" | d(x,K) <

0}. Demostren que f és uniformement continua en Kj.

Demostracio. Cal solament veure que K és un compacte, ja que és tancat i acotat. Argument recurrent: com
ld(x,K) —d(y,K)| < d(x,y),don deduim que la funcié dx (x) = d(x, K) és uniformement continua
en R” i, en particular, continua.
1. Es tancat perqué d és continua i Ky = d™*([o, 9]) és lantiimatge d’un conjunt tancat per una funcié
continua.

2. Per veure que K acotat usem que K és acotat. Aleshores, nexisteix un suprem: My = sup ||x||,
xekK
Mg > ||x|| peratot x € K. Siprenemarax € Kj,peratot y € K:

d(y,K)<d<d+1 = |Ix|| < llx =yl + 1yl < llx = yll + Mg < 0 +1+ Mg

amb el que ||x|| < Mg + 9 < Mk + 0 + 1. Ladistancia ha de ser menor estricte que I'infim, ja que si

fos I'infim podria no existir, de manera que al 0 li sumem una quantitat (en aquest cas hem escollit 1).

Com f és continua i K és compacte, f hi és uniformement continua. [

Exercici 2.27. Sigui [ : R — Runa funcid continua tal que lim f(x) = lim f(x) = +oo.
X—+00 x——00
1. Demostren que existeix xo € Rif(x) > f(x,) per a gualsevol x € R.

2. Proveu que existeix a € R tal que la funcid (f — a)™" és continua i acotada.

Demostracio.
. Donat que xl_l)l}—loo f(x) = xl_i)lzloo f(x) = 400, prenent M = f (o), existeix N € R tal que per a tot
|x| > N, f(x) > f (o). Considerem ara el compacte [-N, N]. Llavors, f té un minim absolut en
[-N, NJ. Esadir, existeix x, € [-N, N]talqueperatotx € [-N, N, f(x) > £ (x,). Peraveure
que /' (%,) és un minim absolut només ens queda comprovar que si |x| > N, llavors £ (x) > f(x,).
En efecte, si [x| > N, llavors f(x) > f (o) > f(x,) (jaqueo € [-N, N]).

2. N’hihaprouen considerar « = f (x,)—1. Escompleix que peratotx € R, £ (x)—(f (%) —1) > 1> o,
1

amb el que la funcié : R — (0, +00) és continua i positivaio < <L [ |

1
f—a f—a”
3
SUCCESSIONS I SERIES DE FUNCIONS

Exercici 3.1. Considerem la successid de funcions (f,), ambf, : [o,1] — Rdefinides perf,(x) = nx" (1—x).
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I.

2.

3-

Calculen el limit puntual de la successid (f,), en linterval [o,1].
Convergeix la successid (), uniformement en [o,1]?

Signio < 9 < 1. Convergeix la successid (), uniformement en [o, 9]?

Demostracio. A partir d’ara usarem recurrentment un resultat de teoria respecte la convergeéncia uniforme.

1. Observem que, per a tot #z € Zs,, f»(0) = 7 - 0" - (1 — 0) = o (en particular, estd ben definit perque

n > o);amés, f(1) = n-1" - (1—1) = o. Tenim, doncs, f,(1) = f,(0) = o. Definim f := nh_rgo fn3
aixi, quan 7 — o0, (1) = f(0) = o. Per alaresta, és a dir, x € (o,1), tenim li}rin nx" = o; per tant,
f (x) = o per a aquests valors. En definitiva, obtenim que /' (x) = o peratotx € [o,1].

La successi6 convergeix uniformement en [o, 1] si convergeix al seu limit puntual f (x), que hem vist
que és la funcié /= o. Com que les f;, sén continues i positives, tenim que f, — o uniformement en
[o,1] si, i només si:

max f,(x) — o.
x€[o,1]

Es a dir, el valor maxim de cada f, hauria de tendir a zero; de manera que f fos, en efecte, f/ = o. En

aquest cas, el maxim s’assoleix, i ho fa en el punt x,, = . Com cada f,, és continua i, de fet, C* (de

n+1
manera que és derivable):

](;,Z(X) =0 & n(nx”_l(l—x)_x”) =0 & xn_l(}’l(l—x)—x) — 0o X" ;éno’ ja queﬂl(o) =0,

n+1

Amb el que:

n n+1 1 n+1 1
lim max f,(x) = lim f,(x,) = lim (—) = lim (1— ) =-#o0.
n—00 x€[o,1] n—oo n—oo \ 77 + 1 n—00 n+1 e

Der tant, f, no convergeix a zero uniformement en [o, 1].
En cas que convergeixi, cal que ho faci cap a f = o, el limit puntual. Com que les £, sén continues i

positives, tenim que f, — o uniformement en [o, J] si, i només si:

m x) — o.
Gy e

Aix0 es compleix perque f,(x) = nx" (1 — x) < nx” < nd” perax € [o,9] ilim 79" = o. Per tant,
n

f» convergeix a zero uniformement en [0, ], peratoto < J < L. [

Observaci6 3.2. Is a constant raised to the power of infinity indeterminate? I am just curious. Say, for ins-

tance, is 0 indeterminate? Or is it only 1 raised to the infinity that is? No, it is zero. Consider the function

f(x,y) = x” and consider any sequences {(Xo, ¥o), (X1, Y1), ...} with x; — oand y; — oo. Itis easy

to see that £ (x,, y,) converges to zero: let ¢ > o. For some N, |x;| < £and y; > 1forall7 > N, so

|f (i, yi)| < eforalli > N. More generally, as x — ¢ and y — oo, x” converges to o for |¢| < 1, diverges

to infinity for ¢ > 1, oscillates without converging for ¢ < —1, and is indeterminate when ¢ = 1.
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Exercici 3.3. Sigui I = [o0,1]. Peran € Zs,, sigui [, : I — R la funcid definida per:

xz

x>+ (1— nx)*

falx) =

1. Calculen el limit puntual de la successid ().
2. Estudien la convergéncia uniforme de la successid (f), en 1.

3. Donat a € (o,1), estudien la convergéncia uniforme de la successid (f,,), en [a,1].

Demostracio.

7. Els metodes usats per a aquest tipus d’exercicis seran molt similars (cf. 3.1). Fixem-nos en els extrems de

Pinterval /. Clarament, f,(0) = o peratotz € Z3, i, doncs, f (0) = 0. Pera f,(1) = + ( I )2’ de
1+ (1—n)*

manera que lim £, (1) = /(1) = o. Cal veure, finalment, qué passa pera x € (o,1):

2 2 2

x ) x
= lim ——=o

im ———— = lim
n—oo X2+ (1—nx)> n—oo (1+n*)x>*—22x+1 n— (1+ 7*)x>

On hem usat, per exemple, que x > oique #n* + 7 ~ n* quan 7 — oo.
ple,. q q q

2. Sihi ha convergencia uniforme ha de ser cap al limit puntual. Un altre cop, com en 3.1, necessitem que:

xl

lim sup | ———
x2+ (1—nx)?*

—00
” xel

= O.

I
Fixem-nos en x, = — en aquest punt, f,(x,) = 1, peratot # € N; per tant, per az — co, existeix

un punt x € (o,1) tal que £ (x) # 01 (f,), no és uniformement convergent en /. De fet, no ho hem
I
A G
1

Tornem a aplicar el mateix raonament, ara sabent que per a x, = — no convergeix, prenem un 4
n

demostrat perd tenim sup |f,,(x)| =
xel

Qo

I
estrictament major que X,, 4 > —, de manera que:
n

lim sup 1£,(0)] = lim f,(a)| = £ (a),

x€la]

perd ja hem vist que per a qualsevol 2 € (o, 1) la successi6 (f,), convergeix puntualment cap a f = o;

per tant, lim f,,(2) = oihi ha convergéncia uniforme a [, 1] cap ala funcié f/ = o. [ |
n
Exercici 3.4. Pera a € R, considerem la successid de funcions (f,)),, definida per
fi(x) =nx(1—x*)", x € [o,1].

1. Calculen per a x € [o,1] el lim f,*(x).

7’ . I
2. Demostreu que (f,}'), convergeix uniformement en [0, 1] si, i només si, a < —.
2

3. Siguio < p < 1. Pera quins valors d’a (f,)), convergeix uniformement en [ p,1]?
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Demostracio.

1. Six =o0,f, (o) =o,peratotz > 1. El mateix perax =1, /,*(1) = operatotn >

1. Com que ara
x € (0,1), aleshores x* € (0,1) i1 — x* € (0,1), també. Naturalment, doncs, x(1 — x*)” — o quan

n — oo, Com que l'exponencial ((1 — x*)”) domina sobre la quadratica (z%), tenim:

lim 7%x(1—x*)” = lim x(1—x*)” = o, Ya € R.

n—00 n—oo

2. Com hem fet, per exemple, en 3.1, la successié (f,*), convergeix uniformement en [o, 1] si, i només si:

lim sup #"x(1—-x*)" =0 & lim max »*x(1-x)" =o. (3.1)
n—)oox_>[ ] n—)oox_>[o’1]

Ara, per trobar el maxim en aquest interval podem usar la derivada de £,* en [0, 1], ja que és C™
() (x) =n® ((1—x*)" —2x® - n(1—x)""") =n(1—x*)"" (1 - (1+27)x7),
i (7)) (x) = osi,inoméssi,

1
n*(1—x*)""1-(1+2m)x*) =0 = x*=

1+27
_ 1
Hem usat que 2%, (1 — x*)”™" # o peracap x € [o,1]. Per tant, ens quedem amb x,, = que,
1+ 27
efectivament, es pot comprovar que és un maxim. Ara, substituim aquest valor en (3.1):
: 123 2\ 7 : 124 : 174 I I "
lim sup #%x(1—x*)" = lim f7(x,) = lim » 1—
% o] n—00 7n—00 1+27n 1+27
) 1 an \" a1
= lim »%,/— ( ) = lim — 2,
n—>00 27 \1+2n n—00 \/‘
H 2 b —L A 1/ . 1 ..
em usat que — 1quanz — o i obé — >, Aquest limit val zero si, i
1 ; +27 1 o \/_ \/_ ’ \/— 1 ’

I
noméssi, « — — < o;ésadir, 2 < —
) 2 2

3. Es el mateix que 3.3, apartat 3.. Com que p € (o,1) existeix 7, € N tal que peratot z > 7,, tenim
%, < p. Pertant, donat que f,* és creixent fins a x,, i decreixent a partir de x,, tenim (via els dos apartats
anteriors).

lim max fn (x) = l1m f;i (p) = hm n“p(1—p*)" =o. |

n—00 xe[p,1]
Exercici 3.5. Peran € N, sigui f,, : (0, +00) — R definida per f,(x) = min(n, x™").

1. Demostren que la successid de funcions (f,), convergeix puntualment a la funcid f : (o,+00) — R
definida per [ (x) = x7".

Convergeix (f,), uniformement a f en [1,+00)? I en (0, +00)?

Demostracio.
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1. En aquest cas hem de comengar a pensar de manera diferent, havent d’aplicar la definicié. Si prenem
I 1
(%) = —, perax > o existeix un z, tal que x > — peratotzn > n,. Com que x,7 # o podem
n n
. . . . . I . I I .
invertir la desigualtat i tenim # > — peratotz > n,. Per tant, f,(x) = min(n, —) = —, 7 > n,, i
X X X

I
lfn(x) — =] =0 <e.
x

. . I . I
2. Siprenem x € [1,+00), tenim que 7z > — > 1 = 7,; per tant, per a tot z € N tenim |f,(x) — —| =

X x
0 < ¢ 0, dit d’una altra manera, (f;), és uniformement convergent en [1, +00). En canvi, en (o, +o0)
la convergencia puntual no és uniforme en un entorn suficientment proper al zero. Podem justificar-
ho en termes de convergéncia uniforme i acotacié: tenim una successié (f,,), de funcions acotades,

by -7 . I 7 . \ . .
perd la funcié a la qual convergeixen puntualment, /() = —, no ho és; aixd implica, doncs, que la
x

convergencia puntual cap a f no és uniforme. ]

Exercici 3.6 (Propietat interessant, dexamen). Siguif, : A C R — R, n > 1una successid de funcions que
convergeix uniformement a una funcid [+ A — R. Suposem que existeix [a, b] C R compleixin que per a
totn 2 1, [,(A) C |a,b]. Sigui ¢ : [a,b] — R una funcié continua en [ a, b). Demostren que la successid

(@ o f2)n convergeix uniformement a @ o f en A.

Demostracio. Se’ns esta plantejant una successi6 ( f;,)n de funcions acotades que convergeix uniformement
a una funcié f. Pel teorema de convergéncia uniforme i acotacid, aquesta /* ha de ser, també, acotada; pel
teorema de continuitat uniforme i compacticitat, cal que @ sigui uniformement continua en [4, 6], ja que
és continua sobre un compacte. Usant l'exercici 2.21, tenim que ¢ o ]‘;Q és uniformement continua, per a tot
n > 1. Ara apliquem-ho tot:

1. Donat que @ és uniformement continua en [, &], existeix un 0 > o tal que peratot#,v € [a,b],

lp(u) — p(v)] < e.

2. Donat que (f;,), convergeix uniformementa f en A, existeix un 7, tal que peratotz > n,itotx € A4,

Ifa(x) = f ()] < 0.

Per tant, |@(f,(x)) — @(£(x))| < . Esadir, (¢ o £;,), convergeixa ¢ o f. [
Exercici 3.7. Sigui a > oif, : [0,+0) in > 1, la successid de funcions definida per:
1+ 7nx\%
fn (%) = (n + xz)

1. Estudien la convergéncia puntual de la successid (f5) .
2. Estudieu la convergéncia uniforme de la successid (f,), en [o,1].
Demostracio.

I1\%

1. Estudiem el cas x = o: f,(0) = (—) scoma > o,f = limf, é f(o) = o = o. Ara, pera
n n

I = (o0, +00) veurem que per a tot x € 1, (f,), convergeix puntualment cap a x“:
1+ 7nx\% nx\«
£(x) = lim (—) = lim (—) = lim x* = x%.

n—oo \ 77 + x2% n—oo \ 7 n— 00

-
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2. Una successid ( f;,) » convergeix uniformement capa f siperatoté > oexisteixunz, € N tal que pera
totn > n, tenim |f,(x) — £ (x)| < &. En altres paraules, volem comprovar que nh_r)rgo |fn(x) = f(x)| =
o. En el nostre cas, cadascuna de les f,, depén, a més, d’un parametre «, de manera que tenim (£,"),,.

Peralcasa =1

1+ nx 1— X3 1

n

lim
7n—00

= lim
n—>00

= O.

- x‘ = lim
—00

n+ x* n+ x*

Evidentment, doncs, (f,),, convergeix uniformement a f*(x) = x en [o,1]. Ara cal fer-ho per a un
a > o qualsevol: la idea és fitar els valors que pot prendre f, en un compacte i aplicar l'exercici 3.6. En

efecte, perax € [o,1]:

1
I1+nx ,tX
o< =2 — <2 VneN.
n+ x* 1+x7

Per tant, £, ([0, +00)) C [o,2]". Finalment, siprenem @ (x) = x%, @ éscontinua en el compacte o, 2]
i, aplicant el teorema de compactes i continuitat uniforme, @ és uniformement continua. Aplicant

l'exercici anterior, £, = @ o [,/ convergeix uniformementa f“ = ¢ o f" en [o,1]. |

Exercici 3.8. Siguin (X, dx) i (Y, dy) espais métrics i signi (f,), una successié de f, - X — Y que conver-
geixen uniformement en X cap a una funcis f : X — Y.

1. Proven que si per a tot n f,, & uniformement continua, aleshores [ és uniformement continua.

2. Proven quesi ¢ : Y — R és uniformement continua, aleshores g o f, convergeix uniformement en X

cap a una funcich : X — R

Demostracio.

1. Sif, ésuniformement continua, existeix 9, > otalquesidy (x, y) < 9y, aleshores dy (f,(x), /() <

£
—. Com que (f,), convergeix uniformement en X cap a una funcié f : X — Y, existeix #, € N tal
3

I

que peratot 7z > 7o, sup dy (f,(x), f(x)) < =", peratotx € X. Per tant, ens val amb prendre una
xeX 3

distancia suficientment petita: si dx (x, y) < 9y, tenim:

dy (F (), F(D) < dy (F(x), fo (2)) +dy (fo, (), o (9)) +dr (o, (D), F () < §+ ; +§ = ..

2. Si g és uniformement continua, per a tot ¢ > o existeix d; > o tal que si dy (x, y) < d, aleshores
dr(g(x), g(9)) = |lg(x) = g(9)| < e. Si, amés, (f,), convergeix uniformement en X cap a una
funcié f : X — Y, existeix 7, € N tal que peratot n > no, dy (f,(x), f (x)) < J4. Aleshores, per

> Adonem-nos que no cal que ens limitema x € [o,1]; és clar que pera tot x > 1 també tenim la fitacid. Si volem ser més estrictes,

podem calcular el limit a infinit de manera que lim f,(x) = lim — =o.
x—00 x—o0 X2
n
B Aquest sup ve donat per una proposicié de teoria. Basicament, que (f;), — / uniformement en X si, i només si,
xeX
sup dy (f»(x), f(x)) — o quan 7z — oco. Hem usat (i usarem) recurrentment el resultat al llarg d’aquesta seccid.
X
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atotx € X tal que peratotz > 7, (el que acabem de definir per a la convergéncia uniforme de (f5,),)

tenim:
lg(F(x)) = g(F (x))] < &, jaquedy (fu(x),f(x)) < -

Per si no quedés clar, si posem x = f,,(#) i y = f (), sabem per convergencia uniforme de (f,), que
dy (x, y) < dg; com també dy (x, y) < J, per la convergéncia uniforme de g, tenim la convergéncia

uniforme de la composicié (g o /), capa g o fen X. [

Exercici 3.9. Siguin gf(x) =nfx(1-x)i ﬂla’ﬁ(x) = 1P (x cos*(ax))" (1 - x).
1. Trobeu per quins parametres 8 la successid gf )n convergeix uniformement.
2. Demostren que si o < a < 7, aleshores ff”g convergeix uniformement en [o,1].

. . . \ .y 7, . .
3. Sigui a = w. Trobeu per quins parametres B la successid (f,, b ) Convergeix uniformement.

4

Indicacio. En estudiar g, es pot localitzar una successid de punts (x,), C [o,1] on per a cada n sassoleix
el maxim de la diferéncia | g,(x) — f(x)| en [o,1] precisament en x,,. Per fer el darrer apartat pot ser iitil

demostrar que cos™ (7w x,) — 1, sabent que:

: n(cos* (x,)~1)

cos” (mx,) = (((1 + cos* () — I)ﬁ) .

Demostracio.

7. Primer investiguem la convergencia puntual, que es troba de manera practicament ideéntica a la de 3.4.

En efecte, gf(o) = gf(l) =o,peratotz € Nitota € R. Pelquefaalesx € (0,1),1—x € (0,1)
i el decreixement exponencial x™ absorbeix el creixement polindmic de nt ; és a dir, nfxm — x" quan
n — oo. En altres paraules, gf convergeix puntualment a la funcié ¢ = o al'interval [o, 1]. Per tant,
en cas de convergir uniformement, ho fara a aquesta mateixa funcié.
Ara, anem a veure per a quins 4 la funcié g{f convergeix uniformement cap a o. El maxim de ( gf ) (x)
ésaquell x, € (0,1)"" tal que (gf)'(xo) =o:

(gf)’(x)=7ﬂ8-xn_l(n(1—x)—x):o — n(i—-x)—x=0 & x= "

1+n

Per tant, com estem en un compacte el suprem sassoleix (per Weierstrass), i

Jim () (=)

lim max gf(x) = ;}‘_{{}ogf (L)

n—00 xe[o,1] 1+ 7

™ Ja hem dit que gf(o) = g,‘f(l) = o, com que m[ax] gf > o, podem descartar els casos ¥ = o,1. De fet, podrem usar a
X€|0,1

continuacié que "' # o.
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2

5 Fixem-nos que lim (

I

Per tant, tenim convergencia uniforme si, i només si, {8 <1

. Val la pena adonar-se des del principi que /‘f’ﬁ (x) = gf (x) - cos™ (ax). Aixd ens permet veure que

|ﬁfcﬁ(x)| < |gf(x)|, com x € [o,1], podem precisar més encara: fna’ﬁ(x) € |o, gf(x)] D’aqui és
evident, pel teorema de I'entrepa, que ( ]‘;f‘"g)n convergeix puntualment capa / = o quanx € [o,1].
En cas de convergir uniformement, el limit ha de ser la funcié f/(x) = o.

Sia € (0,7),|cos(a)| <1 Six € [o0,1) tenim x cos*(ax) < x < 1. Com que x cos*(ax) és una
funcié continua, el maxim s’assoleix en algun punt x, de l'interval [o,1] on x, cos*(ax,) = Y, < 1,
aix{ que x cos®(ax) < x, cos*(ax,) = Yo < 1 Per tant, f;la’ﬁ(x) < nﬂ(yo)” — oquan 7 — oo, Per
tant, la convergeéncia és uniforme per a qualsevol valor « € (o, 7).

Com que ff"g < g,‘f , deduim que per £ < 1la convergeéncia és uniforme. Tot seguit demostrarem

. . , . . T,
que per 8 > 1la convergéncia no és uniforme. En particular, demostrarem que f,, ﬁ(xn) > ¢ > o,

. \ . . 2, . . .
contradient la convergéncia uniforme. Per fer-ho comparem els valors £, b (x,) i gf (2,). Siveiem que

8 ()

= cos™(ax,)" — 1, aleshores obtenim com a conclusié que:

g ()
+00, si(@ > 1,
. ™8 . 8 I -
lim £, (x,) = lim g5, (x,) = = sif =1,
o, sif <1

, L. a, ) . .. , .
Esadir, sique /,, b convergeix uniformementsi, i noméssi, £ < 1. Per demostrar que cos*(ax,)"” — 1,

observem que x,, = — 1, de manera que cos*(7x,) — 1 — o. Per tant, expressant:

n+1

o ) 1 n(cos*(mx,)—1)
cos”(mx,) = (((1 + cos*(7x,) — I)—coszmn)-,)

b

trobem que:

lim COSzn(ﬂ’xn) — (e—l)limn n(c052(7rxn)—1),
n—oo
en cas que 7z (cos*(7x,) — 1) sigui convergent. Ara bé, usant que cos* és 7-periodic, tenim:
n(COsZ(ﬂ'xn) - I) = n(COsz(ﬁ’(xn - I)) - I) = n(cos(ﬁ(xn — I)) — I)(COS(W(}C” _ I)) + I).

I usant Uinfinitésim:

cos(7w(x, —1)) —1 (_ (x, —1)*

_ (xp—1)*
2

) = lim n(=(x, - 1))

lim n(cos*(7wx,) —1) =2 lim »
71— 00 7n—>00 2

n . . . —7 , .
Sabent que x,, = obtenim que lim 7z (cos*(7x,) — 1) = lim ——— = o, és a dir, cos™” (7 x,,
q q
n+1 n n (n+1)?
tendeixa (¢7')° = 1quan 7z — oo, tal com volfem veure. [ |

n

n, Lo \ . 1 I n s .
)" és —; aix0 és perque podem reescriure la fraccié com: (1— ——)", i aquesta tendeix conegudament
n—eo 1+ 71 e n+1

a—quanzn — 0.
[4
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Exercici 3.10. Peran € N, sigui f,, : R — R la funcid definida per:

w\7

1+ nx?

fn(x) =

1. Calculen el limit puntual, de la successid (f,) .

2. Estudien la convergéncia uniforme de la successid (f), en R.

Qo

Estudien la convergéncia uniforme de la successié (f), en R\ (=a, a), on a > o.
o0

4. Estudien la convergéncia puntual de la serie Z frenR

n=1

5. Estudien la convergencia uniforme de la série Z fnenR.

n=1

0. Estudien la convergéncia uniforme de la série Z faenla,bl,ono<a<b<co

n=1
Demostracio.
. Six =o,f,(0) =operatotn > 1,de manera que tenim hmfn(o) =f(0) = 0. Ara,six # o
x\n .1 x

lim ——— =lim —-—=o0
n—oo 14+ 71X* n—oo A\ X

Der tant, si (f;), convergeix uniformement si ho fa cap ala funcié f = o.
2. Podem trobar un punt x, tal que lim £5,(x,) # o bastant facilment. Per exemple, perqué (xVn)* =
n

nx* podem considerar x, = — i:

Sl

£
lim -

n—oo 1+ 7 - 2

> 0.

Tal com voliem, hem trobat que no hi ha convergéncia de la successié (f,), en R.
3. R\ (—a, a) ésun tancat (perd no compacte perque no és acotat), que ve representat per |x| > 4. (f,)»

convergira uniformement si peratotz = n,,

lx[Ve 1 1
lim |,()] = lim D = lim — - —
m 1= Jim S = i S <

= O.

iel criteri M de Weierstrass.

On en I'tltim pas hem usat les cotes A1), =
a\n

3

X3 s

3

B =
i (1+ nx?)3
dir, si la suma puntual convergeix. Six = o, f,(0) = o peratotz € N. Ara, si x # o, el raonament és

. Iara, rutinariament, comprovem la convergéncia puntual, ara per a séries; és a

una mica més fi:

) 3 ne . I I I I
lim Z E ———= lim ——=— lim —.
N—oo &= (1+ nx2)3 N—><>o L |x|® 3 Noewsdxdys a3 Noocodd g

-
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(N

I I
Recordem que la série harmonica E — convergeix si, i només si, & > 1. Per tant, E — convergeix
n n;

i la seérie convergeix puntualment en tot punt de R (criteri M de Weierstrass).
n

La convergencia uniforme d’una serie de funcions es dona quan (s,,), = E f# convergeix uniforme-

k=1
ment en X, que no sera el cas. Com a contraexemple de la convergencia uniforme, trobem un punt x,,

n

Six € [a,b], aleshores 5, (x) > oi, en partlcular X>a2>o:

tal que £, (x,) # o: enefecte, f,(—) = i, peratotz € N.

;3 ;3 ;3
X3 - na X3 - na x3 - 2 1
o< [ (%)= = << ——=M,
(1+7x2)3  1+430x> +30*x% + n3x n3x a’n:
Donat que Z Z M, < oo, el criteri M de Weierstrass ens dona que la seérie és uniformement
n1 nl
convergent en [a, b]. [

Exercici 3.1, Sigui f,, : R — R, n > 1, definida per:

1.

2.

Qo

Vx|

2+ nx?

fu(x) =

Estudien la convergéncia puntual de la successid (f), en R.

Estudien la convergéncia uniforme de la successid (f,), en |x| > a, a > o.

. Estudien la convergéncia uniforme de la successid (f,), en R.

Demostracio.

Com sempre i, en especial, idénticament al primer apartat de 3.10, f,(0) = o peratotz € N. Ara, si

x # 0, hem de veure que lim(f,),, = o. En efecte:
n

. \nlx] . I I
lim ———

= lim = — lim — =o.
n—oo 2 + nx? 7n—00 \/lel |x| n—)oo\/Z

Der tant, (f,), — o puntualmenten R.

. Sia > oil|x| > 4, hem de trobar que sup hm |f2(x) = f(x)| = sup hrn |fn(x)| = o.

xeX xeX
o < sup Ifi(9)] < S o
Ix|>a |x|>ﬂ \/_|x| \/54

per tant, (f,), convergeix uniformement cap a zero en |x| > 4.

I I
. Peratotn > 1,siguix, = T Llavors, f,(x,) = -. Per tant, la successié no convergeix uniformement

n 3

en R. ]

Exercici 3.02. Per a cada enter positiu n, sigui [, : R — R la funcié definida per:

log(1+ x*)
1+ nxt

fn(x) =

Pera cada a > o, consideren els intervals 1, = [—a, al i J, = [a, +0).
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1. Estudien la convergéncia puntual i uniforme de la successid funcional {f,}, en 1, ¢ J,.
[o0)

2. Estudien la convergencia puntual i uniforme de la serie funcional Z fienl,ien J,.

n=1
Demostracio.
1. Posem [ el limit puntal de (f,), en R. Enx = o, f,(0) = o per a tot 7 i, per tant, f (0) = o. Pera

X # o tenim:

log(1 + x> log(1 + x>
g( )S g( )-i—>o,n—>oo.
1+ nx4 x4 n

0 < fu(x) =

De manera que f = o en R, en particular, a 7, i /,. Pel que fa a la convergéncia uniforme en /,,
observem que la desigualtat log(1+ #) < # pera# > —1implica que:
log(r+x*) x> 1 I

—, X 2> 4.
x4 xt  x* T at

|
|
IA

log(1+x*) 1 1 1
A —, tenim o < f,(x) < —. Com que lim — = o deduim
x4 n a‘n non

que f, — o uniformementen /,. u

Aleshores, donat que f,(x) <

Exercici 3.03. Signui [, : [1,400) — R, n > 1, una successié de funcions convergent uniformement a f
[1, +00) — Reen [1, +00). Suposem que per a tot n > 1, existeix el limit a, = lim f,(x) € R.
X
1. Demostren que la successio (a,), é de Cauchy i, per tant, convergent.

2. Demostreu que lim f (x) = lim a,,.
X n

Demostracio.
1. La successi6 (f,), és uniformement de Cauchy; aixo és, existeix un np €N tal que per a tot , m >
np tenim |f5, — fo| < &, x € [1,+00). Si existeixen els limits a,, aleshores |2, — f,(x)| — o

|@m — fm(x)] = o quan x — oco. Volem demostrar que existeix un 7, tal que per a tot 7, m > 7,4,

|ay — am| < €. Siguing > n. Aleshores, per a tot z, m > n, tenim:
| =am| = |an—Fo(2)|F1f(0) = Fin () |1 fon () =] < e+ (2) = o (2) [+ @ — o (2)| = &

La successié és, doncs, de Cauchy i existeix un limit 2 := lim 4,,.
n
2. El'segon apartat consisteix en demostrar que lim £ (x) = &; ésa dir, que pera tot £ > o existeix un M,
X

tal que si x > M., aleshores |f (x) — 4| < ¢. Peratot z € N podem escriure:

If (%) = al = |f (%) = fa()| + |fa(x) = anl +|an — al.

Com que (f,) és uniformement de Cauchy (equivalentment, com estem a R, convergeix uniforme-

ment) tenim que existeix un 7, € N tal que peratotz > 7, itotx > 1tenim |f,(x) — f(x)| < e.
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Analogament, i aqui ve la clau de I'exercici, podem escriure-ho com que existeix un 7, tal que per a

n > 7, tenim |a, — a| < €. Aleshores, prenent 7, := 7n,(g) = 1+ max(nf, ﬁi),veiem que:
£ £
f (%) = al <1 (x) = fu, ()| + |fn, (%) = an,| + |an, —al < ] + | fo (%) = @, | + i

. . _ . - I
Hem usat la definici6 de 7,, ja que 7z, > nz,7:. Ine i< ens donen les cotes |f,(x) — f(x)| < =i
3 3 3 3 3
g . . .
|a, — a| < —, respectivament. Ara, com que |a,, — f,,(¥)| = o quan x — +00, podem dir que si
3
x > M, ., aleshores |a,, — f,,(x)| < ¢'°. Aixi doncs, definim M, := M, (), depen només de ¢.

Aixi, si x > M= obtenim que:
3

If (%) - al < %+|fno(x)—ﬂn0| <e. .

Exercici 3.14.
1. Sigui (f)n una successid de funcions integrables en [o, 1] tal que:

1. Existeix M > oi|f,(x)| < M peratorn > 1iperarotx € [o,1].

r.2. fn — o uniformement en [0,1— €] peratoto < € < L

Demostren que:
lim / f2(x) dx = o.
n—oo o

2. Sigui f : [o,1] — Runa funcid continna. Demostreu que:

lim / f(x")dx = f (o).
Demostracio.

1. Fixemuno < ¢ < 1. Com (f), — o uniformementen [0,1— ], existeix un 7, € N tal que per a tot

b b
n>neitotx € [o,1—¢],|f(x)| < & Recordem (cf. 3.15, 5.) que / fn| < / |f2 15 aixi,
a a

/Ol_éf”(x)dx 5/01_£|fn(x)|dx$5 — ,}EEO/OIﬂl(x)dx:o.
[F I

acotada per ¢, quan 7 — oo el limit tendeix a 0, com voliem.
© Valla pena remarcar que M, . depén de 7., perd 7, només depén de ¢. Cal aquest M, . ??

é / fa(x)| dx < Me.

Sin > n,,

és la suma de i

Aquest ultim pas és perque , que és (M +1)e. Com esta

7 Per qué? Notem que [1 — ¢, 1] és on f,, no convergeix, a priori, uniformement. Perd s{ que podem aplicar

[

1
S/ I£2 1,1
1—&

/ If2] < M/ 1, que és per Barrow M (1 — (1 — ¢)) = M ¢, com voliem.
I—& I—€
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2. Definim, peran > 1ix € [o,1], g,(x) = f(x”). La idea seria acabar aplicant apartat anterior, aix{
que cal veure que es verifiquin totes les seves condicions. Pera tot x € [o,1), lirrln x” = o; per tant,
11}1111 gn(x) = o. A cavall de la idea que hem dit, podem definir o < ¢ < 1tal que (g,), convergeixi
uniformement a /(o) en [o0,1 — £]. Aix0 és perque com / és continua en o, existeix J tal que si x €
[0, 9), llavors |f(x) — o < J (definici6 de continuitat i, també, definicié de limit si es vol). Triem 7,
tal que (1 — ¢)” < J peratotz > n,. Llavors,sin > n,ix € [0,1— ], x” < 0 ies compleix que
1ge(0)] = |F ()] <
Finalment, si definim £, (x) = g,(x) — f(0), es compleix que existeix M > oi |f,(x)| < M pera

totz > 1itotx € [o,1] al ser continua f en [0, 1]. Aplicant, ara si, 'apartat anterior, deduim que:

nli_rgo/Iﬁl(x)dx:o:>nli_1)130/1f(xn)dx:f(o). (]

Propietat 3.15 (Recordatori de propietats d’integrals). Siguin f, g € #([a,b]), I = [4,b],c €R
b b
/ f+g= / f+ / g
of = / f.

f fge%’ ([, b]).
4. Szf<gent0t[/ f</ g
o Ifl € (2, b)) / /|f|

6. Siguih : I — R tal que per al conjunt {x € [a, b] | f(x) # b(x)} és finit. Aleshores, h € R([a, b))
b

b
7 / f= / h
a a
Signi b : I — R una funcid continua a tot [ a, b] llevat de, potser, un nombre finit de discontinuitats

evitables o de salt. Aleshores, b € R(|a, b]).

N

4
L’ESPAI DE LES FUNCIONS CONTINUES

b
Exercici 4.1. Sigui f : [a, b] — R continua i amb tots els moments nuls, é a dir, tal que / x"f(x)dx =
a

o pera totn > o. Demostra que | = o.

Demostracio. Primer, notem que f € C([4, b]) implica una successié de polinomis ( p,), amb p, — f
uniformement en [, b], pel teorema de Weierstrass; alternativament, deo (f, p») — 0 quanz — o o, fins

itot, ||f = pnllc = o quann — co. Pel que sembla, també ||f — p, ||z~ — o quan z — oco. Aplicarem la

-
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segona part de la hipotesi en la igualtat marcada:

b b
/ F(x) d = / (F () = pule)f () + pu()f (x)) dx
b b
- / (F(2) = pul))f () dec+ / 2u(f () dx
b
: / (F () = pa()f () dx

b
Com que/ (f(x) = pn(x)) dx < |If = paullz=, tenim el segiient:

b b
/ £ de < If = pall~ / Fx) dx < |If = pullzellf (b - 2) = o.

Aixd podem fer-ho en termes de €. Per a tot £ > o existeix 7z > o tal que:
£ b
If = pallze £ —i—7—— = OS/ f(x)*dx <e.
§ 1112~ (6 - a) a

b
En particular, tenim / f (x)*dx = o pel lema del Sandvitx. Ara, com f és continua cal que f = o. n

Exercici 4.2. Sigui f : [o,1] — R una funcié continua en [o,1]. Demostreu que si per a tot n > o tenim
I

que | f(x)x*" dx = o, llavors f = o. Es cert el resultat si [0, 1] és substituit per [—1,1]?
(o)

Demostracid. Leestrategia serd similar a 4.1, perd en lloc de servir-nos de f* ens construirem una funcié F.
Si f és continua, és aproximable per polinomis en virtut del teorema de Weierstrass. Es a dir, com en 4.1,

If = pullze — o quan z — co. Definim F : [-1,1] — R, donada per:

) f(x), six € [o,1]
Flx) = {f(—x), six e [-10]

Com f € C([o,1]),i F éscontinuaen x = o (jaque f (o) = f(—0)), aleshores F € C([—1,1]); a més, la

construccié ens dona clarament una funcid parella. Sin > o, podem calcular la integral de / F(x)x* dx.

-1

/ F(x)xwdx:/ F(x)xwdx+/ F(x)xwdx:/ F(x)x™ dx,

I I

jaque / f (x)x*" dx = o per hipotesi. Veiem ara que / F(x)x* dx = o:

-1

/Io F(x)x™ dx = [:’ Fex)™ dre 25, (—I)m/olf(t)tz” .

I

D’aquesta manera, / F(x)x*" dx = o; volem veure que tots els moments son nuls, és a dir, hem de com-
—I

I
provar que qualsevol moment senar com ara / F(x)x**" dx ho és.

—I

/ F(.X').X'?JH-I dx:/ f(_x)xznﬂ dx+/ f(x)xznﬂdxt:__x) _/ f(l‘)tmﬂdl‘.
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I
Com / F(x)x*™ dx = o, tots els moments s6n nuls i podem aplicar lexercici 4.1. Finalment, /' = o. Si
-1

canviem [o, 1] per [—1,1] el resultat no és cert en general; per exemple, amb f'(x) = . [ |

Exercici 4.3. Sigui ¢ : [a,b] — R una funcid continua, no negativa i estrictament creixent en [ a, b]. De-

b
mostren quesi | = [a, b] — Résuna funcid continna en | a, b) si, i només si, pera rorn > o/ f(x)g"(x)dx =
a

o, llavors f = o.

Demostracid. A priori, solament provarem la implicacié cap ala dreta. Es a dir, hem d’acabar veient que f = o
i ho farem aplicant la conseqtiencia del teorema d’Stone-Weierstrass: com [, £] és un compacte de la recta
real, tota funcid i en particular /' € Cr([4, £]) es pot aproximar uniformement en [4, &] per un polinomi

n
Piésadir, [|[f = Plleo < 5,P:Zaz-g"ambn20iﬂi eR,7=1,...,n Pertant:

=0

b b b b
[ rma=| [ re¢e-pendes [ ferw| < [F@1Fe - P@lds
< lleo - IIf = Plloo < Me.
b
Per tant, / f*(x) dx = oicom [ és continua i no negativa, /* = o (i, doncs, / = o). [

Observaci6 4.4. Laresolucié de classe ho fa sense aquesta conseqiiencia, pero el que diu té molt a veure amb

la demostracié de la mateixa. Si prenem:

n

A= Zﬂ,~g"(x)|az- eER, n>o0y,

=0
llavors A és una subalgebra de funcions que conté les funcions constants i com que g és estrictament creixent
en [a, b], llavors per A separa punts, jaque six # yllavors g(x) # g(y)ig € A. Aplicant el teorema

de Stone-Weierstrass, donada una funcié f continua en [a, 5] i ¢ > o existeix una funcié P € A tal que

n
Il = Pl <giP:Zaig"ambnZoial'eR,z':I,...,n.

=0
Exercici 4.5. Sigui K un espai métric compacte. Demostren que ¥ C Cr(K) és una familia equicontinua en
K si, i només si, ¥ és equicontinua en x per a cada x € K.
Nota: Recordem que una familia de funcions F é equicontinua en un punt x, € X si es compleix que per
atot € > o existeix Oy, > o de manera quesi x € X amb dy (x,x,) < dx,, aleshores |[ (x) — [ (x,)| < & per
atotaf € F.

Demostracio. Laimplicacié cap a la dreta és per definicié. Suposem, doncs, que F és equicontinua en x per a

cadax € K. Llavors, per a tot £ > o existeix d; > o de maneraquesi y € K amb dg (y,x) < dy, aleshores
J.

If (y) = f(x)| < eperatotaf € . Podem posar K C U B (z, — |, perd com K és compacte existeix
2

xeK

-
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n )
.
un 7 finit tal que tenim x;, . . ., X, € K complint K C U Blxj, -

. Prenem aramin dy, i x, y € K tals
J= /

P ,
que tinguem |x — y| < —. Existeixen 7 =1,...,ntalque x € B | x;, — |. Per tant, com dy, < J:
2 2

il =l gl < b al e -y < e D220
y—xi=x—y xi—x|+]x—y o= "

e

Com [ € F és equicontinua per a cada x; € K i, com acabem de veure, |y — x;]

IA

Jy,, aleshores |f (x;) —
(< i Finalment, peratota f € 7

Il
)

) = FOI < IF (@) = Fee) |+ I () = F()] < =+ =

Exercici 4.6. Signi (X, d) un espai métric i signi o : [o0,+00) — [0, +00) una funcié continua, no de-
creixent amb o (o) = o. Sigui Ty la familia formada per totes les funcions [ : X — R de manera que

If (x) = f(9)| < 7(d(x, ), x, y € X. Proveu que F és equicontinua.

Demostracio. Provarem que ¥, és uniformement equicontinua, és a dir, que donat £ > o existeix > o
de manera que si ¥, y € X, amb d(x,y) < 5, llavors |[f(x) — f(y)| < & f € Fo. 1, en efecte, de
o € C([o,+)) podem inferir, per exemple, que si |#| < # aleshores |o(¢)| = o(z) < &°. Aix{ doncs,

prenent 0 < 7" ix, ytalsque d(x, y) < J: peratotaf € ¥, alser & creixent, tenim:

f(x) = f(PI < o(d(x, ) <a(d) <,
provant que ¥, és uniformement equicontinua i, en particular, equicontinua. [ |

Exercici 4.7.
1. Sigui a < bi(f,), una successid de funcions continues en | a, b] uniformement acotades. Per a n > 1,
X
definim F,(x) = f2(2) dt, x € |a, b]. Demostren que la successid (), té una parcial convergent
uniformement en [Zz, b].
2. Sigui f, + [a,b] — R una successid de funcions continues en |a, b) sense parcials convergents. T¢ la

X
successid Fp(x) = / sin(f,(¢)) dt alguna parcial convergent?

Demostracio. Aquest problema es basara en aplicacié del teorma de Arzela-Ascoli. El que ens diu aquest és
que, en [, b] (un espai metric compacte) i prenent K = (F,), € Cr([4, £]), sén equivalents que K sigui

compacte i que (£}), sigui tancada, acotada i equicontinua.

8 Surt de la definicié de continuitat: si |x — 9| <, aleshores |7 (x) — 7(y)| < ¢£,icom ¢ pren valors en [0, +00) podem obviar
el valor absolut.

Y g forga probable que la desigualtat no hagi de ser estricta, de manera que podriem haver-nos estalviat la definicié de 7, pero
segurament sigui més rigords aixi.
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. Hem de provar que (/3,), és uniformement acotada i equicontinua. Com que (f,), una successid

uniformement acotada, existeix A > otalque sup |f,(¢)| < M, peratotx € [a,b]. Per tant, si
tela,b]
n>1ix € |a,b]:

/ﬂxfn(t) dt

jaquea < x < b. DPertant, |F,(x)| < M (b — a) peratotx € [a,b] i també estd uniformement

| (x)] =

s/xlfn(tﬂdrsM/xdt:M(x—a)sM(b—a) < 0,

acotada. Queda veure que és equicontinua: si veiem que és uniformement equicontinua, ja haurem

acabat. I, en efecte, Ve > o1V existeix & > otal quesidy(x,y) < d,x,y € [a,b], |F(x) -

E(y)| <e:
/xfn(t) dr—/yfn(r) dt /yf,,(t) dt

icomx—1y < di|F(x)—F,(y)| < MJ,prenent e = M J jahem acabat. Ens podem adonar, tambg,

|5 (%)= F(y)] <

Y
S/ /() dt < Mx—yl,

que:

1B () = B(p)] < |B(0)] + | E(p)] = 2M (b - a).

Perd aixd solament ens dona acotacid, ja que & — 4 no es pot fer tan petit com vulguem (no podem
definir 0 a partir de dx(a, b)). Finalment, com hem demostrat que K és compacte, pel teorema de
Weierstrass (f3,), té una parcial convergent, i pel teorema de convergéncia uniforme i compacticitat,

aquesta parcial és convergent uniformement en [4, &]. [ |

Exercici 4.8. Sigui [ € C'(R). Suposem que f(0) = oique|f’(0)| < 1 Definim f, = fo -*- of i
g(x) =o.
1. Demostra que si x € R éstal que f,(x) — o quan n — oo, aleshores existeix un interval obert I, centrat
en x de tal manera que f,(y) — o quan n — oo, per y € I. Dedueix que la conca datraccid de o,
U, =A{«x | fn(x) — o}, és un conjunt obert.
Nota: utilitzen el teorema del valor mitja.
2. Demostra que si I C U, é un interval tancat i fitat, aleshores {f, | I — R};2 U { g} és un conjunt
compacte de funcions continues.
3. Demostra que si I C U, és un interval tancat i fitat, aleshores {f, },., & un conjunt de funcions equicon-

tinuesen I.

Demostracio.
7. Volem acabar provant que | £, (x) = f,(¥)| = o quanz — oo. f és continua i amb derivada continua,

pel quesi |f”(0)| < 1existeix un entorn J del o suficientment petit tal que |/”( )| < 1peratot j € /.

Sigui x € R tal que f,(x) — o quann — oo. Aleshores, existeix un 7, tal que per a tot 7 > 7,,

o
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Qo

f2(x) € J. Com f, és continua, existeix un I, = (x — 9, x +9) tal que £, (1) C J*°. Aleshores, donat
n > n, (és important que sigui estricta, ja que 7 — 1 > 7, que és el que estem buscant) i y € I, pel

teorema del valor mitja (cf. A.17, aplicata x := f,—,(x) € i y := f,,(y) € L) tenim:

12 (D)= (0 = 1f (Foma (D) = (faa ()]

IA

" O N (D) = fars ()] < frs (D) = fa=s ()] = 0

Tenir en compte que & € (f—1(x), fo—i(y)) € J, pel que |[f'(£)] < 1. També, per la mateixa rad,
|fn-1(y) = fa—1(x)| — o quan n — oco. Daquesta manera, f,(y) — oquanzn — oo. U, =
{x | f2(x) — o}, és un conjunt obert, el mateix entorn /.

Sabem que f, — ¢ puntualment per I'apartat anterior. De fet, peratot x €  C J la convergéncia en
I, = (x — 0, x + 0) és uniforme, ja que si y, g € I, aleshores |£,(y) — f»(2)| = o quann — oo.

Com que I C U, C R éstancat i acotat, pel teorema de Heine-Borel és compactei [ = U I, nés
xel

n
un recobriment, del qual en podem trobar un subrecobriment finit, / = U I;. Ambla configuracié

J=1
anterior, existeixen 7, . .., 7, € N tals que:
fo (L) €T, fa (D) € Tssfu, (L) € .
Aixi, la convergencia és uniforme en 7. Sigui n, = max #n;, tenim f, (I;) C J peratot j. Per

je{n,...n}
tant, com abans |f,,(y) — f,(2)| — o quan#z — o0, # > n,, perd araens val amb que x, y € 1, no

fa falta Z,,. Qualsevol successié d'elements de (f;),>o, que no tingui parcials constants ha de contenir
infinits elements diferents de (f;,),>; i, en particular, conté una parcial de (f;) ,>. En ser uniformement
convergent a la successié g, la parcial també ha de convergir uniformement a g. Per tant, hem vist que
el conjunt és compacte per successions i, per tant, compacte.

Conseqii¢ncia de apartat anterior, i del teorema d’Arzela-Ascoli aplicat al conjunt compacte f, — ¢
quan 7z — oo, La fita uniforme prové del fet que convergeixen uniformement a la funcié constant, que

és una funcio fitada. ]

Observacié 4.9. El conjunt de punts x tals que existeix un entorn U de x on (f;), és equicontinua, sano-

mena normalment conjunt de Fatou de la funcié f. El seu complementari és el conjunt de Julia, que exhibeix

un comportament caotic i un aspecte tipicament fractal. Els resultats anteriors sén extrapolables al pla com-

plex: el conjunt de Mandelbrot és el conjunt de punts ¢ € C tals que /:(2) = 2> — ¢ té un conjunt de Julia

connex.

2 Siesvol, J = (fn(x) — &, fr(x) + £), Ve > o.
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5
SERIES DE POTENCIES

Exercici s.x. Calcul el radi de convergencia de les segiients series de potencies:

1. e
n"

@ N
NeNIOR
S

S

X
~~
4
N
N
Y
Y
N

gl
]
L&

2" x”
0. E
n
n
Demostracio.
A_ . \ 7 1 . . I . n n . I
1. Anirem poc a poc perque és el primer. Si prenem (4,), = prs i(x"), = x”, tenim que — =
o A Fro .
lim {[— =lim— =0i R = +oo.
n n” n n

2. Aplicant el criteri del quocient, tenim:

ro o dal vn+1_hm AT _

1000 (] moooo

n+1

Javeurem que el radi de convergencia R = 1és forga ttil en molts contextos.

Qo

Fem el canvi de variable y = x*, de manera que passem a tenir la serie Z n!y”. Aplicarem, doncs, el

n
criteri del quocient:

n! . I
R = lim ——— = lim — =o.
71—>00 (n+1)' n—oo 71 + 1

Com es tradueix aixo per a Z n!x*"? Tenim que la série divergeix si | y| = |[x*| > 0 & |x]| > o},
n
per tant, R = o.

(-»)”

4. Podem reescriure-la en termes del criteri del quocient, de manera que 4, = (4x*)" 1 posant
2

Yy = 4x*quedag, = j( —y)". Aplicant el criteri:

I

27+ 2

R’ = lim 2+ = lim —— =1
n—0oo 27+1 n=eo 2n
Llavors la serie convergeix si, i només si, | y| = |4x*| = 4|x*| < 1; resolent la inequacié obtenim que

1 1 1
|x| < —. D’igual manera, trobem que la serie divergeix si, i només si [x| > —. Per tant, R = —.
2 2 2

-
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n

2
Observaci6 s.2. Altrament, podriem haver optat pel criteri de l’arrel i la subsuccessi6 4,, = (—1)" —.
2
En aquest cas:
I EY ET. . . [ 22" . I I
— =lim«/a, =lim X/a,, = lim X/a,, = lim — =2 lim =2 = R=-.
R n n n—oo n—>00 27 7n—00 270 2
n!
5. Tenim a, = — ino tenim més remei que aplicar el criteri del quocient (el de Iarrel no ens aniria molt
n
bé):
n!
o aal i " n!- (n+1)"" ) n (n+1)"™ ) n+1\”
R = lim = lim —— = — = lim . = lim =e
n—00 |g,y|  noe ()L nse (p+1)!-n? n—oo (n41)! n” n—oo \ 7
(m+1)7
27l
6. Finalment, 2,, = — i aplicant el criteri del quocient:
n
| nl . 27 I . n+tI 1
R = = lim — = - lim =- [
|44 rrril n 2
n
. . n+1|x
Exercici 5.3. Considerem la serie de poténcies: Z (—) .
n 3
1. Estudien la convergencia puntual i uniforme de la série.
2. Trobeu la suma de la serie en tot punt x del domini de convergencia.
., n+1
3. Quin és el valor de E ?
no”
n
Demostracio.
. .. .. n+1
1. Comencem calculant el radi de convergencia de la serie, (4,), = —
n-3
n+2
1 li |ﬂn+1| (n+1)-37+ . n(” + 2) . I !
— = lim = = Im — = - ] — | = —.
R n—ooc |a,l ;’Z“;Iz n—o 3(n+1)> 3 n—>0 3(m +1)* 3

Per tant, la série convergeix (puntualment) si, i només si, |x| < R = 3, ésadir, en (—3,3). De fet, per
1 1

X = 3 tenim Z (1 + —), que conegudament divergeix; d’altra banda, pera x = —3, Z(—I)” (1 + —),

que divergeix també. La serie convergeix uniformementen [—7, 7], peratot 7 € (0,3)".

. . . x . \ . 7
2. Consultar 5.4. Primer, fem el canvi de variable y = —, de manera que el radi de convergencia esdevé
3
r_ 3 .
R ===1iperaly| <
3

oo

S() :Z”T“y” = yS'() =Y (n+0y".

n n=i1

* Aquest argument de convergeix puntualment en (=3, 3), pero convergeix uniformement en [—r,r], r € (0,3) és conseqiiéncia

del criteri M de Weierstrass, i ve d’una proposicié de teoria. Aquesta ens assegura, a més, que la funcié f(x) = Z anx” és

n
continua en (-3, 3).

ANALIST MATEMATICA | EXERCICIS 43



Series de potencies

Resolem yS’(y). Tenim R = 1. Per tant la série és convergent per | y| < 11i divergent per |y| > 1.
També és facil veure que la serie divergeix tanten y = 1comen y = —1. A més, la série convergeix
uniformement en [—7, 7] peratoto < 7 < 1. Integrant la série de poténcies terme a terme, obtenim

que la primitiva ve donada per:

Vs : (=) +y* 29—
G(y) = ™y C = +C = S(y)=G'(y) = = , |yl < L.
y ;y — N=G0) == T e P
Per tant, i calculant la primitiva,
§' ()= 2 = S(3)=——~In(1-»)+C, [yl <
= — =— —In(i- , I
J (- ) =1 ) Y Y
Com que S(0) = o, se segueix que C = —1i:
n
Z””(f) :S(f): Ix—ln(l—f)—l, Ix] < 3.
s \3 3 =3 3
. I ; 5 . . , 1 9
3. Siprenem x = - en la férmula de I'apartat anterior, obtenim que el valor és s +In (g) [

Observaci(') 5.4. La suma de la serie en tot punt x del domini de convergencia es fa a partir de la identitat
Z x" = — |x| < 1. Es adir, totes les series en qué aplicarem aquest procediment tindran R =

Recordem quea |x| < R, podem integrar o derivar una serie de potencies fent-ho terme a terme.

Exercici s.5. Estudien la convergéncia de la série de potencies:

7L+I

Z( )nﬂ(n +1)(n+2)

n>1

St f(x) denota la seva suma, proveu que |x| < 1es compleix que:

xz'/ f’(z‘)? =ln(i+x)—x+ x:

Exercici 5.6. Considereu l'equacid xf" (x) = f(x) amb f (o) = o7 ['(0) = . Determineu la relacid de

recurrencia que compleixen els coeficients d’una série de poténcies f(x) = ¢, X" que, en el seu domini de
q 72 nX" g

n
definicid, compleixi l'equacio. Quin és el seu radi de convergéncia?

Demostracio. Sif (x) = Z ¢, x", llavors:

n=o
f(x) = Z NCyX Z(n + D) 17 (x) = Z n(n+1)c,x" .
n>1 n>o n>1

Ens interessa derivar més que integrar a causa de la identitat de la hipotesi, x/”(x) = f(x). Com f'(0) = o,

xf"(x) = Z n(n+1)c,p,x" = Z cpx” = Z X’ = f(x).

n>1 n=o n>1

o =01:

-
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Series de potencies

Cn

Per tant, tenim (c,), definida recursivament: ¢, = 7(% + 1)¢,4; 0, equivalentment, ¢4, = ﬁ Com
n(n+1
/(%) = ¢+ 265 +36,5" + -+ i (0) =1, es dedueix que ¢, = 1. Per induccié:
@
_ Cy 12 Cy _ (:3 _ Cy _ I
€ = = = y €4 = = = = -
2:3 2+3 1-2-3 3:4 1:°2-2:3:3-4 (m+1)!-n!
x}'l
Per tant, f (x) = Z W i, pel criteri del quocient podem calcular el radi de convergencia R:
n+1)!-n!
n
I ol n-(m—1)! ) I
— = lim =——— = lim ——=o
R n—o0 ¢, (71 + I)'}’l' 7n—00 n(}’l + I)
Per tant, R = +o0. [ |

x
Exercici 5.7. Trobeu l'expressiden série de poténciesde f al voltant del'origen dela funcid f (x) = ﬁ
x—1)(x—2
especificant el domini de convergencia de la serie.

Demostracid. Aqui el truc és expressar f () com a fraccions simples, és a dir:

A B X A+B=1 A=—1,B=2 2 I
+ = & .
x—1 x-2 (x—1)(x-2) 24+ B =0 X—2 X-1

I veure que podem expressar aquests dos termes com a resultats de sé¢ries geometriques infinites:

1 X\
Xx—2 1 x:_Z(;) o <2
- T2 xX\” I
C T — -5 - B -2
_an; |x| <1 n>o 750 2 n>0 2

-1 1—
x x n=o

Ens faltaria trobar el radi de convergeéncia, que fem amb un simple criteri del quocient. Ens quedaria R = 1.

Quan x = 1, —1 la série divergeix en els dos casos. El domini de convergencia és, doncs, (—1,1). [
- N —n—3

Exercici 5.8. Sigu: Z —x"

n>1
1. Estudien la convergencia puntual i uniforme de la série.

n+1

2. Calculen la suma de la serie de poténcies en el seu domini.

Demostracio.
n*—n-—3 . . . o
1. Posem Z a,x",ona, = — Podem calcular el radi de convergencia de la série amb el criteri
>1
del quo;éi_ent:
I N s (R R
n—eo |a,| e (n+2)(n*—n—3)

Es compleix, doncs, que el radi de convergeéncia de la serie de poténcies és R = 1. Aixi, mirem els punts

n—00

de contacte, ¥ € {—1,1}. Quan ¥ = —1 tenim una serie alternada tal que 4, —— ©0, de manera que

no és convergent (per exemple, per Dirichlet). En el cas & = 1, exactament el mateix: Z a, — oo. Per

n
tant, tampoc és COIlVCI‘gCl’lt enx = 1.
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. , . n*—n-—3
2. El primer que fem és reescriure ——— =7 —2 — . Per tant:
n+i1 n+1
2
n*—n-—3
E —x”—an —sz Z h(x)—sz g(x).
n+1 }’l+I
n21 n21 nx1 n>1

Cadascuna d’aquestes series té radi de convergencia 1, de manera que aquesta reescriptura és certa per a

tot |x| < 1. Perd h(x) = xh,(x) on b, (x) = Z nx"" Iperalx| <1,

n=1

/x h(t)dt = /xi nt"'dr = ix” =

Per tant, h,(x) = ( al ),

I—X

. Arasiposem g,(x) = xg(x), es compleix

-
(1- x)l (1-x)*

- X

que g/ (x) = ix” =

gi(x) — g(o) = /x édt =—x-In(1-x) = g(x)= ln(I ) x # 0, g(o) =o.

Finalment,

= -2 - 1-—
n+1 (1—-x)* 1—-x x

inz—n—3 " X X In(1 — x)
K=
n=1

six # o,isi x = oval zero. [}

Exercici 5.9. Considerem la serie de funcions definida per:
i (x> +2)"
= n(n—1)5""

1. Trobeu el conjunt E de punts x € R tals que la serie és convergent.

2. Hi ba convergencia uniforme de la série en E?

Demostracio.
x*+2\" . x*+2 .
. Podem reescriure la série com: Z . Per tant, si posem Yy , tenim
n(n - 1) 5
[ee]
5 n . .. . 5
_ odem aplicar el criteri del quocient pera g, = ———:
Zn(n—l) 7P P d P n(n—r1)
n=2
5
I . (n+1)n
— = lim =1
’ S1—00 5
n(n-1)
També ho fa per als valors y = —1,1
(o]
S , . 1 [ [
LI Z ———— ¢s convergent, ja que es comporta com una Z — que també ho és.
n(n—1 n?
n=2
q .
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Series de potencies

(o)

S 7 \ . 5 ’
L2 E ————(—1)" és una serie alternada amb ———— "\ o, de manera que és convergent pel
o n(n—1) n(n—r1)

criteri de Dirichlet.
x*+2

} = [=v5 3.

Aixi doncs, la série convergeix si, i només si, y € [~1,1],i E = {x eR |
Perque la convergencia sigui uniforme, podem aplicar el criteri M de Weierstrass. I, en efecte, podem

trobar una cota per a cada

o (o]
Z n(ns— 1) e Z n(ns— 1) < o
n=2 n=z
Ho podem fer ja que | y”| < 1 per a tot #; naturalment, cada - 9" estd acotat per ———.
n(n—1) n(n—1)
De manera que Z M, < oo ilaserie és uniformement convergent en E. [ |

n

(-»”

Exercici s.x0. Calculen la suma de la série Z ﬁ
4"(2n +1

(=" .

27 +1

Demostracid. Considerem la serie de poténcies S(x) = Z
nx1

”, que té radi de convergencia R = 1, i

I
volem calcular el valor en x = —. Aleshores,

2
(_I)n 27+ ’ n.on 2\
xS(x) = Z N = (xS(x) = Z(—I) X = Z(—x )'=—— lxl <.
n21 Tl nx1 n21 rrx
Calculant #na primitiva, obtenim que xS5(x) = —x + arctan x + C i prenent x = o obtenim C = o amb el
que, com
,__arctanx I+Ixz
lim ———— = — = lim =1,
X—0 X (0] X—0 I
se segueix que:
I
—1+ —arctan(x), six # o;
S(x) = X
o, six =o.
I 1
Pertant, S (- | = =1+ 2arctan (- |. [
2 2

Exercici s.ix. S7x € R, proven que:

xZ}’l

San(x) — Z( )}’l 1_27n— I(Zn)'

n>1
Demostracio. Derivarem i tornarem a integrar. Ho farem en aquest ordre perque farem s de la identitat
(sin*(x))" = 2sin(x) cos(x) = sin(2x), que podem posar com una série infinita de Taylor:

( x) 2.72+1 zn+1

SIH(Z")‘Z( I)n( n+1)! Z( W Znﬂ(zn+1)'

n=o
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Ara podem integrar terme a terme i donar #na primitiva:

272+1 27[+I

smz(x)—Z( )”(wﬂ)'/ 2”+‘dx—C+Z( I)"(m“)'x”m.

n=o n>o0
Com que sin*(0) = o, C = o. Per tant, posant £ = 7 + 1:

z/el

sm"(x)—Z( k- I( o Xk, n

—I) 7 o271

Exercici s.az. Consideren la serie de poténcies Z . Trobeu el domini de convergencia i calculen la

n(2n —1

suma de la série en els punts del domini, detallant els intervals on la seérie és uniformement convergent. Justifi-

queun tots els passos.

Demostracio. No ens entretindrem molt, ni entrarem en molt de detall. Es pot comprovar mitjangantel criteri

del quocient que R = 1, que per x = —1,1 la série convergeix i que en virtut del teorema d’Abel la serie és
. . . . (-1)”

convergent (uniformement) en [—1, 1], el domini de convergéncia. Tenim S(x) = Z ( ) X" per
n(2n —

S(x)

tant podem definir /' (x) = en [—1,0) U (0,1] i estendre-ho continuament al x = o:

R
=22 =S i) = n(w—o ’

n>1 six =o.

six # o;

Queda clar que si derivem (podem derivar terme a terme, per teoria) ens podrem desfer del 7 al denominador;

per tant:
0"
f'(x) (S(x)) z :]‘;l, f;l(x) _ ZEX , SlX # 0

n>1 o, six = o.

Si tornem a derivar (terme a terme, un altre cop), podrem desfer-nos del 22 — 11 calcular la serie per a x # o:

2 (=1)" x> i 0;
]pu(x) (S(x)) Zf n/;(x) _ o( ) x 5 s.x # — _ZZ(_I)n—Ixz(n—I) — —ZZ(—xZ)”

n>1 ’ s1x = o. n>1 n>o

> ~. Per com hem definit /7 (x), (%) i f (x), tenim que f'(0) = f”(o) =

1+ X

7" (o), ipodem calcular I'integral definida, des del o.

I el resultat d’aquesta serie és

X 5 X
f(x)= / e dt = —2arctanx = f(x) = / —2arctant dt = —2x arctan x + In |1 + x7?|.
o I o

Aquesta tltima integral ’hem feta per parts. Hem vist, doncs, que per x € [—1,1] tenim S(x) = xf (x) =

—2x*arctan x + 2x In |1 + x*|. (]

-
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Séries de Fourier 6.2

Exercici 5.13. Peran € N, sigui:

fn(x) = n((z_n—l)—nI)(I —cosx)”", x €R,

i sigui E el conjunt dels nombres x € R tals que convergeix la serie Z fn(x). Determineu E.
n

Demostracio. Hem de fer un canvi de variable, y = 1 — cosx, i determinar el radi de convergencia per a

(-n”"

(an)n = m Pel que fa al radi de convergencia:
I . |4n+1| . (m+1) Eznﬂ) . n(zn - I)
— = — = |lim ————— = lim ————— =1
R’ n—o0 |ﬂn| n—oo m 7n—00 (n + I) (Zﬂ + I)

Ara, la convergencia (uniforme, per Abel) esta assegurada per a | y| < 1(es pot comprovar que per als punts

y = —1,1també ho és), desfent el canvi de variable, £ = {x | 1—cosx € [-n1]} = {x | cosx > o}. [ |

0
SERIES DE FOURIER

Definicié 6.1 (Serie de Fourier). Siguif € L'([—, 7)). Definim el coeficient de Fourier de / d’ordre z €
Z ila serie de Fourier, Sf (x):

V3 — . N —~ .
f(n) = i /_ @™ d, Sf(x) = D F ™, Snf(x) = n;N f(m)e™.

nez
Al tractar amb funcions 27 -periodiques, també podem considerar funcions f : [0, 27) — R integrables i

calcular /? (7) com:
/?(n) = i /O fx)e " dx .

En termes de sinus i cosinus, la série de Fourier de f* queda com:

SF(x) = “7 £ aycos(nx) + Y bysin(nx),

n=1 nx1

on:

I
dn:_
T

T T
/ f(x) cos(nx) dx, b, = i / f(x)sin(nx) dex .
Exercici 6.2. Considerem la funcid 2mw-periodica, que en |—7, m) ve definida per:

—cos(x), si—7m<x<o,
f(x) =10, six = o,

cos(x), si —mr<o0o<x<T.

Demostren la série de Fourier de f ve donada per:

(o8]

SF(x) = %Z 4;— sin(27).

n=1
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Demostracid. Adonem-nos que la funcid £ (x) és senar i, per tant, Z ay, cos(kx) = 0”* (cada 4, ens donaria
k>1
o). Es a dir, la seva série de Fourier ve donada per S£ (x) = Z b, sin(nx). Anem a calcularels b,,:
k>1

% /_: f (x) sin(kx) dx - % /077 f(x)sin(kx) dx = % /077 cos(x) sin(kx) dx, I, = /OW cos(x) sin(kx) dx .

Integrant aquesta [}, per parts, veiem que:

I, = (sinx - sin(kx)) " — /e/ sin x cos(kx) dx = —k/ sin x cos(kx) dx

—k ((—cos x)(—ksin(kx)))i2> +k /ﬂ(— cos x)(—ksin(kx)) dx
= k((cos 7 cos(km) — 1)) + k*L;, = —k((—=1)F +1) + kI,

d’on obtenim que (1 — &%), = k(-0 +1)i ], = kzL((_I)k +1). Per tant:
-1

) o, sikéssenar, kb =2n — 15
b,=—1, = 27
k= 0k 4. ,  sikésparell, k = 2n.
T 4n*—1
Aixi doncs,
n
St(x) = by sin(kx) = b,,sin(2nx) = — sin(272x). [
f(>;k<>;n( ) ;W-I (2n0)

Exercici 6.3. Sigui | una funcid senar, 2m-periodica definida en [o, ] per f (x) = x(w — x).

. Calculen Za sérz'e de Fourierde f.
k

(-1)
. Calculen Z k+3)

Demostracio.

. Com [ és senar i 27-periddica, Sf(x) = Z b,sin(nx)ib, = / f(x)sin(nx) dx. Per a fer

n21
aquest calcul, podem servir-nos d’un parell d’integrals per part iterades, amb les quals no ens entretin-

drem. Obtenim que &, = i}(l — (-1)"), de manera que:
n

o, sin = 2k, . 3 . .
b, = 8 , L= SF(x) = Zk: bop-ssin((2k-1)x) = ~ ; ey sin( (2k—1)x).

ﬂ(zk o sin =2k

** la funcié f'(x) és senar i la funcié cos(x) és parella, de manera que el seu producte és una funcié senar, i per a tota funcié senar
a

tenim que per a tot 4 tenim que / f(x) cos(nx) dx = o. a és finit o infinit, i la funcié no té cap asimptota vertical entre —a
—a
ia.
3 El producte de dues funcions senars és una funcid parella, i la integral d’una funcié parella entre —z i 4 és el doble de la integral
entre o i 4, on 4 ¢és finit o infinit, i la funcié no té cap asimptota vertical entre —2 i a.

-
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Séries de Fourier

, . . . . N T
2. Aqui es posa interessant. Sembla que no tingui res a veure amb I'apartat anterior, perd com f (—) =
2

T T >
P E—
f N if 5 " enim que
T T 8 I T 8 I
5 (5)- 8 gl D) - £
4 f N 72';(2/6—1)3 sin ( (2 I)2 ﬂ;(zk—1)3 sin ((2k — 1)) (—1)
Llavors, aillant tenim que:
> k - sin ((2k = 1)) (-0f = —
k>1 (

Llavors, a partir d’aqui és qiiesti6 de reescriure el sumatori com se’ns demana. Posant 7 = £ + 2:

r+2 r 7['3
Z I) 3 B Z 3 Z = 3 ) -
= (r+ 3) (zr + 3) (2r + 3) 32
Exercici 6.4. Sigui [ una funcid integrable en T.

1. Sif é mw-periodica, demostren que per a tot n senar, ]? (n) = o.

2. Si [ pren valors reals, demostren que per a tor n > 1, f (-n) = /? (n).

Demostracio.

. Donat que f és 7 periddica, es compleix que

27 f(n) = / : F(8)e™dé = /_ 7, £(8)edb + / ’ £(8)e 9 do
= / F(6)e " d6 + /_ ) dp = /_ N0 (1+e—f"7f) e ds.

Pero, si 72 és senar, la darrera integral és zero, utilitzant que si 7z és senar, ¢7*""” = —1.

2. Donat que f pren valors reals, es compleix que /" = f'. Per tant,

Fn) = # /_ [®)eds = j [ ] £(6)e™%d6 = F(-n). m

Exercici 6.5. Sigui f una funcid integrable enT. Demostren que si [ és decreixent a [0, 27, llavors per a cada

n = 1tenim que:
Ay (f) = / f (x)sin(nx) dx > o.

Demostracio. El que fem és dividir I'interval [0, 27] en una particié P = {a, = o,...,4, = 27} =
2mhk| . , _ .
{d,- | a; = —}, {=o0,...,niprenem [; = [aj, d]-+1], o < j < n. Pel teorema fonamental del cal-
n
cul, podem considerar 4,(f) com la suma de les integrals en /; per a tot 7, és a dir:

27 (k+1)

A,(f) = / " £ () sin(nx) de=y /kk £(x) sin(nx) dx.
° k=0 ¥ Tn
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A més, si j < n,el canvi de variable y = nx ens dona que

_”’(f“) I 27 (k+1)
/ sin(nx) dx = — / sin ydy = o,
n 2

27 T

ja que el sinus és una funcié 27-periddica i senar. Per tant:

27 (k+1) 7 (2k+1) 27 (k+1)

n n
sin(nx) dx = / f(x)sin(nx) dx + f (x) sin(nx) dx,

2wk 2wk 7 (2k+1)

n n n
2wk w(2k +1
jaque2mk < (2k +1)7 < 27 (k + 1). Donat que f és decreixent, si x € ( , ( )), es com-

n n

7 (2k +1)

> o itambé en aquest interval sin(zx) > o. Analogament, si x €

pleix que f(x) — f(

w(2k+1) 27(k+1) . 27 (k +1) . , ) .
( , , tenim que f (x) — f | ——=] < oitambé en aquest interval sin(zx) < o.
n n n
Per tant, en tots dos casos tenim una integral més gran que o. |

Exercici 6.6. Sigui [ una funcid integrable en T i sigui n > 1. Definim p(x) = [(nx) pera tot x € T.

Demostren que si m € Z, llavors:

—~im .
o[ e
o, en cas contrari.
Exercici 6.7. Sigui | € C'([-7,7]) amb f (%) = f (-=).
1. Proven que/?’(n) = z'n/?(n).

M
2. Demostreu que bi ha una constant M € (o, +00) de manera que | (n)| < ﬁ, ne€lin#o.
n

—~

Exercici 6.8. Sigui f una funcidintegrable en'T i acotada per 1. Demostreu que es compleix que | ]? (1)— ]? (0)] <
4

T

Exercici 6.9. Sigui [ (x) = |x|en -7, 7). Demostra que la série de Fourier Sf(x) és:

T 4 cos((2k —1)x)

81 () :Z_Ekzl (2k —1)

, a
Demostracid. Sigui f (x) = |x|,en [—7, 7). Es una funcié parella i, per tant, S (x) = == + Z a, cos(nx)
2

n=1

I T
2 2
itenima, = — = / lx| dx = — / x dx = w. A més, per n > 1integrant per parts obtenim:
77 (o] 7r (0]

2, = i/ x cos(nx) di = i( .. s1n(nx)] _/ sin(7x) dx)
7 Jo T r X=0 o n

o L [__COS(”’C)]M) = (cos(nm) =) = LD
— " . n T n

X=0

-
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Cinc céntims de Calcul

Per tant,

SF(x) = % + zi (%) cos(nx).

n=1

Finalment, observem que si 2 = 2k, aleshores (—1)” — 1 = o i, per tant:

SF(x) = z Z cos((z(/:/e —I)Iz)x) .

A
CiNnc ceNTIMS DE CALCUL

Definicié A.x (Successid). Una successié de nombres reals és una aplicacié de Nen a R, és a dir,
a:N—R,n— a,

que fa correspondre a cada 7 un nombre real, f (%) = a,. {a,,n € N}, on a,, sera el terme general de la

successio.

Definici6 A.2 (Limit d’'una successié). Unasuccessié {4,, 7 € N} aR esdiu que té de limit de la successié
el nombre / € R, 0 bé que convergeix capa/,siperatote > o In, € Ntal que V. > n,, |a, — | < e.
Escriurem:

lim a, = hman =/
n—>00

Proposici6 A.3. S7 una successid t¢ limit, aquest és vinic.

Demostracid. Suposem que existeixen dos limits /, i /, d’una mateixa successié 4,,¢p. Aleshores, fixat £ > o,
3n,, n, € N tal que:

la, — | < &,¥n > n,
la, —L,| < &,Yn > n,

Llavors, si per # > max(7,, #,) tenim que

=Ll =l —an+a,—bL| <|h—ayl +|a,—1,] < 26
i com aix0 és cert Ve > o, aixd implica que /, = /,. (]
Definicié A.4. Lasuccessié {a,} ésacotadasik € R | |a,| < M,VYn € N,

Teorema A.s. Tota successid convergent és acotada. Com a conseqiiencia, tota successio no fitada és divergent.

Teorema A.6. Siguin {a,}n i {by,}w dues successions amblim a, = a 1lim b, = b. Aleshores,
n n
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. lim(da,) = Aa,
2. lim(a, + b,) = a + b,

3. lim(a, - b,) = a- b,

Teorema A.7. Signi{ay}nen una successio convergent amb limitlim a, = a. St existeixen constants ¢, d € R
n
in, €N

c<a,<d,Vn>n, = c<a<d

Demostracid. Suposem a > d (Ialtre cas es fard de manera similar). Prenem ¢ = 2 — d > o. Per definicié de
limit, 3n, € N tal que V2 > 7, es té

la, —al<e=a-d

En particular,

agp=a—-(a—ay)>a-|la—ay|>a-(a-d)=d

i 2ix0 és contradictori. Per reduccié a labsurd la contradiccid ve de suposar 2 > d. Aixi, a < d. [

Teorema A.8. Siguin {a,}nen 2 {0y} new dues successions satisfent

Il
Y

lim a,
n

limb, =b
n
Si3n, € Ntal que a, < b,,Nn > no, aleshores a < b.

Teorema A.9 (Lema o Teorema del Sandwich). Siguin {a,}nen, {00} nen, {n} nen successions pera les quals
existeix n, € N tal que

a, < b, <c,,¥n > n,
lima, =lim¢, =/ = limb, =1
n n n

De la mateixa manera, signin f, b, g + D — R talsque f (x) < h(x) < g(x),Vx € D en un entorn d’a.
Sigui a € D pel qual existeixen els limits de | i b al punt d’a i, a més, coincideixen; és a dir, ¢ = lim f(x) =
X—a

lim g(x). Aleshores, lim h(x) = €.

Teorema A.xo. Tota successio monotona creixent i acotada superiorment és convergent. Analogament, tota suc-

cessio monotona decreixent i acotada in ferz'orment és convergent.

Definicié A.mx (Successié de Cauchy). Una successié {4, }nen és de Cauchy si per tot ¢ > 0, In, € N tal
que VY, m > n, es té

lay — am| < ¢

Teorema A.xz. Sigui {a,}nen una successid. Aleshores, {ay}nen é convergent < {ay}nen é de Cauchy.

-
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Demostraci. Suposem que {4y}, és convergent. Com que la successi6 és convergent, 3p € R tal que:

Ve > o Jn, ||la, — pl < €/2, Yn > n,.

Per tant, per a qualssevol 7, m > 7, tenim:

Ve > o dn,

|ﬂn_P| <5/23|4m_]7| <5/25 Vn>m>no-

de manera que:

|ﬂn_ﬂm| < |ﬂn_p|+|ﬂm_p| <5/2+5/2:5>

que és la condicié de Cauchy presentada a la definicid A.11. |

Teorema A.x3 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Sigui{a,},en una successi acotada. Aleshores existeix una

subsuccessid convergent. Convergent = fitada, fitada = parcial convergent.

Demostracio. Primer aclarir que una subsuccessié (o successio parcial) de {4, } e és una successié de laforma
{an, Yhensonm <n, <...<mnp <....Prenem [ = [4, B] tal que Va,, € I idividim I'interval en dues
meitats. En alguna de les dues meitats hi ha infinits termes de la successié (podrien ser les dues meitats).
Ens quedem la meitat /; que conté infinits elements i prenem com a 4,, el primer element de la successié
que compleix 4, € 1. Repetim el procés amb 7, i ens quedem amb la meitat que conté infinits elements,
anomenem-la /,, triem 4,,, € I, dela mateixa manera. Anem repetint aquesta idea i obtenim una subsucessié
an, € I tal quesi k, m > n,, aleshores:

- A

|ﬂn/€ - ﬂmkl < 2o

perque cada cop anem fent meitats. Aixi, {4,, }zen ¢s una successié de Cauchy, i per tant, convergent. [ |

Proposicié A.I4 (Criteri de Stolz). Sigu: (bn)ﬂ una successio estrictament creixent amblim b,, = +o00i (a,), C
n

R tals que hm b——bnl = (. Aleshores, l1£n b_ =/.

Definici6 A.xs (Infinitesims).
1. Direm que f és un infinitesim quan x tendeixa 2 € Rssi lim f(x) = o.
X—a
Sif, g sén dos infinitésims quan x — 4, direm que /* és d'ordre superior a g si:

lim (f(x))

v—a \ g(x)

Es a dir, si f es fa petita més rapidament que £ quan x tendeix a 4, sescriu f (x) = 0(g(x)), x — a.

;. Direm que £ i ¢ sén infinitésims equivalents si:

J}i_m (Zix;) 1 = f(x) = g(x), x = a.
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Teorema A.16 (Teorema de Rolle). Sigui f € C([a, b]), derivable a tot (a, b), tal gue [ (a) = f(b). Ales-

hores, existeix ¢ € (a, b) tal que [’ (c) = o.

Teorema A.x7 (Teorema del valor mitja de Lagrange). Sigui f € C([a, b)) i derivable a tot (a, b). Alesho-
res, existeix ¢ € (a, b) tal que f (b) — f(a) = [ (c)(b — a).

Teorema A.a8 (Polinomi de Taylor). Sigui f una funcid n — 1 cops derivable a un interval 1, i sigui a € I on

f =1 &5 derivable. Aleshores, el polinomi:

f/(a)

2!

n£(f) (n)
Zf—]' x—a) =f(a)+f(a)(x—a) + (x—a)2+---+f—'(ﬂ)(x—a)”
J: n!

=

té ordre de contacte superior a n amb f al punt a.
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