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Morfismes de grups

I

GRUPS I SUBGRUPS

Definicié 1.1 (Grup). Esun conjunt G no buit dotat d’una operacié interna associativa, amb element neutre
i tal que tot element té simetric. Si, a més, 'operacié és commutativa, diem que el grup és abelia:

1. peratotsx, 9,2 € G, (x © y) @ 2 = x © (y © 2), la propietat associativa;

2. existeixe € Gtalquee @ x = x ©@ ¢ = x,peratot x € G (¢ éslelement neutre de G).

3. peratotx € G, existeix x" € G tal que X’ © x = x © &” = ¢ (& és lelement simetric de x);

Definici6 1.2 (Subgrup). Un subgrup d’un grup G és un subconjunt no buit /7 de G tal que:

1. x,y € H = xy € H (H és tancat respecte de l'operacié de G).

2. H és grup amb loperacié de G.

Proposici6 1.3. Siguin G un grupi H C G un subconjunt no buit. Els tres enunciats segiients son equivalents:
1. H é subgrup de G.
2. H satisfa les segiients propietats:
1. ¢ € H,
2. peratotx € H escompleix x™' € H,
3. peratotx,y € H escompleixxy € H.

3. Peratotx,y € H escompleixxy™ € H.

Definici6 1.4 (Grup simetric). Posem S, el conjunt de les permutacions de 7 elements amb el producte de

permutacions. Es un grup que es diu grup simetric. A S, tenim 7! permutacions.

2

MORFISMES DE GRUPS

Definicié 2.1 (Morfisme). Si G, G’ sén grups, una aplicacié f : G — G’ és un morfisme de grups si

f(xy)=Ff(x)f(y),peratotx, y € G.

Definicié 2.2 (Tipus de morfismes). Suposem dos grups G, G” i f una aplicacié f : G — G.
1. Un monomorfisme de grups és un morfisme de grups injectiu, és a dir, ker(f) = {e}.
2. Un epimorfisme de grups és un morfisme de grups exhaustiu, és a dir, im(f) = G’.
3. Un dsomorfisme de grups és un morfisme de grups bijectiu. Diem que dos grups G, G’ sén isomorfs i
posem G = G’ si existeix un isomorfisme de grups f : G — G’. Clarament, la relacié de ser isomorfs
és una relacié d’equivalencia.

4. Un endomorfisme d’'un grup G és un morfisme de grups de G en G.

2 MaARIO VILAR



Lagrange 3.3

5. Un automorfisme de G és un endomorfisme de G bijectiu.

Definicié 2.3 (Nucliiimatge d’un grup). Siguin G, G grups. Per a un morfisme de grups f : G — G’
definim el nuclide f com ker(f) = {x € G | f(x) = ¢’} (els elements del conjunt inicial que senvien per f

al neutre del conjunt d’arribada) i definim la imatge de / com im(f) = {f (x) | x € G} (el conjunt d’imatges
per f).
Proposicié 2.4. Sif : G — G’ & morfisme de grups, ker(f) és subgrup de G i im(f') és subgrup de G’

Proposici6 2.5. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups:
1. Si H ésun subgrupde G, f (H) = {f (H) | x € HY} ésubgrup de G
2. St H' ésubgrupde G', f'(H') ={x € G | f(x) € H'} ésubgrup de G.

Proposicié 2.6. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups. [ é un morfisme injectiu si, i només si, ker(f) =
{e}.
Demostracio.
= Suposem f injectiu i sigui x € ker(f). Tenim £ (x) = ¢’ = f(¢) => x = ¢, a causa de la definicié
d’injectivitat. Per tant, ker(f) = {e}.
& Suposem ara ker(f) = {¢} isiguinx, y € Gralsque f(x) = f(y). Tenimf(x) = f(y) = ¢ =
F)f()™" =fF)f(y™) = fF(xy™). Pertant, x y~* € ker(f). Notem que totes les implicacions

que hem fet resulten ser equivaléncies. Aixi, fem servir la hipotesi que ker(f') = {e}. Aleshores, x y™" =

¢; equivalentment, x = .

3
LAGRANGE

Definici6 3.1 (Ordre d’un grup). Donat un grup G, diem que G és finit si el conjunt G és finit i, en aquest

cas, diem ordre de G iindiquem per |G| el cardinal del conjunt G.

Definicié 3.2 (Index de grup). Donats un grup G i un subgrup H de G, posem [G : H] i diem index de
G en H el cardinal de G/ D (que hem vist és igual al de G/E). En altres paraules, és el nombre de classes

d’equivalencia que existeix, tant per la dreta com per l'esquerra.

Teorema 3.3 (Teorema de Lagrange). Donats un grup G i un subgrup H de G, ¢l grup G és finit s, o només
si, Hi |G : H] son finits. En aquest cas,

|Gl =1H[-[G: H]. (3.1)

En particular, |H| 7 [G : H] son divisors de |G|.

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 3



4 Grups normals i quocients

Demostracio.

= Suposem G finit. Com que H éssubgrup (i, en particular, subconjunt) de G, H és finiticom les classes
d’equivalencia per D formen una particié de G, és a dir, G és reunié disjunta de les classes d’equivalen-
cia, [G : H] és finit.

& Suposem ara /i [G : H] finits. Com G és reunié disjunta de les classes d’equivalencia per D, hi ha

[G : H],1iacada classe dequivaléncia, hi ha tants elements com a A, tenim |G| = |H| - [G : H].

4
GRUPS NORMALS I QUOCIENTS

Proposici6 4.1. Sigui G un grup, H un subgrup de G, D i E les relacions definides a partir d’H. Els enunciats

segtients son equivalents:

* xH = Hx, peratot x € G;

e xHx™" ={xhx™ | heH}=H, perattx € G;
* xHx™ C H, peratotx € G;

* D és compatible amb l'operacid de G;

o E & compatible amb loperacid de G.

Demostracio.

1

1= 2 Suposat x/ = Hx peratotx € G volem provar que xHx™" = H, peratotx € G un altre cop.

Siguinx € Gih € H.Posem xh € xH = Hx. Per tant, existeixun »’ € H talque xh = h'x.
(xh)x™ = (W x)x"=h(xx"")=h" € H. (4.1)

Hem vist que xHx™ C Hperatotx € G. x'Hx ¢ H & H C xHx™]i, per tant,
xhx=bh — xh'x"=h.

2 = 3 Unaigualtat és una doble inclusié. Simplement cal usar la inclusié cap a la dreta.

1

2 =1 Araprenem com a hipotesi x [/ x™" = H peratotx € G. En particular, tenim que x /x™" C H pera

1

totx € Gspertant,xH{ = Hx peratotx € G. Existeix b’ € H tal que xhx™" = b’ i aixd implica que
xh=hxe Hx,ésadir,xH C Hx.Podem obtenir la inclusié contraria analogament, x "Hx € H
peratotx € G; per tant, existeix »” € H tal que x'hx = b’ iaix0 implica que xb = b'x € xH.
1= 4 D resulta ser compatible amb el producte de G.

xDx’

} — x'y':x(by)b’:x(yb”)b’:xy(/o"b') = yDy,} — xnyly,, (4,2,)

x' =xbh

Y =or
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Teoremes d’isomorfia §.I

3 & 4 Arasuposem que D és compatible. Volem demostrar que x Hx™" C H,peratotx € G. Volem veure
x € Gib € H implicaque xhx™" € H.
xhDx

x“Dx“} = xhx'Dxx'=e¢ = xhx '€ H. (4-3)

1= 5 Aravolem provar quesi x{ = Hx peratotx € G, E és compatible amb el producte de G. Posem
x' = hxiy =h"y. Aleshores, x’y" = h(xh")y = (bh")xy, on ala segona igualtat hem usat que
xh" = b"x peraalgun b” € H. Per tant, (x"y") E(x y) ija hem acabat.

3 &5 Suposant que £ és compatible, volem trobar que x /x™ C H peratotx € G. Prenem x € G i
b € H.Perhipdtesi, x Ex i hxT' Ex™" aixi, xhx "' Exx™ =¢ = xhx™ € H.

Definicié 4.2 (Morfisme de pas al quocient). El definim per 7 : G — G/H ienvia cada element de G a

la seva classe en G/ H. Es epimorfisme de grups amb nucli /.

Definici6 4.3 (Grup normal). Un subgrup A de G es diu normal si es compleix alguna (i, per conseqii¢ncia,
totes) de les condicions de 4.1. En aquest cas, G/D = G/E ilescrivim G/H o H < G. En particular,

anomenem x — [x] com morfisme de pas al quocient.

Definici6 4.4 (Grup quocient). Sigui /4 unsubgrup de G. Si H ésnormal, G/ H té estructura de grup. En
efecte, [x][y] = [xy] ies diu grup quocientde G en H.

Proposicié 4.5. Sif : G — G’ & un morfisme de grups, ker(f) és subgrup normal de G.

Proposicié 4.6. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups.
1. St H ésun subgrup de G, aleshores f (H) és subgrup de G'.
2. St H' é subgrup de G', aleshores [~ (H') és subgrup de G. A més, si H' és subgrup normal de G,
aleshores [~ (H') é subgrup normal de G.

Proposici6 4.7. Si G é abelia, aleshores cada subgrup H de G é normal. St |G : H] = 2, aleshores H ¢s

normal en G.

S5
TEOREMES D’ISOMORFIA

Definici6 s.x (/ factoritza a través de G/ H). Siguin G, G’ grupsisiguif : G — G’ un morfisme de grups
i sigui A un subgrup normal de G. Diem que / factoritza a través de G/ H si existeix un morfisme de grups
7 :G/H — G'talquef = 7 om,on7 : G — G/H ésel morfisme de pas a quocient, és a dir, si existeix

un morfisme de grup57 : G/H — G’ que faci commutatiu el diagrama:

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 5



Teoremes d’isomorfia

G ! es
G/H

Figura 1: El diagrama commuta si, i noméssi, / = f o 7.

Proposici6 s.2. Siguin G, G’ grupsisigni f : G — G’ un morfisme de grups i sigui H un subgrup normal
de G. Aleshores, f factoritza a través de G | H si, i només si, H C ker(f).

Demostracio.
= Sif factoritza a través de G/H i b € H, tenint en compte la definicié de 7 i que ]_F és morfisme,
obtenim f(b) = f(?f(b)) = f( ]) = f(e) = ¢/, on en la tercera igualtat [h] = € per la sel-lecci6
d’h. ¢ indica l'element neutre de G/ H i ¢’ el del de G’. Per tant, H C ker(f).
& SiH C ker(f), deﬁnim]? : G/H — G’ per F([x]) = f(x), on [x] indicala classe 2a G/ H d’un
element x de G. Hem de veure que la definicié no depen del representant de la classe, és a dir, que

[x] =[y] = [f(x)=F(y).Siy € [x] tenim que y = xh,amb b € H. Per tant,

[(0)=fxh) =[f(x)f(h) =f(x)e = f(x), (s-1)

jaque b € H C ker(f). Ara, cal veure si F és morfisme de grups. Si x, y € G, tenim:

FUDD =F Ly = £ () = FF () = F(LDF (LD, (52)
per la definicié d’operacié al grup quocient G/ H (el producte de classes), el fet que / és morfisme de
grups ila definici6 de F Finalment, és clar que f = /_Co 7 (aixi doncs, f factoritza a través de G/ H per
definicid).

Teorema 5.3 (Primer teorema d’isomorfia). S7 G, G’ son grupsi f + G — G’ & un morfisme de grups,
aleshores [ factoritza a través de G [ker(f) i tenim | = i o f o 7, amb /‘< isomorfisme de grups G [ker(f) en
im(f),onmw : G — G/ker(f) ésel morfisme de pas al guocienti i - im(f) — G’ la inclusid. Tenim, doncs,

un dz'ozgmma commutatin:

l/T

G/ker(f) —) im(f)

Figura 2: Primer teorema d’isomorfia.

6 MARIO VILAR



Grups ciclics 6.4

Demostracid. Perls.2, existeix un morfisme £ : G /ker(f) — G’, queenvia [x] —> f(x), talquef = for.
Clarament, ? és injectiu i/7 =io f ,amb f isomorfisme de G /ker(f) en im(?). Com im(f) = im(f), per

la definicid de f obtenim el resultat desitjat.

?:l.o];) f: Glker(f) — im(f)

(x] — (%) f=iofom, fésinjectiva. (5.3)

f és injectiva ja que, donada una classe [x] € G/ker(f), f“( [x]) = f(x) = ¢, de manera que x € ker(f)
i, per tant, [x] = [e]; de fet, ker( f ) = {[e]} i, en efecte, f és injectiva. Com que 7 és un morfisme, /5 ésun

morfisme també. ]

Teorema 5.4 (Segon teorema d’isomorfia). Sigui @ : G — G’ un epimorfisme de grups. Sigui H' un sub-
grup normal de G' it H = 97" (H"). Aleshores, @ indueix un isomorfisme de G/ H en G'H'.

Corollari s.s. SiGésungrupi Fi H sonsubgrups normalsde G amb F C H, aleshores H | F és subgrup nor-
malde G| F i el morfisme de pas al quocient G — G | F indueix un isomorfismede G| H en (G/F)[(H | F).

Teorema 5.6 (Tercer teorema d’isomorfia). Sigui G un grup, H i F subgrups de G, amb H normal en G.
Posem HF = {hf | b e H,f € F}. Aleshores, HF és un subgrup de G, F N\ H és un subgrup normal de
F i H é un subgrup normal d’H F. A més, la inclusid A’F en H F indueix un isomorfisme de F |(F N H ) en
HF/H.

6
GRUPS CICLICS

Definici6 6.1 (Ordre d’un element). Elsubgrup (x) és el conjunt dels elements de G que s6n iguals a x” per
aalgun n € Z. En particular, ker(fy) = mZ és subgrup de Z. Tenim (x) = Z/mZ. Sim > o, diem que m
és lordre de x i posem ord(x). En cas que 7 = o, diem que x té ordre infinit. L'ordre de I'element és l'ordre

del subgrup que genera. En particular, l'ordre de x divideix I'ordre de G, |G]|.

Definicié 6.2 (Grup ciclic). Un grup G es diu ciclic si existeix x € G tal que G = (x) (és a dir, que esta
generat per un unic element). Diem que G esta generat per x. Denotem per C, el grup ciclic dordre 7 i

aquest és isomorf a Z/nZ.

Proposici6 6.3. Tot grup ciclic é isomorf a Z o bé a 7/ mZ, per a un enter m > o. Per tant, dos grups ciclics

del mateix ordre son isomorfs entre ells.

Lema 6.4. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n per a tot enter k > o, es compleix:

n

ord(x/e) = m

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 7



Subgrup generat perun COl’ljlll’lt

Corollari 6.5. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n. Aleshores, xF genera G si, i només si, med(n, k) = 1.
Proposici6 6.6. Tot subgrup d’un grup ciclic és ciclic.

Demostracio. Si G = (x) i H és el subgrup trivial, el resultat és trivial: A = {e} = (¢). Si H és subgrup
no trivial de G, sigui 7 lenter estrictament positiu més petit tal que x” € H. Volem veure H = (x7*).
Clarament, (x") C H (totapotenciad’x € H estrobaen H perqueloperaci6 és tancada). Siguiara xl e H;

hem de veure que xl e (x™), per demostrar I'inclusié. Fem la divisié entera xl = xmatr

= (x")7+ x" que
implica x” = x%(x”)™7 € H. Per lelecci6 de m (Ielement més petit tal que ¥ € H), ha de ser » = o, per
tant:

xl = (™) € (x™). (6.2)

Hem obtingut, doncs, H = (x™); en particular, que / ¢és ciclic. [

Proposicié 6.7. St G ésun grup ciclic d'ordre n, per a cada divisor d de n existeix un tinic subgrup de G d’ordre

d.

Demostracio. Sigui G = (x) un grup ciclic dordre 7 (|G| = ) i d un divisor de 7. Un subgrup d’un grup
ciclic G és ciclic, 6.6, i és d'ordre 4 si estd generat per un element dordre d. Per 6.4, xd téordred i (xﬁ) és
subgrup de G d’ordre d. De nou per 6.4, els elements de G que tenen ordre d sén els x* amb D = d,

és a dir, s6n els x* amb £ maltiple d’% (k = €% per algun €). Per tant,
= (oh) e (). (63)

Com hem vist, tots aquests elements estan continguts en el subgrup (x4 ). Per tant, aquest subgrup és I"inic

dordre d. n

7
SUBGRUP GENERAT PER UN CONJUNT

Definicié 7.1 (Subgrup generat per .S). Sigui G un grup, § un subconjunt de G. Definim el subgrup de G
generat per S, que indicarem per (S, com la interseccié de tots els subgrups de G que contenen S. Si H és

subgrupde G i H = (), direm que .S és un conjunt (o sistema) de generadors de A. Clarament (@) = {¢}.

Proposici6 7.2. Elsubgrup de G generat per un subconjunt no buit S de G és el conjunt de tots els elements de
la forma
n

xh X (7.1)

on v és un enter positin, Xy, . . ., Xy son elementsde S in,, ..., n, € Z
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Producte directe de grups 8.3

§
PRODUCTE DIRECTE DE GRUPS

Definici6 8.1 (Producte directe de G, X - - - X G,). Generalitzant, si G,, ..., G, grups en el producte car-
tesia G; X -+ - X G, definim la operacié binaria interna per (X, ..., %) (Y- o5 ¥r) = (X V-5 X% 95).
G, X -+ X G, és grup:

1. Telement neutre és (e, ..., ¢,) (on ¢; éslelement neutre de G;,1 < 7 < 7),

2. existeix I'element invers (i, . . ., ;) 7 definit per (7, ..., x,7).

Diem que G; X - - - X G, és el producte directe de G, . . ., G-

Proposici6 8.2. Siguin G, i G, grups ciclics d’ordres n, i n,, respectivament. El producte directe G, X G, és
ciclic si 1 només si ny i n, son primers entre ells. En aquest cas, si x, és un generador de G, i x, és un generador de

G, ((x1, x,)) és un generador de G, X G,.

Demostracio. Pera (%, %,) € Gy X G,, es compleix
ord (x;, x,) = mcm (ord x;, ord x,) , (8.1)

ja que, per a un enter natural 7, (x;,, x,)" = (xI”,xf) = (ep6,) & x'=¢ixl=¢ = ordx | ni
ord x, | n.

(3 ) ) = (). (5.2)

Definim 7, = ord(x;) i 7z, = ord(x,). Per tant, simed (7, 2,) =11 G, = {x,), G, = {(x,), aleshores (x;, x,)
ésunelementde G, X G, que té ordre 7,72, = |G, X G, |1 G, X G, ésciclic. Enaquestcas, G, X G, = ((x;, X,)).

Simed (7, 72,) # 1, G; X G, no pot tenir cap element d’ordre igual a 7,7,. [

Definicié 8.3 (Producte directe intern). Sif estd definida com

: HxH, — G
f ()
(hy b)) +— b, 3

i ésisomorfisme, diem que G és producte directe intern de /; N H,. Equivalentment, si es compleixen les tres
condicions seglients:

1. G = H H, (és morfisme exhaustiu);
2. peratot b, € Hyitot h, € H, es compleix que b, b, = b, b, (és morfisme);
3. H, N H, = {e} (és morfisme injectiu).

Si G és producte directe intern dels subgrups H, i H,, aleshores H, i H,:

H, = {(hye,) | by € H} subgrup normal d’H, X H,, (8.4)
H, = {(e;, b,) | b, € H,} subgrup normal I’H, x H,; 4

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 9



Grups resolubles

9
GRUPS DEFINITS PER GENERADORS I RELACIONS

Definici6 9.1 (Relacié entre elements). Sigui G un grup generat per un conjunt finit S = {x;,...,x,},ésa
dir, G = (%, ..., x,). Unarelacié entre els elements de .S és una igualtat del tipus

ky

x; ...x,/f”:e, onk,...,k, €Z. (9.1)
Definici6 9.2 (Grup definit pels generadors). Si G és un grup finit definit pel conjunt de generadors S i el

conjunt de relacions R a partir de R i .§ podem escriure els elements de G i la taula del producte de G.

I0

GRUPS RESOLUBLES

Definicié 1o.1 (Grup resoluble). Un grup G és resoluble si existeix una cadena finita de subgrups de G de
la seglient forma: comenga amb el trivial i cadascun esta inclos en el segiient i cadascun d’ells compleix que

cadascun és normal amb el segiient i els quocients sén abelians:
{e}=G,c G, c---cG,=G,i=0+n—-1 (10.1)

1. G;ésnormalen G;y,,

2. G4/ G; és abelia.

Una successié de grups es diu que és una torre normal si compleix la primera propietat i és una torre abeliana
si compleix la segona propietat. Es resoluble si és una torre abeliana I'altim subgrup de la qual és el neutre (és

adir, que G, = {e}, el subgrup trivial de G).

Proposicié 10.2.

1. 1ot subgrup d’un grup resoluble é resoluble.
2. Tot quocient d’un grup resoluble per un subgrup normal és resoluble.

3. Si G & grup i H subgrup normal de G tal que H 1 G | H son grups resolubles, aleshores G és resoluble.

Demostracio.

1. Si G és resoluble, per definicié 3G, = {¢} € G, C --- € G, = G amb G; normal a G4, 1 G4,/ G,
aleshores sigui A subgrup de G. Posem H; = G; N H, amb H; C H;,,. Considerem el seglient

diagrama:
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Grups resolubles 10.2

7 V4
[_]z'+1 c > Gz’+1 > Gz’+1/ Gz'

7[|Hl'+( ?;
Hl’+I/Hl'

ker(@l‘) =HuNG=(HNGu)NG =HNG; =H; = H;<Hyy,
@, factoritza a través de H;y, /H; i @, : Hii/H; — G;/ G

®

(10.2)

* Per 4.5, ker(@;) < Hyyy; aixi donces, H; < H,y,.

* @, ésinjectiu pel teorema d’isomorfia: sigui [x] € H;.,/H; tal que, en concret, [x] € ker(@;).
Aleshores, @;([x]) = p;(x) = ¢, oneésel neutre en G;4,/G;. Prenent x € ker(@;) = H;, [x]
és la classe del neutre en Hyyy /H;: 9;([x]) = @i(x) =e.

e Aixi, Hi,/H; és isomorf a im(@;) C G4/ G; abelia (ja que G és resoluble per hipotesi), de
manera que M,/ H; és també abelia.

2. Sigui G el quocient de G per un subgrup normal, 7 : G — G és un morfisme de pas al quocient.

G; = 7(G,),amb G; € G4,iG, = G.
G; <Gy |Vx € Gi,¥y € G111, G 1 Grpy yxy " € G, = Jxy '€ G; (10.3)

Per tant, considerem el segiient diagrama un altre cop:

m
T

| Gitr

- -
Gz'+1 > Gz'+1 > Gz’+1/ Gz'

Per tant, G; C ker(@;); en particular, G4, /ker(p;) ésisomorfa m/ a Aixidoncs, G; C ker(@;) C
G4, implica, per s.s:

Gz' 1 Gz' . .
# ésabelia (G4, /G; abelia, G és resoluble)
ker(@;)/G; (10.4)

= Gjp/ker(@;) abelia = G/ G; abelia.

Gz'+1/ker( @z) =

3. Sigui G un grup, A un subgrup normal de G tal que / i G/H sén resolubles. Posem G = G/H.
Sigui
{e}y=H,cH c---cH,=H (10.5)
una torre abeliana de H i

{¢}=G,cG,c---cG,=G (10.6)

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES ad
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una torre abeliana de G. Siguizw : G — G el morfisme de pas al quocient. Considerem la torre de
G. Sabem que G; = 7™ (a) és subgrup de G, G4y = W_I(a) és subgrup de G4y, 77" (?O) =
77(2) = ker(z) = Hiz™(G) = G:

{e}:HOCHIC---CH,:H:W"(EO)CW'I(GI)C---CW'I(En):G. (10.7)

Tenim Ei < EHI implica 7™ (EZ) <7zt (Gm) i7" (EZ) és el nucli de la composicié de 7 :

7 (EHI) — Em amb el morfisme de pas al quocient EHI — Em/ 5,‘.

m

7r|7f_1(Gz‘+1)

77(Giy) —2% Gy ———— Gi/G;

Per tant pel primer teorema d’isomorfia, 7" (Em) [7! (El) = EHI /El és abelia. Hem provat

doncs que G,/ G; és una torre abeliana de G i per tant G és resoluble.

pag

GRUPS SIMPLES

Definici6 m.x (Grup simple). Un grup G es diu simple si no té subgrups normals propis no trivials, és a dir,

diferents de {e} i G. Els grups S;, 4,, S, D,, no sén simples.
Proposici6 m.2. Un grup no trivial és simple i resoluble si, i només st, és ciclic d’ordre primer.

12

GRUPS DIEDRALS

Definicié 12.x (Grup diedral D,,). D,, és el grup generat per p i ¢ amb relacions p” = Id, c* = Id i
ogpo = p~". Posem
D,,={p,c|p'=1d,c*=1d,ops=p"). (12.1)

3
ACCIONS I ORBITES

Definici6 13.1 (Accié per l'esquerra d’un grup). Sigui S un conjunti G un grup. Una accié de G sobre S és

una aplicacié:
GxS — S

(g, 5) — g (13.1)

Complint:
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1. g,h € Gralque (gh)s = g(hs),peratotg,h e Gise S.
2. eg=g,peratot ¢ € G.

Definici6 13.2 (Orbita d’'una accié). Si G X § —> § és una acci6, s € S, diem Orbita de S el conjunt

{gs | g € G} = O,. Lestabilitzadorde s és E(5) = {g € G | gs=s}.

Definicié 13.3 (Fix per I'accid). Diem que s € .S és fix per 'accié de G si g5 = 5, peratot g € G. Equiva-
lentment, O(s) = {s} 0 E(5) = G.

Proposici6 13.4. Donada una accio p de G sobre S, amb s € S, Laplicacio:

G — §

g —> g_f
dona una bijeccio del conjunt de classes per la dreta de G modul E(s) en O(s). Si G és finit, |0 (s)| - |E(s)| =
|GI.

(13.2)

Definici6 13.5 (Accid per conjugacid). Llaccid per conjugacié d’un grup sobre ell mateix és:

GxG — G

(g, h) +—s gbg—l (13.3)

Elnucliés {g € G | ghg =hVhe G} = {geC | gh =hg,Vh € G}. Esdiu centre de G, es
denota per Z(G)i1 Z(G) < G.

Eh)y={geG | ghg™ =h} = Zg(h), centralitzadad’hen G.

O(h) ={ghg™ | ¢ € G}, éslaclasse de conjugacié d’h. (13.4)

Definici6 13.6 (Accié per conjugacié d’un grup sobre el conjunt dels seus subgrups). Sigui 4 subgrupde G.
Sigui ¢ € G. El conjugat d’H per g és un subgrup de G tal que gH g™ = {ghg™ | b € H}. Laccié per

conjugaci6 d’un grup sobre el conjunt dels seus subgrups és

(ghg ) (gh.g™) = g(bhh) g € gHg™.

(gbg—l)—l — gb—lg—l c gHg—I. (13.5)
En particular, g ¢™" és el conjugat I’ per G. Prenem # = {H | H és subgrup de G}
GXH —> H
(13.6)

(g,H) — gHg™

L'orbita d’un subgrup A de G per aquesta accié és el conjunt dels seus conjugats. Els punts fixos per aquesta
acci6 soén els subgrups normalsde G. E(H) = {g € G | gH g™ = H} és el normalitzador I’ H en G i
el denotem per NgH (evidentment, H < NgH,i H < N¢H <= Vg e NgH,gHg™" = H). Es el

subgrup més gran de G que conté A com a subgrup normal.

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 13
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Definici6 13.7 (Accié per translacié). Si H és un subgrup d’un grup G, podem considerar 'accié de H en

G per translacié a l'esquerra
HxG — G
(h,g) +— bhg.

Si F és qualsevol subgrup de G, podem considerar I'acci6 per translaci6 a 'esquerra de H sobre el conjunt

(13.7)

quocient G/ D de classes per la dreta de G modul F:

P HXG/DF — G/DF 8
(h,gF) +— (ho)F. (13.8)

Llaccié de G sobre G/ D per translaci6 a I'esquerra és transitiva. L'accié de H sobre G per translacié a l'es-

querra ¢és fidel. Per a 'accié de H sobre G/ Dp, el nucli és

Hn (ﬂ gFgI). (13.9)

g€G

I1E(¢F)=HngFg™.

Proposici6 13.8 (Equacié de les classes). S G és un grup finit, es compleix

Gl =1Z(G) + ) G : Zg (x:)] (13.10)

=1

on{Xy, ..., Xy} & un conjunt de representants de les classes de conjugacio amb més d’un element.

Demostracio. Considerem l'accié de G sobre ell mateix per conjugacié. Aleshores Z(G) és el conjunt de

punts fixos, Z¢g (ux;) és l'estabilitzador de x; i

[SI=1Sol+ D [G : E (x)], (13.)

i=1

dona la férmula de Penunciat. [ |

Definici6 13.9 (p-grup). Si p és un nombre primer, un grup finit G sanomena p-grup si |G| = p”, per a

algun 7 enter natural > o.

Proposici6 13.10 (Congruencia dels punts fixos). S7 G & un p-grup que opera sobre un conjunt finit S, ales-

hores

IS] =S, (mod p) (13.12)

Demostracio. Si x; € O; de manera que O; sén orbites amb més d’un element, és a dir, no és punt fix,
[G : E (x;)] divideix |G| i és > 1. Per tant, [G : E (x;)] és divisible per p. Ja sabem que S| = |S,| =
2 [G : E(x;)]. Com que l'ordre de G és una potencia de p per ser un p-grup, [G : E (x;)] és divisible
per p. |
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Corol-lari 13.01. S7 G ésun p-grup, el seu centre Z(G) és no trivial.

Corol-lari 13.12 (Congruencia del normalitzador). Sigui H un p-subgrup d’un grup finit G. Aleshores
[Ng(H):H] =[G: H] (mod p). (13.13)
14

CAUCHY I SYLOW

Teorema 14.1 (Teorema de Cauchy). Sigui G un grup finit dordre n i p un nombre primer que divideix n.

Aleshores G té un element (i per tant un subgrup) d'ordre p.

Demostracio. Sigui§S = {(g - .-, gp) € GX LoxG | g+ gp = ¢}. Podem definir unaaccié de S XZ/ pZ

sobre S que corre els indexs £ posicions:

(ky (g5 gp) F (g/m o ->g/e+p) ; (14.1)

perak € Z/pZ, (g .-, gp) € S, onlasumaen els subindexs es fa modul p. Com Z/ pZ és un p-grup i

|S| = n?7"( ueda determinat per ¢y, ..., ¢,_,) és divisible per p, tenim que el cardinal del conjunt S, de
£r9 per ¢ &gy per p q )

punts fixos és divisible per p.

1Sol =[S (mod p) = p[[S]. (14.2)

El conjunt en qiiestio és el segiient:
SO:{(x,...,x)leG,xP:e}. (14.3)

Com (e,...,¢) € Soip | |Sol, el conjunt S, ha de contenir algun (x,...,x) € S;ambx # ¢,x € G. En

particular, x és, doncs, element d’ordre p. ]

Definici6 14.2 (p-subgrup de Sylow). Els p-subgrups de G amb ordre la maxima potencia de p dividint |G|
es diuen p-subgrups de Sylow de G. En particular, si G és grup dordre 7 1 p primer amb p | #, diem p-
subgrup de Sylow de G un subgrup de G dordre p” amb p” | i p"™* 1 n.

Teorema 14.3 (Primer teorema de Sylow). Sigui G un grup finit, p un nombre primer i r > o un nombre
enter tals que p” divideix |G|. Aleshores existeixen subgrups H, - - - , H, de G tals que |H;| = ])l', 1<7i<ri

H; <« Hiyy1 <7 < 7 =1 En particular, H, é& subgrup de Sylow.

Demostracio. Raonem per induccié. Si 7 = 1, és conseqiiencia directa del teorema de Cauchy 14.1. Seguim
la induccid sobre 7. Suposem que » > 2 i que existeixen subgrups H,, ..., H,_, de G tals que |H;| = p’ i

H; < H;yy. Com p | [G : H,_], per la congruencia del normalitzador 13.12, tenim p | [ Ng (H,—,) : H._].
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Pel teorema de Lagrange, el grup quocient N (H,—,) / H,—, (on H,_, < Ng(H,—,)) té un subgrup divisible

per p i, per i4.1 un altre cop, aquest €s precisament p- La seva antiimatge per la projeccié
7 : Ng (Hy—,) — Ng (Hr—l) [ Hy— (I4~4)

ésunsubgrup H, de N (H,-,) dordre p” (jaque [H, : H,_,] = p)italque H,_,<H, (jaque H, C Ng (H,-,)).

Corol-lari 14.4. Si G es un grup finit i p un nombre primer dividint |G|, aleshores existeixen p-subgrups de

Sylow de G. Tot p-grup és resoluble.

Teorema 14.5 (Segon teorema de Sylow). Siguin G un grup finit, H un p-subgrup de G i S un p-subgrup de
Sylow de G, amb p primer. Aleshores existeix x € G tal que H C xSx™". En particular dos p-subgrups de
Sylow de G son conjugats.

Demostracio. Considerem laccié de H en G/ Dy per translaci6 a l'esquerra:

HxG/Ds — G/Dg (14:5)
(h,gS) — hgS 145
DPer a tot element ¢S € G/Dg, g € G, lestabilitzador de g5 és el subgrup conjugat g5 ¢™". Aleshores,
mirem el conjunt de punts fixos per aquesta accio: si existeix algun punt fix, ja hem acabat. Donada una classe
xS, tenim que xS quedafixa & hxS = x5:
gSpuntfix & hgS=yg8 & ¢g'hg§=5 = g 'hgeS

- ~ (14.6)
— hegSg" — HcCgSg',VheH.

Per tant, el conjunt de punts fixos és X, = {xS € G/Dyg | H C xSx7'}. Com que H és p-grupi|G/Dg| =

[G : S, la congruencia de punts fixos 13.10 dona | X,| = [G : S| (mod p). Com p £ [G : S](G/S és
p-subgrup de Sylow), tenim p 1 | X,| i, per tant, | X, | no és buit. |

Corollari 14.6. El grup G té un dinic p-subgrup de Sylow S si, i només si, G t¢ un p-subgrup de Sylow que és

un subgrup normal.

Teorema 14.7 (Tercer teorema de Sylow). Sigui G un grup finitin, el nombre de p-subgrups de Sylow de G.
Aleshores es compleix

1. np =[G : Ng(Sy)], pera tot p-subgrup de Sylow S, de G;

2. ny | [G : Sy, peratot p-subgrup de Sylow S, de G;

3. np =1 (mod p).

Demostracio.
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1. Pel segon teorema de Sylow 14.5, 72, és el cardinal de I'orbita d’'un p-subgrup de Sylow .S, per l'accié
de G per conjugaci6 sobre el conjunt dels subgrups de G. L'estabilitzador de S per a aquesta accié és
Ne (Sp), de manera que 2, = [G : N (S,)].

2 A [G: 8] = |G No (S,)| | NG (S5) : S| per tane, my divideix [G - S, ], jaque S, < N
G.

|NG(S))]
(G =50 = |G Ne ())| [ N6 (55) : 54| = Igl - INlc((;kLp)l' |GSP|P S (4)

D’aquesta manera, 72, | [G : ;).

3. Siguiara X el conjunt de p-subgrups de Sylow de G. Considerem acci6 de S5 en X per conjugacié.
Aleshores el conjuntde punts fixos és X, = {T eX |xTx'=T,Vx € SP} = {T eX|S§,cC Ng(T)}.
Volem veure X, = {S p}. En efecte,si T € X, aleshores S »17T sén p-subgrups de Sylow de Ng(7') i
T ésnormal en Ng(7T'). Com que 7" < Ng(T') implica que NG (7') té exactament un p-subgrup de
Sylow, apliquem 14.6 i ens queda 7" = S, 1 X, = {S,}. Com |X| = n, i | X,| = 1, per la congruencia
dels punts fixos, 13.10, tenim 2, =1 (mod p).

Amb tot, havent provat els tres apartats, ja hem acabat. [
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