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Anells

I

ANELLS

Definicié 1.1 (Anell). Esun conjunt 4 no buit dotat de dues operacions internes, la suma i el producte, tals
que:

* la suma és associativa, commutativa, amb element neutre o i oposat (és grup abelid amb la suma),

* el producte és associatiu ((ab)c = a(bc))idistributiu (a(b +¢) = ab+ aci (b +ca) = ba + ca)

respecte de la suma.

Definici6 1.2 (Element invertible). Un element 2 d’un anell amb unitat A es diu invertible si té invers a 4.
Si a és element invertible de I'anell 4 es compleix 46 = 0 = b =o,jaqueab =0 = a7'(ab) =
a"-o=o,id4altrabanda, 27" (ab) = (a'a)b=1-b = b.

A ={aed | a ésinvertible}, A" és grup amb el producte d’ 4. (r.1)
Es diu que 4™ és grup multiplicatiu de I'anell 4.

Definici6 1.3 (Subanell). Sigui A4 un anell. Un subanell d’4 és un subconjunt no buit B d’A4 tal que:
* (B,+) éssubgrup d’(A4, +).
* B és tancat respecte del producte d’4: b, 0’ € B = bb’ € B.

A partir d’ara, anell = anell commutatiu i unitari

Definici6 1.4 (Divisor de zero). Un element 2 d’un anell 4, 2 # o, es diu divisor de zero si existeix & €

A,b # otalque ab = o.

Definici6 1.5 (Domini d'integritat). Sigui 4 un anell. Diem que A4 és un domini d’integritat si no té divisors
de zero. Si A és domini d’integritat i prenem 4, b € A tals que 2b = o, aleshores 2 = 0 0 bé & = o (o, per

contrarreciproc, @ # 0,0 # o = ab # o).
Proposici6 1.6. Si A és domini d’integritat, aleshores A| X | és domini d’integritat.

Definici6 1.7 (Ideal). Donat un anell 4, un ideal d’4 és un subconjunt 7 d’A4 tal que
1. (I,+) éssubgrup d’(A4, +).

2. Ya € A,Vx € [, aleshoresax € 1.

Definici6 1.8 (Domini d’ideals principals). Si 4 és domini d’integritat i tots els ideals d’4 sén principals,

diem que A4 és un domini d’ideals principals (DIP).

Proposici6 1.9. Si K éscos, lanell K[ X] é domini d’ideals principals.
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Morfismes d’anells 2.1

Definicié .10 (Divisor). Si A és un anell, amb 4,0 € A, diem que 4 divideix & si existeix ¢ € A tal que

b = ac. Ho denotem per 4 | b. Clarament, 2 | b & b € (a).

Definici6 r.ax (Ideal suma). Donats dos ideals 7, / de I'anell A4, posem I + ] el conjunt dels elements de
lanell 4 que sén suma d’un element d’/ i un element de /. Clarament, / + J ésun ideal d’4 i ésI'ideal d’ 4
generat pel conjunt / U /. Anomenem [ + J [ideal suma de I i J. Més generalment, si {/;} ;e g és una
familia d’ideals d’ 4:
L’ideal suma Z 1; és'ideal generat per U ;. (r.2)
jeg jeT
Definici6 1.12 (Ideal producte). Donats dos ideals 7, J de I'anell 4, posem 7/ el conjunt dels elements de

l'anell 4 que sén producte d’un element d’7 i un element de /.
1] ={ab +- - +ab, | keN;a;€l,b; € J;1<7<k}. (1.3)

Anomenem I ] lideal producte de I i J. Més generalment, si 1, . . ., I} sén ideals d’ 4, posem 1, - - - I, 'ideal
generat pel conjunt dels elements de I'anell 4 que sén producte d’un element d’J;, un element de Z,, i aixi fins
un element d’;. Diem que 7, - - - I}, és I'ideal producte dels ideals 7, . . ., /.

Esta format pels elements de I'anell 4 que sén sumes finites delements de la forma &, - - - 4z, amb 4, € I'i
1 <7 < k.Clarament, [, - - [, € [;N---N 1. Si] ésunideal, posarem / k per denotar el producte de I'ideal

I amb ell mateix % vegades.

Proposici6 .13 (Anell quocient). Sigui A un anell i I un ideal daquest anell A. Aleshores, A1 és anell. En
particular, divem que A|[1 é lanell quocient d’A per 1.

Proposicio 1.14.
1. Si A é un anell de caracteristica k, existeix un dvinic morfisme de Z| (k) en A i aquest morfisme és un
monomorfisme.
2. St A ésun anell i k un enter, k > o, es compleix car A = k <=k és el menor enter positiu tal gue
ka =o,peratota € A

3. Si A & domini d’integritat, la caracteristica de A és o bé 0 0 bé un nombre primer.
2

MORFISMES D’ANELLS

Definici6 2.x (Morfisme d’anells). Si 4, A’ son anells, una aplicacié f : 4 — A’ é morfisme d’anells si

compleix:

Fla+b)=f(a)+f(b)if(ab) = f(@)f (b), (21)
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Teorema d’isomorfia

per atot parell delements 2, 6 &’ 4,1 f (14) = 14. Notem quesif : 4 — A’ és morfisme d’anells, aleshores

f és morfisme de grups d’(A, +) en (A, +).

Definici6 2.2 (Morfisme injectiu). Si f : 4 — A’ és morfisme d’anells, el nucli de f és ker(f) = {a €
A | f(a) = oug}; ésadir el nucli de f com a morfisme de grups. Tenim, doncs, que f és un morfisme

injectiu si, i només si, ker(f) = {04}
Proposicié 2.3. Sif : A — A’ é morfisme danells, ker(f) és ideal d’A i im(f') & subanell d’A'.

3
TEOREMA D’ISOMORFIA

Definici6 3.1 (f factoritza a través d’un anell quocient). Siguin 4, 4" anells, f : 4 — A’ un morfisme
danells, f unideal 4i 7w : A —> A/ siexisteix un morfisme d’anells? : A/l — A'talquef = 7 o,

és a dir, que faci commutatiu el diagrama:

Figura 1: Diagrama de factoritzacié a través del quocient

Proposici6 3.2. Siguin A, A" anells, [ : A —> A" un morfisme d'anells, I un ideal propi d’Ain : 4 —
A1 el morfisme de pas al quocient. Aleshores, f factoritza a través d’A | si, i només si, I C ker(f).

Demostracio. Hem de seguir la demostracié que vam donar per a la factoritzacié a través del quocient (per a
grups), solament ens queda veure que, si existeix /' : 4/] — A’ tal que f = f o 7, aleshores f és I'tinic

morfisme d’anells que compleix / = ? o 7. Com ?( [4]) =f(a),peraa € A:

Fan) = F(al) = F() = 15if([al[6]) = F([ab]) = f(ab) = F(a)f (b) = F(LaD)f ([6]). (31)

Amb 7( [14]) = 15 hem trobat I'existeéncia de neutre 1?( [2b]) = ?( [a])?( [£]) tenim morfisme de grups.

Teorema 3.3 (Primer teorema d’isomorfia per a anells). S7 A, A son anellsi f : A — A’ és un morfis-
me dancells, aleshores [ factoritza a través d’A [ker(f) i tenim [ = i o f o, amb f isomorfisme d anells
d’Aker(f) en im(f), i la indusid dim(f) en A', w : A — A[ker(f) el morfisme de pas al quocient.

Tenim, doncs, un diagrama commutatiu:
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Ideals primers i maximals 4.4

Afker(f) —L— im(f)

Figura 2: Diagrama commutatiu del primer teorema d’isomorfis per a anells

Demostracio. La proposicié anterior ens dona que existeix un morfisme d’anells ? : Alker(f) — A’ tl
quef = ? o 7. A més, ?és injectiu, i im(?) = im(f'). Per tant, 7 =io ]5 ambf : Afker(f) — im(f)
isomorfisme d’anells definit per f ([«)) = f( [2]). [

4
IDEALS PRIMERS I MAXIMALS

Definici6 4.1 (Ideal primer). Sigui 4 un anell, un ideal 7 d’A4 es diu ideal primer si és ideal propi (/ # A) i

es compleix el segiient peratota,b € A:abel = ae€lobéb e l.
Proposici6 4.2. Sigui I unideal delanell A. Aleshores, I é primer si, i només si, A1 és domini d’integritat.

Demostracio. Dentrada, jasabem quea € I &= [a] = [o].
= Si[a][6] = [o], per definicié de quocient tenim que [26] = [o] i aix0 implica que ab € I. Per tant,
a€lobébe I;ésadir, [a] = [o] obé[b] = [o].
& Siguiaraab € I. Aleshores, [ab] = [a][b] = [o] en A/I. Der tant, 4]
a € I)obé [b] = [o] (de manera que b € I).

[o] (de manera que

Definici6 4.3 (Ideal maximal). Unideal / d’un anell 4 es diu maximal si és ideal propi i no existeix cap ideal

Jd At quel ¢ J ¢ A. Enaltres paraules:

Ic] = J=4 . .
[cJCd— ]:I} &= [ és maximal. (4.1)
Proposici6 4.4. Sigui I un ideal dun anell A. Aleshores, I és maximal si, i només si, A1 és un cos. En

particular, tot ideal maximal és primer.

Demostracio.
= Suposem [ maximal. Siguiz € 4/, talquea # 0. Aixi,a ¢ [il CI+(a) C A = [+(a)=4
pel fet de ser / un ideal maximal. En particular, podem escriure 1 com una combinacié lineal d’un
element d’/ i I'ideal generat per element 4, (4): 1 = x + da,amb x € I,A1 € A. Prenent classes

modul 7, obtenim:

i=x+la = i=2-) = lésinversd@en A/. (4.2)
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Ideals primers i maximals

Aix0 passa perqué X = 0, jaque x € /. Per tant, 4 és invertible i hem provat que tot element no nul
d’A/1 ésinvertible i, per tant, 4 /1 és un cos.
& Sigui,ara, A/Tuncos(/ ¢ J)iJ unideald’ 4 talque/ € J C A. Existeix2 € J amb 4 ¢ I tal que

a #oen A/l Pelfetque 4/ ésun cos, existeix b € A/ tal que Zb =1(a és invertible). Ens queda:
ab-1=x = 1=ab-x = 1€ ] = J=A. (4.3)

Hemusatquex € I,/ C Jiab—-x € ].

Sigui / un ideal maximal d’4. Com ja hem vist, se segueix que 4/1 és cos i, per tant, que A /1 és domini

d’integritat. Si 4/1 és domini d’integritat, / és primer. [

Lema 4.5 (Lema de Zorn). Sigui S un conjunt no buit ordenat inductivament. Aleshores, existeix un element

maximal a S.

Proposici6 4.6. Sigui Aun anellia un ideal propi d’A, és a div, un ideal d’A diferent d’A. Aleshores, existeix

un ideal maximal d’A que conté a.
Demostracio. Considerem el conjunt S dels ideals propis de I'anell A4 que contenen a, és a dir:
S={7 | a C 1, I ideal propi d’4}. (4-4)

El conjunt S és no buit, ja que conté 'ideal a i estd ordenat per la inclusié. Volem veure que .S esta ordenat
inductivament. Sigui 7" un subconjunt de S totalment ordenat, és a dir tal que per a tot parell /;, 7, d’elements
de T, tenim I, C I, 0 1, C I,. Volem veure que 7" té cota superior, és a dir que existeix un ideal / propi de 4
contenintatal que / C J,peratot/ € T Sigui / la reunié de tots els ideals de 7', és a dir:

J=J1 (4-5)

IeT
Vegem que / ésideal de A:
1. Sia,a, € J,tenim a, € I,a, € I, per certs elements /, [, de 7". Com T esta totalment ordenat,
podem comparar els ideals; tenim /; C £, 0 1, C I, per tant:
* 4y, a, € I,,queimplica 2, — a, € I,,0bé
* a,,a, € I, queimplica a, — a, € 1.
2. Enqualsevol cas, 2, —a, € /. Sia € J,b € A,tenima € I,peruncert/ de T;pertant,ba € I C J.
Clarament / conté a.
Vegem ara / ¢ A, ésadir, que J és un ideal propi. Raonem per reduccié a I'absurd: si fos / = 4, tindriem
1€ J,pertant1 € /, peraalgun / de T', que donaria / = A, que contradiu la definicié de S (el conjunt dels
ideals propis també és propi). Hem provat doncs que J és cota superior de 7.
Aplicant el lema de Zorn, obtenim que § té un element maximal, és a dir que 4 té un ideal propi M contenint

a tal quesi / ésideal propide 41 M C I,esté M = I. Per tant M és ideal maximal de A. [

6 MARIO VILAR



Cos de fraccions d’'un domini §.I

Corol-lari 4.7. Tot anell té al menys un ideal maximal.

s
Co0S DE FRACCIONS D’UN DOMINI

Sigui 4 un domini d’integritat. En el conjunt 4 x (A \ {o}), definim (2, b) ~ (4’,6’) & ab’ = a’b,on
~ és unarelacié d'equivalencia. La prova que és, en efecte, d'equivalencia, és prou senzilla. Solamentindicarem
la transitivitat:

(a,b) ~ (a',b)) — ab =da'b

GiV)NM”W)c:;ﬂW:/W}::(Mﬁﬁ=d%V=d%%=0/@V

(s-1)
= ab’'=4d"b = (a,b) ~ (a",0").
en I'tltima implicacié hem hagut d’usar que 4 és un domini d’integritat, ja que hem aplicat la propietat

cancel-lativa.

Definici6 s.x (Cos de fraccions d’4). Sigui K(A) el conjunt quocient de 4 X (A \ {o}) per la relacié d’e-
quivaléencia ~. Posem ¥ la classe d’(, &) de manera que:

a 4a

=— & ab' =4'b. (5.2)

bV

Volem definir a K(4) una suma i un producte. Definim la suma per:

a ¢ ad+bc
Volem veure que no depén del representant. Si ¢ = Z—: 5= fi—',, tenim que 26’ = a’bicd’ = 'd; per tant,

(ad +bo)b'd = (a'd +'b")bd i

ad + bc 3 ad+bc

ddbd+Vbd = adyd +bb'ed — Tom— = T (5.4)

Per a la suma tenim que el neutre és £ i oposat, —%4 = =%, Per tant, la suma no depén del representant i esta
q 5 11OP b= % p p

ben definida. Pel que fa al producte, el definim per:

ac_ac (69
bd~ bd >
Hem de veure que no depén del representant. En efecte, si § = Z—: 5= fi—,,, tenim ab’ = a’bocd = c'dj,
per tant:
7 J’ 7 4 4 ’ N4 ac d’[’
(ac)(b'd") = (ab')(cd") = (a'b)(d) = (d')(bd) = - b (5.6)
Clarament,  és el neutre pel producte. Per tant, K(A4) és anell amb aquestes suma i producte. Tot element

no nul de K(4) té inversa, ja que pera ¢ # ok, tenimque 2 # o i %% = Z—IIZ = 1g(4). Per tant, K(4) és un

cos que anomenem cos de fraccions d’A.
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Divisibilitat

Proposici6 s.2. Siguin A un domini d’integritat, L un cosi g : A — L un monomorfisme danells. Ales-

hores, existeix un sinic monomorfisme de cossos b : K(A) — L tal que g = b o i; é a dir, tal que el diagrama:

A £ Ny

K(A)

Figura 3: Diagrama de 5.2

commuta.

Demostracio. Si bh'hade complir que ¢ = hoz,hadeser h(%) = h(i(a)) = g(a), peratota € A. Per tant,
sib € A\ {o}, hadeser:

()0

p(3)=0 (5 5) =2 (5) 0 (5) = e@er,

de forma que h queda determinat per g. Per tant, si b existeix, és tinic. Veiem ara que b, en efecte, existeix.

(57)

Definim /(%) = g(a)g(b)™". Hem de veure que b esta ben definit. Si tenim ¢ = 4 a K(4), es com-
pleix que ab = bc a A. Aleshores, com ¢ és morfisme danells, tenim g(4) g(d) = g(b) g(c), que implica
g(a)g(b)™ = g(c)g(d)™, com voliem. Ara, és clar que com g és morfisme d’anells, » també. I com K(A4)

és cos, b és injectiu. [ |

0
DIVISIBILITAT

Definicié 6.1 (Elements associats). Dos elements 4, & d’un anell A es diuen associats si existeix una unitat
u € A (element invertible) tal que & = #a. Posem 4 ~ b per indicar que 4 i b s6n associats. Clarament, la

relacié ~ és dequivalencia.

Proposicié 6.2. Sigui A un anell, a,b € A. Si més no un dels dos elements a, b é no divisor de zero, es
compleix:

albibla & a~b. (6.1)

En particular, si A és domini d’integritat, aleshores es compleix l'equivaléncia per a tot parell d’elements a, b €

A.

Definici6 6.3 (Divisors propis). Sia ésunelementnonuld’unanell A4, les unitatsd’ 4 iels elements associats

d’a divideixen 4. Direm divisors propis d’« els divisors d’4 diferents d’aquests.
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Dominis euclidians 7.3

Definici6 6.4 (Elementirreductible). Un element 4 no nul d’un domini d’integritat d’4 sanomena zr7e-
ductible sino és una unitat i no ¢ divisors propis. Un element 4 no nul i no unitat sanomena compost si té

divisors propis.

Definicié 6.5 (Maxim comt divisor). Siguin 4 un anell, 2, b,d € 4. Diem que d és un maxim comu divi-
sor d’a i b si se satisfan les dues propietats segiients:

. d|ad]|bi

2. sic € Asatistiquec | aic | b,aleshoresc | d.

El maxim comu divisor queda determinat tret d’associats.

Definicié 6.6 (Minim comt multiple). Siguin 4 un anellia, b, m € A. Diem que 7 és un maxim comu
multiple d’z i & si se satisfan les dues propietats segiients:

I a|m,b|mi

2. sin € Asatisfiquea | nib | n, aleshores m | n.

El minim comt mdltiple queda determinat tret d’associats.

7
DOMINIS EUCLIDIANS

Definici6 7.1 (Domini euclidia). Sigui 4 un domini d’integritat. Direm que A és un domini euclidia si exis-
teix una aplicacié 9 : 4\ {o} — N tal que:
1. Sia,b € A\ {o}ia | b,aleshores d(a) < 3(b).
2. Divisid entera respecte de 9: Donats a,b € A, amb b # o, existeixen ¢, 7 € Atalsquea = bg +ri
d(r) < 9(b),sempre que 7 # o (si7 = o, a = bg).
Si A és un domini euclididid : 4\ {o} — N és una aplicacié que compleix ambdues propietats, direm

que (4, 9) és un domini euclidia.
Proposici6 7.2. Tot domini euclidia és domini d’ideals principals.

Demostracio. Sigui (A4, d) un domini euclidia i / un ideal d’ 4. Vegem que / és un ideal principal. Com
(o) = {o}, podem suposar I # (o). Sigui & € I \ {o} amb 9(b) minim, és a dir, (&) < J(x) pera tot
x € I\ {o}. Aleshores, és clar (b) C 1. Vegem I C (b): siguia € [ iposem a = gb+r,amb d(r) < 9(b),

sir #0.Comr =a—gb € Ihadeserr = o perleleccié de b. Per tant, a = gb € (b). [ |

Definici6 7.3 (Norma euclidiana). Sigui A un anell. Una norma d’4 és una aplicacié N : 4 — Z tal que

compleix les segiients propietats:

1. Sia € A, N(a) = osi,inoméssi, 2 = o;

ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES 9



Dominis de factoritzacié tinica

2. N(ab) = N(a)N () per a qualssevol elements 2, b d’ 4.

Proposici6 7.4. Sigui A un anell que té una norma N ; aleshores:
1. A ésdomini d’integritat.
2. 0 : A\ {o} — Ndefinida per 0(a) = | N (a)| compleix la primera propietat del domini euclidia.
3 N(1) =1
4 ne A" = N(u) =+L

§
FACTORIALITAT EN DOMINIS D’IDEALS PRINCIPALS

Definici6 8.1 (Element primer). Un element p d’un domini d’integritat 4 es diu primer si p és no nulino

unitat, i pera a, b € A es compleix:
plab = plaobépl|b. (8.1)

Proposici6 8.2. En un domini d’integritar A, un element p no nul é primer si, i només si, lideal (p) és

primer.

Proposici6 8.3. En un domini d’integritat, tot element primer és irreductible. En un domini d’ideals princi-

pals, tot element irreductible é primer.

9
DOMINIS DE FACTORITZACIO UNICA

Definicié 9.1 (Domini de factoritzacié tinica). Un domini d’integritat A es diu domini de factoritzacio vini-

ca si es compleixen les dues propietats segiients:
1. Per a tot element 2 no nul i no unitat d’ 4, existeixen elements irreductibles py, ..., p, d’A4 tals que

d:PI”'pV‘

2. Sip, pis. .., prsénelementsirreductibles d’Ai p | p, - - p,, aleshores p és associat amb algun p;.

Definicié 9.2 (Domini de factoritzacid). Si A és un domini d’integritat que compleix la primera propietat
9 g q p p prop

de la factoritzaci6 tnica, direm simplement que és un domini de factoritzacio.

Observacié 9.3. Tenim que tot domini euclidia és un domini d’ideals principals. Al seu torn, tot domini

d’ideals principals és domini de factoritzacié tnica. Es dona, doncs, aquesta cadena d’equivaléncies.

Proposici6 9.4. Sigui A un domini de factoritzacio. Aleshores, A és domini de factoritzacid vinica si, { només

st, tot element irreductible d’A és primer.
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Factorialitat en un anell de polinomis 10.5

Demostracio. Sigui A un domini de factoritzacié tnica, p un element irreductible tal que p | @b. Anem a

plantejar una serie de casos:

*Sia=o,plaisib=o0,p|b.

* Si A4 ésunitat, p | bi,sibésunitat, p | a.
Siaib # o, tals que 4, b no sén unitats, podem escriure aibcoma = p,--- prib=¢q, g (P pri
gy - - - s sén irreductibles), respectivament. Aleshores, podem escriure p | 25 com:

bbb (o)

Suposem ara que tot irreductible d’A és primer p, py, ..., p, irreductibles 4 i p | p,--- p,. Com p és

primer, en particular p | p; peracerti € {1,...,7}ip ~ p;. [
Proposici6 9.5. Pera un nombre enter d lliure de quadyats, lanell ZINd) és domini de factoritzacid,
I0

FACTORIALITAT EN UN ANELL DE POLINOMIS

Proposicio 10.1. Sigui A un domini d’integritat. Les propietats segiients son equivalents:

1. A és un cos.
2. A X] és un domini enclidia.

3. A[X] ésun domini d’ideals principals.

Definicié 10.2 (Contingut d’'un polinomi). Sigui f(X) = 4, X" + -+ + 4, X + a, € A[X] un polinomi
amb coeficients en un domini de factoritzacié Gnica 4. Anomenarem contingut de f un maxim comu divisor

dels coeficients d’f. Denotem per ¢(f') el contingut de /. Tenim, doncs:

o(f) = med(ag, ays - - . > an). (10.1)
Clarament, el contingut d’un polinomi d’A4[ X ] queda determinat tret d’un factor d’4*.
Definici6 10.3 (Primitiu). Direm que /" és primitiu si el seu contingut ¢(f') és una unitat.

Definici6 10.4 (Polinomi primitiu corresponenta f). Donat f € A[X], existeix clarament un polinomi
primitiu /* tal que £ = ¢(f)f*. El polinomi f* és tinic en el sentit segiient: si f = ¢f, ambc € Aif

primitiu, aleshores ¢ ~ ¢(f)if ~ f*. Direm que /™ és un polinomi primitiu corresponenta f.

Proposici6 1o.5 (Lema de Gauss). Sigui A un domini de factoritzacid inica. Aleshores, en A X ] el producte

de polinomis primitius & primitin. Més generalment, sif, g € A[X], c(f g) ~ c(f)c(g).
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Demostracio. Sigui p € A un element irreductible i considerem el morfisme d’anells:

o AIX]  — (Ap)IX]
Z?:o a; X' Z?:o 7(a;) X’

(10.2)

on 7 és el morfisme de pas al quocient d’4 en A4/( p). El nucli d’aquest morfisme és el conjunt de polinomis
on tots els seus coeficients cauen en la classe del zero, és a dir, que p divideix cadascun d’aquests elements i, en
particular, divideix el seu contingut. En altres paraules, donat b € A[X], @(h) = osi,inoméssi p | c(h).
Siguinara f, g doselements ' 4[X]. Com ¢(f ¢g) = @(f)@(g), tenim @(f ¢) = osi,inoméssi, p(f) = o
obé @(¢g) = o. Alternativament, f'g € ker(@) si, i noméssi, /' € ker(@) o bé g € ker(@). En més
detall, com A és domini de factoritzacié Gnica, p és primer i, per tant, 4/( p) és un domini d’integritat. Com
A/(p) ésun domini d’integritat, 4/( p)[X ] també ho és. Equivalentment, p és factor irreductible de ¢ (f ¢)
si, i només si, ho ésde ¢(f) obé de ¢(g).

Suposem £, ¢ primitius, és a dir, tals que c(f) i c¢(¢) sén unitats. Suposem, al seu torn, ¢(f ¢) no unitats.
Aleshores, p és irreductible i compleix que p | c(fg) = p | c(f) obé p | c(g). Arribem a contradiccis,
que ve de suposar [, g primitius. En general, posem f = ¢(f)f*, g = c(g) g tal que f*, ¢* sén primitius.
Aleshores, [ g = c(f)c(g)(f*¢")if*g* és primitiu. Per tant, c(f g) ~ ¢(f)c(g). [

Corol-lari 10.6. Sigui A un domini de factoritzacid vinica, K el cos de fraccions &’A i f € A[X] monic. Si
f =gh,amb g, b € K[ X] monics, aleshores g, b € A[X].

Definici6 10.7 (Element irreductible, anell de polinomis). Sigui 4 un domini de factoritzacié Gnica. Un ele-
ment d’ 4 és element irreductible d’ A [ X | si, i només si, és element irreductible d’ 4 (un element d’ A[ X | de

grau positiu no pot dividir un element d’4).

Proposicié 10.8. Sigui A un domini de factoritzacié iinica i sigui f (X)) € A[X]. Les condicions segiients son
equivalents:

L [(X) té grau positiu i és irreductible a A[ X ].

2. ¢(f) ~1(f & primitin) i f (X) és irreductible a K[ X ].

Demostracio. Provarem la implicacié cap a baix, =, i cap a dalt, <.
= Suposem que /(X)) té grau positiu i és irreductible a A[ X ]. Tot element irreductible d’ 4 és irreducti-
blea A[X]. La factoritzacié f = ¢(f)f ™, amb /™ primitiu, és no trivial (sempre que ¢(f) no sigui una
unitat). Com que [ és irreductible, deduim que ¢(f) és una unitat; és a dir, ¢(f) ~ 1. Per veure que
f (X) ésirreductiblea K[X], posem f = gh,amb g, b € K[X]igr(h) > o. Volem veure que g ha de
tenir grau zero i, per tant, ha de ser una unitat de K[ X ]. Si 4 és denominador comu dels coeficients de
g(X)ibdelsde h(X), tenim que ag i bh sén elements I’ A[X ] i abf = (ag)(bh) és una factorit-
zacié &’abf en A[X]. Siguin g*, b* els polinomis primitius corresponentsa agibh: ag = c(ag) ¢*
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ibh = c(bh)b*. Aleshores:

ab ~ c(abf) = c((ag)(bh)) ~ c(ag)c(bh), (10.3)

pel lema de Gauss i, per tant, f = #g*h*,amb u# € A*. Com f ésirreductible a A[X] i h* té grau
positiu, ¢* és una unitat I’ A[ X ] i, per tant, g* € (A[X])* = 4". En conseqiiencia, ¢* ésde grau o i
g és constant.

& Sigui f € A[X]amb ¢(f) ~ 1,isuposem que f és irreductible a K[X]. Posem / = gh, amb
g, h € A[X], hdegraupositiu. Com A[X] € K[X], ghadetenirgrauoi,aixi, ¢ € KNA[X] = 4.
Ara, larelacid 1 ~ ¢(f) ~ c(g)c(h) ~ g - c(bh) donaque g € A*. Per tant, f ésirreductible a A[ X].

|
Lema 10.9. Si p € A é un primer en A, aleshores p també és un primer en A[X].
Teorema 10.10. S7 A & un domini de factoritzacid vinica, aleshores A[ X]| és un domini de factoritzacio vinica.

Proposici6 1o.11 (Criteris d’irreductibilitat).
n Sigui f(X) € A[X),f(X) = ao+a X +---+a,X". Si 4 ésunaarrddef ak, ambmed(c,d) =1,
aleshoresc | agid | a,.
2. Sigui f(X) € A[X] un polinomi primitin de grau 2 0 3. Aleshores, f (X ) és irreductible sz, i només si,

no té cap arrel a K.

Proposici6 10.12 (Criteri modular). Signi f(X) = ag+a, X +---+a,X" € A[X], primitin, i suposem que
existeix p € A, irreductible, tal que p ¥ a, i que elpolz'nomz'/?(X) =do+a X +---+a,X" € (4/(p))[X]
és irreductible (on @ indica la classe d’a € A en el quocient A[( p) pel morfisme de pas al quocient w : A —
A[(p)). Aleshores, f és irreductible en A[ X ].

Proposicié 10.13 (Criteri d’Eisenstein). Sigui f(X) = ao + a,X + -+ + a,X" € A[X] primitin i sigui
p € A, irreductible en A. Suposem que p | ao, p | ary..., p | an—s, p | ani p* 1 ao. Aleshores, f(X) és

irreductible.
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