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Introduccio

Primer de tot, es trobara que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats d’una
manera certament poc satisfactoria pel que fa a l'ordre cronologic del curs, siné que he seguit
més aviat el meu propi criteri. Hi ha capitols, seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions).
Pel que fa al pes d’aquestes estructures en els encapc¢alaments:
1. el nimero de 'altima secci6/subsecci6 figurard en cada cantonada superior de pagina
parella (per exemple, 1.2);
2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, "Divisibilitat i nombres primers");

w

. el nom de I'altima seccié/subsecci6é de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, "Polinomis: algorisme d’Euclides").

A més, hi ha una taula en qué es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per
poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. En els
encapgalaments, aleshores, tenim:

e el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qliestié es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta (per exemple, 1.2.3).

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.

Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
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Espais metrics

1.1
ESPAIS METRICS

Definicié 1.1.1 (Distancia i norma). Sigui x = (z1,...,z,) € R™

e Es defineix la norma d’z com a

lz|| = +1/23+ -+ + 22, (1.1.1)

e Es defineix la distancia entre dos punts z,y € R com a d(z,y) = ||z — y||. Tenim, per

tant, una aplicaci6 d : R™ x R® — R tal que satisfa les propietats:
1. d(xz,y) >0, per a tot x,y € R™.
2. d(z,y) = 0 si, i només si, x =y, Yo,y € R™
3. Propietat simétrica: d(x,y) = d(y,x), per a tot z,y € R™.
4. Desigualtat triangular: d(x,y) < d(z,z) + d(z,y), per a tot z,y € R".

Un espai métric és un conjunt X junt amb una distancia d. El designarem per (X,d) i
normalment simplificarem la notacié a X. Els seus elements s’anomenen punts. Formalment,
proposem la segiient definicio.

Definicié 1.1.2 (Espai métric). Un espai métric (X, d) és un conjunt X' i una aplicaci6 d :
X x X — R anomenada distancia, que verifica les segiients propietats:

1.
. d(z,y) =0si,inoméssi, =y, Vo,y € X.

[\]

2}
J

_,J:

d(z,y) > 0, per a tot z,y € X.

Propietat simétrica: d(z,y) = d(y, ), per a tot z,y € X.
Desigualtat triangular: d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), per a tot z,y € X.

Exemple 1.1.3.

1.

L’espai métric estandard: si X = R™, aleshores = = (x1,...,2,) 1y = (y1,...,Yn) 1
I'aplicacié d : R x R — R resulta definir-se com d(z,y) := ||z — y||. D’aquesta manera,
es verifiquen totes les propietats anteriors i d és una distancia euclidiana:

d(z,y) =+ (@1 —11)2 + - + (@0 — yn)? (1.1.2)
Prenem X = R". Definim p = (p1,...,pn) 19 =(q1,...,qn), 1 la distancia
d(p, q) = max{|z; — yil}. (1.1.3)

1<i<n

Aleshores, d és una distancia en R™. Les tres primeres propietats son evidents, i anem
per la quarta: donat iy € {1,...,n} i tres punts p = (p1,...,0n), ¢ = (1, ---,qn) 1
r=(ry,..., )

|pi0 - Qio| < |pi0 - Tio' + |Ti0 - Qi0| < d(p, T) + d(?“, q)‘ (1‘1‘4)
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(O]

Espais métrics

La distancia al producte: si (Xy,dy),. .., (X,,d,) son espais métrics i X = X} X -+ X X,
aleshores l'aplicaci6é d : X x X — R definida per

d((p1,---5pn), (q1s -, qn)) = max {d;(z;,y;)} = max {d;(yi, i)} - (1.1.5)

1<i<n 1<i<n
Aleshores, d és una distancia en X = &} x &), que s’anomena distancia producte.
La distancia discreta sobre X: d(z,y) =0 <= z=yid(z,y) =1 < z #y.
Posem [ =[0,1]i X ={f:[0,1] — R | f € T°([0,1])}, i definim la distancia
d(f,g) = max {|f(x) — g(z)}. (1.1.6)

z€[0,1]

Les tres primeres propietats es demostren facilment i quedaria demostrar la desigualtat
triangular. Es deixa com a exercici.

1.2
BOLES

Definicié 1.2.1 (Bola oberta). Sigui (X, d) un espai métric, r € RT \ {0},p € X. Es defineix
la bola oberta de centre p i de radi » € R* com:

B.(p) ={qe X |d(p.q) <r}. (1.2.1)

Definicio 1.2.2 (Bola tancada). Sigui (X, d) un espai métric, r € RT\ {0},p € X. Es defineix
la bola tancada de centre p i de radi r € R™ com:

B.(p) ={qe X |dp,q) <r}. (1.2.2)

Exemple 1.2.3.

1.

\}

o
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Posem X = R? i d com la distancia euclidiana, amb p = (0,0) i r = 1. Aleshores,

és una bola oberta de radi 1 amb centre a ’origen de coordenades p.
Considerem (X, d), essent X un conjunt amb una distancia d que compleix:

0, sip=q,
d(p,q) = 1.2.4
(p.9) {1’ vt (L24)

D’aquesta manera, la bola queda definida de la segiient manera:

BMﬂz{@L wrsl (1.2.5)

X, sir>1.

Fixat un nimero primer p es defineix la distancia p-adica de Z, d,, com:

0, six=uy,
(M%@:{L ot (1.2.6)
pn7 y7

on n és l'exponent de p en la descomposicié en factors primers de (z — y). Les boles de
centre x i de radi r s6n

1
B(z,r) ={z+p"q ‘ q € R}, n =min{k ‘ = <r}. (1.2.7)



Conjunts 1.3.1

Propietat 1.2.4. Sigui (X,d) un espai metric. Aleshores,
1. Bu(x) # 0, Ve € X,Vr > 0.

9

.

X=|J B(a) (1.2.8)

3. Siy € B.(x), aleshores existeix s > 0 tal que Bs(y) C B,(x).
/. La interseccio de dues boles obertes €s, o bé, buida, o és reunid de boles obertes.

Demostracio.
1. La primera és directa si sabem que, com a minim, pertany el centre: = € B,.(x) # ().
2. UB,(x) C X per definicié de bola. Com que x € B,(z), aleshores X C |, B ().
3.y € B.(z) = 3s | By(y) C B.(x). Per demostrar aquesta implicacié, prenem s =
r—d(z.y) > 01 agafem z € Bs(y) = d(y,z) < s, volent provar que z € B,(x).
Evidentment:

d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) < d(z,y) + s =d(z,y) +r —d(z,y) =1 (1.2.9)
4. Sigui A = B, (z1) N B,,(z2). Es dona que
yeA = 3Is¥| Bu(y) C By, (v1) = 3s } By(y) C By, (72) (1.2.10)

i, per tant, s¥ = min{s}, sy}, Bs(y) C A. Aixi:

A=|]JBauy). (1.2.11)
yEeA
]
1.8
CONJUNTS

Un obert d’'un espai metric és un subconjunt & C X de boles obertes, i un tancat és un subconjunt
T C X amb complementari X \ 7 obert. Formalment, tenim el segiient.

Definicié 1.3.1 (Subconjunt obert). Sigui (X, d) un espai métric. Un subconjunt U de X és
un obert de X si per a tot x € U existeix una bola centrada en x continguda en U, és a dir,
r € R tal que B.(z) CU.

X

Figura 1.1: Boles obertes, una dins d’'una altra, en un conjunt X.
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1.8 Espais métrics

Observacio 1.3.2. En altres paraules, per provar que un subconjunt 4/ C X d’'un espai métric
(X, d) és un obert cal provar que tot punt x € U esta contingut en una bola continguda en U.

Lema 1.3.3. Un subconjunt U C X és obert si, © només si, per a tot punt x € U existeir una
bola oberta de centre x obtinguda a U: B,(x) CU.

Demostracio. Es conseqiiéncia directa de 1.2.4. Igualment, n’oferim una demostracié completa.

—> Si per a tot punt x € U existeix una bola de centre x continguda a U, U és uni6é de boles
obertes i, per la definici6 d’obert, U és un obert.

<= SilU és obert i x € U, existeix una bola que conté x i esta continguda en U. La definici6
d’obert, compte, no diu que aquesta bola hagi d’estar centrada en x, simplement n’indica
la pertinenga: = € B,(y) C U. Ara bé, si escollim ¢ < r — d(z,y), aplicant la desigualtat
triangular tenim:

2z € Bo(x) = d(y,2) <d(y,z) +d(z,2) <d(z,y)+e<r, (1.3.1)

on d(z,y) <r —e. Es a dir, B.(z) C B.(y) C U.
[ |

Demostracio alternativa. La primera implicacio6 és directa. Per la segona, suposem U = | J, B,, (p;)-
Sigui p € U. Existeix un i tal que p € B,,(p;). Per les propietats, Ir, > 0 tal que B, (p) C

Exemple 1.3.4. Agafem X = R? iU = {(z,y) € R? | 2 > 1}. Notem que en tenim prou amb
agafar ¢ = xo — 1.

Quan dues distancies d;, dy definides en el mateix conjunt X donen lloc als mateixos oberts
parlem de distancies topologicament equivalents.

Definicié 1.3.5 (Distancies topologicament equivalents). Sén aquelles distancies que complei-
xen que les boles respecte d; siguin unio6 respecte ds i les boles respecte ds siguin unié respecte

dy.

Definicié 1.3.6 (Distancies numéricament equivalents). Sén aquelles distancies tals que exis-
teixen constants reals ¢, co > 0 tals que, per a tot parell de punts z,y € X:

1 1
ad(,y) < dley) < odi(ny) < —dly) < by < by, (132)
2 1

La relaci6 és simeétrica. Quan dues distancies son numeéricament equivalents, cada bola respecte
una de les distancies conté una bola amb el mateix centre, respecte a l'altra distancia.

Proposicio 1.3.7. Dues distancies numeéricament equivalents son també topologicament equi-
valents. El reciproc no és cert.

Demostracio. Siguin dy, dy dues distancies numéricament equivalents en un conjunt X', i siguin
c1,02 € R tals que ¢1dy(z,y) < do(z,y) < codi(x,y) per a tot x,y € R. Per provar que tota
bola By, (z,7) és uni6 de boles respecte dy considerem un punt d’aquesta bola, y € By, (x,r), i
provem que existeix By, (y,e) C By, (z,7). En efecte,

1 1
2 € By, (y,e) = di(x,2) < di(z,y)+di(y,2) < dl(x,y)+c—d2(y,z) < d1($,y)+0—5- (1.3.3)
1 1
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Conjunts 1.3.11

Per tant, si escollim ¢ < ¢;(r — d;(z,y)) resulta que dy(x,z) < r per a tot z € By,(y,€). Es a
dir, By, (y,e) C By, (x,r). Com que la relacié és simétrica, també és cert que les boles respecte
a dy s6n unié de boles respecte d;. [ |

Demostracio alternativa. Sigui e Pobert de (R?,d,) i ¢, és Pobert de (R?,d,), essent d, i d, la
distancia euclidiana i la producte, respectivament. Es té que ¢, = ¢,. Sigui U € ¢.. Volem
veure que U € @, sigui x € Y. En conseqiiéncia del fet anterior, Bl (r) C Bl(x) C U. |

La uni6 d’oberts és clarament oberta. En canvi, la interseccié6 d’oberts no té per que ser
oberta: ho és per a un nombre finit d’oberts. Pel que fa als tancats, la seva unié és tancada per
a un conjunt finit, pero la interseccio si ho és.

Exemple 1.3.8. Sigui (X, d) un espai métric i p € X'. Aleshores, {p} no és obert en el cas de
X =R?i d és la distancia euclidiana. A més, B%(p) = {p} és obert en cas que X = R?id és la
distancia discreta.

Proposicio 1.3.9. Sigui (X, d) un espai metric. Aleshores,

1. Els subconjunts ) 1 X son oberts d’X. En altres paraules, ) — X i X — X.

2. Sigut {A; }ier una familia d’oberts d’X, aleshores la reunid | J; A; és un obert d’X.

3. Sigut Ay, ..., A, una col-leccid finita d’oberts d’X, aleshores la interseccio (), A; €s un
obert d’X.

Demostracio.

1. El buit és obert perqué no conté cap element. Per a tot x € X, B.(z) C X, per a qualsevol
r € RT, aixi doncs X és obert.

2. Sigui z € |J; A;. Existeix un i € I tal que x € A; i, en ser A; obert, existeix r € R* tal
que B,(x) C A; C U, Ai.

3. Posem I = {1,...,n}. Sigui z € (), 4;. Siguin r;, amb i = 1 < n reals positius tals que
B,,(x) C A;, per a tot x € I. Aleshores, B,(z) C (), A; on r = min{ry,...,r,} > 0.

[ |

Observacio 1.3.10. En general, la intersecci6 infinita d’oberts no és un obert. Per exemple,
els intervals (—%, %) son oberts de R, pero la intersecci6 de tots ells, al variar n, és {0}, que no
és un obert.

Exemple 1.3.11. Considerem a R" la distancia
d'(z,y) = min{ds(z,y), 1}, (1.3.4)

on do és la distancia euclidiana. Les boles obertes de radi < 1 sén les mateixes respecte d’
i respecte dy. Si el radi és major que 1, aleshores les boles respecte d’ séon tot R. Com tota
bola respecte d’ o do es pot posar com a uni6é de boles de radis < 1, resulta que d' i dy s6n
topologicament equivalents.

Ara bé, d' i dy no sén numéricament equivalents. En efecte, fixat = hi ha punts y amb dy(x, y)
tan gran com es vulgui, pero d'(z,y) < 1,Vz,y € R™ i, per tant, no pot existir cap constant c
tal que dy(x,y) < cd'(x,y) per a tots els punts y.
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1./ Espais métrics

1.4
FUNCIONS CONTINUES

Ara aplicarem el concepte de continuitat en un espai métric.

Teorema 1.4.1 (Continuitat sobre un punt en R).
1. Una funcio f : R — R és continua en v € R si, i només si, Ve 36 > 0 ! lr—yl <0 =

[f(@) = fly)l <e.

2. Una funcid f : R" — R™ és continua en © € R™ si, i només si, Ve 36 > 0 | lx —yll. <
6 = |If(x) = fW)llm <e.

Definici6é 1.4.2 (Continuitat d’'una funcié en espais métrics). Si f : F — F' és una aplicaci6
entre espais métrics direm que f és continua en x per a cada x € E.

Definicié 1.4.3 (Continuitat en un punt en espais métrics). Siguin (X,dx) 1 (V,dy) dos es-
pais métrics. Una aplicaciéo f : X — ) és continua en z € X si per a tot € > 0 existeix
d > 0 tal que si dy(2',2) < 9§, aleshores dy(f(2'), f(x)) < €. En altres paraules, per a tot ¢ > 0
existeix 0 > 0 tal que

F(Ba)) € Bo(f(2). (141)
O encara, d’una altra forma, Ve > 0 existeix § > 0 tal que Bs(x) C f~1(B.(f(x))).

Figura 1.2: Representaci6 de la continuitat d’una funci6 entre espais métrics.

Teorema 1.4.4. Sigut f una funcio entre espais métrics tal que f : X — Y és continua si, i
només si, per a tot obert U de Y, f~1(U) és un obert de X.

Demostracio.

= Sigui U un obert d’Y i sigui x € f~1(U) (volem provar que f~! és un obert de X'). Existeix
e > 0 tal que B.(f(z)) C U. Per la continuitat d’f, 3§ > 0 tal que f(Bs(z)) C B.(f(x)) C
U. Aixi, Bs(z) C f~H(U) i, per tant, f~(U) és un obert.

< Siguiz € Xie>0. f71(B.(f(x))) és un obert per hipotesi i, per tant, 3§ > 0 tal que
Bs(z) C f7YB.(f(x))), és a dir:

f(Bs(x)) C B(f(x)). (1.4.2)
|

Observaci6 1.4.5.

1. La continuitat es pot reformular en termes d’oberts (la distancia no apareix explicitament).
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Funcions continues 1.4.6

2. Els espais meétrics no tenen definits operacions i parlar de suma de funcions métriques no
té gaire sentit. Fixem-nos que el segiient si en té:
1. Si fi,fo : E — R"™ continues, es dona que f; + fo i fi - fo (si n = 1) sén, també,
continues.
2. Agafant f: F — F,g: F — H continues, impliquem que g o f és continua.

Proposicio 1.4.6. Sigui (X,d) un espai métric i considerem en X x X la distancia producte;
aizo és: d: X x X — R. Aleshores, d és continua.

Demostracio. Als apunts. u

Figura 1.3: Representaci6 grafica de 1.3.3.

Figura 1.4: Interseccié d’una familia finita de conjunts
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Espais topologics

2.1
ESPAIS TOPOLOGICS

Notacié 2.1.1 (Conjunt de les parts). Si &' és un conjunt, aleshores P(X) és el conjunt de les
parts d’X.

Exemple 2.1.2. X = {0,1,2} = P(X) = {0, {0}, {1}, {2},{0,1},{1,2},{0,2}, X}.

Si A és un conjunt, volem definir en X una nocié d’obert semblant a la d’obert en un espai
meétric. De manera informal podem proposar:

Definicié 2.1.3 (Topologia, informal). Es una familia de subconjunts no arbitraria que verifica
una série de propietats. Sigui (X, d) un espai métric:

1. (), X son oberts de (X, d).

2. {A;}; oberts = [, A; obert.

3. Ay,..., A, obert = [, A; obert.

Definicié 2.1.4 (Topologia). Sigui & un conjunt tal que 7 C P(X). Direm que 7 és una
topologia en X si es compleix:

1. 0,xXer.

2. Si{llitier, e TV = J,U; €T

SUyer,.. U, eT = N Ui=UN---NU, €T.
Als elements de 7 se’ls anomena oberts i direm que (X, 7) és un espai topologic. Sobre un mateix
conjunt X hi pot haver, en general, moltes topologies diferents.

Exemple 2.1.5.

1. Si (X,d) és un espai meétrici 7, = {A C X } A és reuni6 de boles de (X, d)}. Direm que

Tq4 és la topologia associada a la distancia d.

2. Sigui X un conjunt, 7 = {@), X'} és una topologia en X que anomenarem topologia trivial
o topologia grollera en X.
Sigui X un conjunt, 7 = P(z) és una topologia en X' que anomenarem topologia discreta
en X.
4. 81 X =R" i d és la distancia euclidiana, 74 és la topologia estandard o euclidiana en R™.

o

Observacio 2.1.6. Es facil veure que en un espai métric un punt sempre és un subespai tancat.
En canvi, un punt d’un espai topologic pot ser que no sigui tancat. Per exemple, a la topologia
grollera els tinics tancats son @) i X.

Definicié 2.1.7 (Topologia metritzable). Es diu que una topologia 7 en X és metritzable si
existeix una distancia d en X tal que la topologia associada 7 és la mateixa que 7.

Proposicio 2.1.8. Sigui X un conjunt tal que el seu cardinal és més gran que 2. La topologia
grollera en X no és metritzable.
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2.1 Espais topologics

Demostracio. Demostrem per reduccio a Pabsurd: siguin p,q € X, p # ¢, sigui € = d(p,q) > 0,
on d és una distancia tal que 7; és una topologia grollera. Sigui U = B: (p) € T4, On T4 és una
topologia grollera. Aleshores:

i U
u—]" sire (2.1.1)
X siqgé¢U.
Arribem a contradicci6 i la topologia grollera no és metritzable. ]

Proposicié 2.1.9. Sigui (X, 1) un espai topologic amb X finit. (X, T) és metritzable si, i només
si, T €s la topologia discreta.

Demostracio.

—> Sigui d la distancia discreta. Sigui a € X i sigui el nombre real positiu:
r=min{d(a,z) |z € X, x # a}. (2.1.2)

Clarament B(a,r) = {a} la qual cosa implica que tot subconjunt unitari de X’ és obert i,
per tant, tots els subconjunts de X’ sén oberts al ser reunié d’oberts.
<= Sigui 7 la topologia discreta i considerem la distancia trivial en X:

1, siz ,
a%w:{o ﬁxiz (2.1.3)

Aleshores, per a tot a € X tenim que B(a, 1) = {a} i, per tant, la topologia que determina
d ¢és la topologia discreta.

Teorema 2.1.10. Sigui X un conjunt i 71,7 topologies sobre X. Aleshores, 71 N Ty €s una
topologia sobre X .

Demostracio. Per demostrar que 7 N 75 és una topologia en X cal demostrar que compleix les
condicions per ser una topologia:
1. Com 0, X €7 i, X €1, esdonaqued, X €7 NTy.
2. Ara, sigui {U; }ic; una familia de conjunts tal que U; € 71 N 79, per a tot i € I. Aleshores,
Mic; Ui € 711 (e Ui € T2 Per tant, (., Ui € 71 N 7.
3. Sigui ara U, ..., U, € 71 NTe. Com abans, U; € 11 iU; € T per a cada i € {1,...,n}. Per
tant, (_, U € 1 1 (i, Ui € 2. Aixi donces, (i, U; € 11 N Ta.

|
Corol-lari 2.1.11. Sigui X un conjunt i siguin Ti,..., T, en X. Aleshores, (-, Ti €s una
topologia sobre X .
Demostracio. Siguin 7y, ..., T, topologies sobre X'. Pel teorema anterior, 7 N7y és una topologia

sobre X. Per inducci6 resulta que (73 N 73) N 73 resulta ser una topologia. Per tant, podem dir,

(Th Ti) N T = ﬁn. (2.1.4)

=1

de manera totalment analoga:
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Topologia induida en un subespai 2.3.1

Figura 2.1: 7= {0,{a}, {0}, {c}, {a,b}, X} 1 X = {a,b,c}.

2.2
COMPARACIO DE TOPOLOGIES

Definicié 2.2.1. Direm que una topologia 71 és més grollera que 75 si 71 C 7». En tal cas, direm
que 7, és més fina que 7. S’acostuma a indicar per 7 < 7.

Donat un conjunt X, la topologia més grollera (més petita) en X és la topologia grollera de
2.1.5/1 la topologia més fina (més gran) és la topologia discreta de 2.1.5.

Observacio 2.2.2. Per 2.1.5 i la definici6é anterior tenim que qualsevol topologia 7 sobre un
conjunt X' compleix que 7, < T < Tgiser-

2.3
TOPOLOGIA INDUIDA EN UN SUBESPAI

Definicié 2.3.1 (Subespai topologic). Siguin (X,7) un espai topologic tal que A C X. La
familia 74 = {UY N A ’ U € 7} que esta formada per la interseccié de A amb els oberts de X, és
la topologia relativa a A o induida per A. Llavors, diem que (A, 74) és espai topologic i que és
un subespai de (X, 7).

Figura 2.2: Representacié grafica d’'un subespai topologic.
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Definicié 2.3.2 (Distancia induida). Si (X,d) és un espai meétric i A C X, aleshores d|4x4 :
A x A — R és una distancia en A, s’anomena distancia induida en A.

Definicié 2.3.3 (Topologia induida). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X'. Aleshores,
la familia

Ta={UNA|UEeT}CPA) (2.3.1)
és una topologia en A i s’anomena topologia induida en A per 7.

Proposicio 2.3.4. 1|4 és, efectivament, una topologia.

Demostracio.
1. Com que () € 7, es dona que § =0 N A € 7|4. Analogament, X € 7 = A € 7a4.
2. Sigui {U;}i, U; € T|4. Tindrem que donat V; € 7 se segueix que U; = V;N A i

Uui=Jvin4) = (U m-) NAEr|a (2.32)

iel iel iel

3. Uy, .Uy €T tindrem Uy = VINA,... U, =V, N A amb V; € T.
Uun---N,=VinNn---NV,)NAE|a. (2.3.3)
|

Observaci6 2.3.5 (Conjunts oberts o tancats). La paraula tancat és poc afortunada, des d’'un
punt de vista didactic, perqué pot induir a pensar que obert i tancat séon antonims, és a dir, que
tancat és el contrari d’obert. Hi pot haver:

1. conjunts que siguin oberts i no siguin tancats;

2. conjunts que siguin tancats i no siguin oberts;

3. conjunts que siguin oberts i també siguin tancats;

4. conjunts que no siguin ni oberts ni tancats.

Exemple 2.3.6.
1. Sigui 7 la topologia trivial en X'. Aleshores, X i () son oberts i tancats de 7:
e XYer = X ésobert der.
e X\ X =0€7 = X és tancat de 7.
o ) €T = () és obert de 7.
e X\0=X = 0 és tancat de 7.

2. Sigui 7 la topologia estandard en R. Agafem A = (—1,1) = B1(0) = A és obert. En
canvi, si intentem trobar que A tancat a partir del complementari R\ A = (—o0, —1] U
[1,4+00), veiem que no és obert (no podem construir una bola amb centre +1) i, per tant,
que A no és tancat.

2.4
TANCATS, INTERIORS, ADHERENCIES I FRONTERES

Observacio 2.4.1 (Tancats en subespais). En un espai topologic (X, 7), diem que un subcon-
junt B C X és tancat quan X'\ B € 7. Llavors, els tancats d’A C & soén la interseccié d’A amb
els tancats d’X.
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Tancats, interiors, adheréncies i fronteres 2.4.6

Exemple 2.4.2. Jasabem quesi (X, 7) és 'espai topologic associat a un espai métric, el conjunt
X\ {z} és obert per a tot z € X. Per tant, en aquest cas, els punts son subconjunts tancats.

Observacio 2.4.3. Passant al complementari les propietats dels oberts obtenim les propietats
segiients dels subconjunts tancats:

1. 0, X sén tancats.
2. Si {A;}; és una familia de subconjunts tancats de X, aleshores () A; és tancat.
3. Si {A;}; és una familia finita de conjunts tancats de X, aleshores | A; és tancat.

En més detall:
Proposicié 2.4.4. T C X és tancat <= X \T € 7. Si (X, T) és un espai topologic i
€, = {tancats de (X, 1)}, (2.4.1)

aleshores:

1. 0, X € €.,
2. 81 {Ci}ig,(ci Ecg,r — ﬂiCiGCgﬂ'
9 siCh.. Cheb — AN--—-NA, €%,

Demostracio. Vegem primer que les tres propietats es compleixen per %:
L=X\Xe?, X=X\0eE,.
2. Com els C; son tancats, els podem escriure com a complementari d’un obert. Si tenim
{C;};,Cie6, = C,=X\U,;, U; € 7. Aixi:

(Ci=( (X \th) =X\ (Uul) = [(Ci €%, (2.4.2)
el el el i€l
3. Ty o, Tn €6 — T,=X\U;, U; € 7. Ara:
CLU-—UC, = (X\U)U---UX\U) =X\ U N NU), (2.4.3)

onlN---NU, € 7. Per tant, C;U---UC,, € E,.
[ |

Observem que si (X, 7) és un espai topologic, el conjunt dels tancats € = {7 C X } X\T €
7} C P(X) també serveix per determinar la topologia. Es a dir, donat ¢ C P(X) tal que els
seus elements verifiquen les propietats anteriors, existeix una tnica topologia sobre X per a la
qual € és el conjunt de tots els tancats de la topologia.

Proposicié 2.4.5. Si € C P(X) verifica les tres propietats anteriors, existeir una unica topo-
logia T en X tal que €, = €.

Demostracio. Sigui 7 ={U C X ‘ X \U € €}. Cal veure que 7 és topologia (exercici). [

Exemple 2.4.6. En R, amb la topologia usual, [0, 1) no és obert i tampoc és tancat: tracant
boles tals que (1 —€,1 + ¢) al complementari de [0,1) i (—&,¢) en [0,1) es veu.

27



2.4 Espais topologics

Definici6 2.4.7 (Interior). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X. L’interior del sub-
conjunt A, denotat per fol, és la reuni6 dels oberts continguts a A. Per definicio, I'interior és
un obert contingut a A, en particular, 'obert més gran contingut a A, en el sentit que tot altre
obert contingut en A esta contingut en A. En forma d’equacio:

A= ] u. (2.4.4)
U;obert
U;CA
Definicié 2.4.8 (Punt interior). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X. Diem que un
punt x € X és interior a Asiz € A.

Figura 2.3: L’interior del conjunt A. Es una idea general, no del tot acurada.

Definicié 2.4.9 (Adheréncia). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X. L’adheréncia del
subconjunt A, denotat per A, és la interseccié dels tancats que contenen A. En particular, A és
el tancat més petit que conté tot A, en el sentit que tot altre tancat que conté A, també conté
a A. En forma d’equacio:

A= ) ¢ (2.4.5)

C;tancat
C;DA

Definicié 2.4.10 (Punt adherent). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X. Direm que
un punt & € X és adherent a A si x € A.

OOQQ a

Figura 2.4: L’adheréncia d’un conjunt A.

Definicié 2.4.11 (Frontera). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui A C X. La frontera d’A
és:

OA =4\ A. (2.4.6)

Observaci6 2.4.12.
1. A és un obert de (X,7) i A és un tancat de (X, 7).
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Tancats, interiors, adheréncies i fronteres 2.4.18

2. ComACZifolCA,tenimfiCX.

Exemple 2.4.13. Sigui X = R amb la topologia usual. A = [0, 1) no és obert i, doncs, A # A.
Agafem (0,1), que clarament és un subconjunt de A, (0,1) C A, a més que A Z [0,1) i, per
tant, A = (0,1). Com que A = [0,1) no és tancat, A # A. Ara, A C[0,1] = A C |0, 1]. Per
veure la igualtat A = [0, 1], sol cal destacar que [0,1) € A C [0,1]. Per tltim, 94 = {0,1}.

Lema 2.4.14. Sigui (X, 7) un espai topologic. L’adheréncia d’un subconjunt A és el tancat més
petit que conté A i l'interior és 'obert més gran contingut a A.

Demostracio. Ja hem vist que A ésobert i A C A. Sigui U un obert tal que Y C A. Deduim
per (2.4.4) que U C A. El segon apartat queda com exercici. [ |

Observaci6 2.4.15. Sigui (X, 7) un espai topologic, A C X. Es té que:

1. A=A = Aés obert,
2. A=A < A és tancat.

Exemple 2.4.16.
1. Si A és obert, A= Aisieés tancat, A = A.
2. Sigui d la distancia habitual a R%. L’adheréncia de B;((0,0)) és

Bi((0,0)) = {(z,y) eR* | 2* +y* < 1} (2.4.7)

i la frontera és la circumferéncia de centre (0,0) i radi 1, la denotem per S*.
3. Amb la topologia discreta, tot subconjunt és obert i tancat; per tant, per a tot A, A =

A=AidA=0.

Proposicié 2.4.17. Sigui (X, 7) un espai topologic, v € X 1 A C X.
1. El punt x és adherent a A si, i només si, per a tot obert U amb x € U, es dona que
UNA=0.

2. El punt x és interior a A si, i només si, existeiz un obert U tal que x € U C A.

Demostracio.

— Raonarem per reduccié a l’absurd. Suposem que z € A, i sigui U € 7 tal que z € U.
Veiem que U N A # () per absurd. X' \ U seria un conjunt tancat 7 tal que A C T. Per
tant, AC T =ACTiz € Aensdonaquez € X\U. Per tant, A ¢ T i existeix
yeAyeX\Utalqueyeld = yelUNA#D.

<= Siguiarar € X tal que peratotf € Tambax cUiUNA#(P. Siaz ¢ A, aleshores
z € X\ A. Com A és tancat, X'\ A és obert contenint x i, per tant, U N A # 0); contradiccio
amb U N A = (), pero, per hipotesi, U N A 7& (). Aixi doncs, = € A.

—  Notem que A és obert. Per tant, z €4/ C A C A, amb U essent un obert.

< En seontlt oposat, si U és un obert tal que x € U C A, per definici6 U C A i, aixi, UcAi
x € A

Propietat 2.4.18. Sigui (X, 7) un espai topologic i A, B C X dos subconjunts. Es dona:
/. AUB=AUB.
2. ANBCANB,.
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2.5 Espais topologics

3 A=A
/. X\A=X\A
5. 8A:A|’WXO\A.
6. AUB C (AUB).
Demostracio.
C Com A C AUBiB C AUB, tenimque A C AUBiB C AU B. Aleshores, AUB C AU B.
D AN B és tancat i conté AN B. Per tant, ANB C AN B. En més detall, sigui = ¢

AUB = z ¢ A,x ¢ B. Aleshores, per 2.4.17, 3U,, obert, tal que s €Uy iUy NA =0 i
UyNB =10. Com que z ¢ AUB, tenim que z ¢ AU B. Ara, sigui U = U; NU,. Aleshores,
UN(AUB) = (U NU)N (AU B) 3 z. Arribem a contradiccio, ja que:
1. si x € A, ha de formar part de U; NUs, perd no pot formar part de Uy NUs C U; per
hipotesi.
2. si x € B, ha de formar part de U; NUs, perd no pot formar part de Uy NUy C Uy per
hipotesi.
1. Com que ANB C A, ANB Cc A. Com que ANB C B, ANB C B. Aleshores,
ANB C AnB. Com que A és tancat, coincideix amb la seva adheréncia.
2. Com que A C A, tenim que X VA C X\ Ai, en ser X C A un tancat, es dona que
X—\A C X\ A. Sigui 7 un tancat tal que X \ A C T. Aleshores, A D X'\ T i, per tant,
A D X\ T. Passant al complementari, obtenim que &'\ AcT.
3. 0A = A\A AN(X — A) AN(X\ A).
1. Ai B estan continguts a AU B; per tant, A, B C (A U B)i AUBC (A U B). Per veure
que la inclusié pot ser estricta, podem agafar A =[0,1) i B = [1,2]. Aleshores:

AUB=(0,1)U(1,2) C (AUB) = (0,2). (2.4.8)
[ |

Observaci6 2.4.19. Quan la familia no és finita, la interseccio [ i A pot no ser oberta i, llavors,

pot no coincidir amb () joAj) Per exemple, a R amb la topologia euclidiana, si A; = (—1—%, 1+%),

N4 =[-1.1 = 1+1cﬂA_ﬂA_ —1,+1]. (2.4.9)
j
Adheréncia Interior
SiBCc A, BCA. SiBC A, BcC A.
AUB=AUB. int{ANB} =ANB

adh{{J, B;} D U, adh{B;}. int{{J, B;} D U, int{B;}.
adh{(), B;} C ), adh{B;}. int{), B;} C (), int{B;}.

Figura 2.5: Taula comparativa entre interior i adheréncia
2.5
BASES I SUBBASES

Sovint, per definir una topologia en X', no es diu qui és familia 7 de tots els oberts, sin6 que es
dona només una subfamilia £ i es construeixen els oberts U € 7 com les unions de conjunts de
[. Es el cas de les boles en els espais métrics.

30



Bases i subbases 2.5.5

Exemple 2.5.1. Sigui (X;,7;),i = 1,2, dos espais topologics. Una manera natural de definir
una topologia al conjunt producte seria agafar com a oberts els productes cartesians d’oberts
dels dos espais:

bX:{Z/ﬁ X Uy }Lll 67'1,1/{2 ETQ}. (251)
Ara bé, aquesta familia no és una topologia ja que, encara que compleix les dues primeres

condicions, perd no compleix la tercera; en altres paraules, la unié de conjunts de by pot no ser
a b)(.

Definicié 2.5.2 (Topologia producte). Sigui (X;,7;),i =1,21iby = {Us xUs ’ Uy € 1,Us € 1o}
La topologia producte és la familia d’unions de conjunts de by.

Definicié 2.5.3 (Base de la topologia). Es diu base de la topologia 7 d'un espai (X, 7) a una
familia d’oberts 5 C 7 tal que tot obert U € 7 és uni6 d’oberts de [3.

Proposicié 2.5.4. Sigui (X, 7) un espai topologic. Una subfamilia 5 C T és base de T si, i
nomeés si:

1. Qep.

2. PeratotxelU, ambU € 7, existeix un B € B tal quex € B CU.

Demostracio.
—> Si (3 és una base i U un obert, podem posar U = (| B;, on B; € . Sigui x € U, existira
un ¢ tal que = € B;. Aleshores, x € B; C U.
<= Reciprocament, sigui 4/ € 7 un obert. Volem veure que U/ és reuni6é d’elements de 3. Per a
cada x € U posem B, per denotar un obert de § tal que x € B, C U. Per tant, U = |J B,.
|

Proposicié 2.5.5. Sigui X un conjunt 1 sigui f C P(X). Aleshores,

r:{Uw|meﬁ} (2.5.2)
i€l
és una topologia sobre X (i, per tant, 5 €s una base de T) si, i només si, es verifiquen les
condicions seglients:

1.0epfiX =UypeV

2. Per a qualssevol V., W € B, VNW és reunio d’elements de [3.

Demostracio.

=  Suposem que T és una topologia i 8 és una base de 7. Per definici6 de topologia, (), X € 7
i, per tant, D € B1 X =JV. A meés, si V,W € 8 C 7, aleshores, VN W € 7, per ser 7
una topologia. Tindrem, doncs, que ¥V N W és reunioé d’elements de f3.

<= Reciprocament, la primera condicié de topologia es verifica per 7 a causa del primer apar-
tat. Silf; € 7 per a tot i, podem posar U; = {J,; Vj, on V; € 8. Aixi, U; Ui = U;U; V; € 7.
Per altim, siguin U, ...,U, € T amb U; = Uj Vj, amb ¢ = 1 + n. Aleshores:

ui:<UV;)m---m<Uvj>: U vin-ny. (2.5.3)

JjeS1 Jj€JIn J1€J1,-,dn€Jn

)

Aplicant la segona propietat, V;, N---NV;, és reuni6é d’elements de 3 i, consegiientment,
també ho és Uy N ---NU,.
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2.5 Espais topologics

Proposicié 2.5.6. Sigui X un conjunt. Una familia de subconjunts de X, 5 C P(X), és base
d’una topologia en X si, 1 només si,

1. 0 eg.

2. Totx € X ésaun Be f: v € B.

3. Per a tot x € B1 N By amb By, By € 3, existeiz un B € § tal que x € B C By N Bs.

.7 2 ~ >
~ N
7 / \ S VQ
A / N N
/ L T
R Ny \ \
/ SN
/ / \ \ B2 \
B I oz Yo |
3 I | ("] ! |
! ' / !
\ ! I
s
\Bl \ N - / /
\ \ / /
N \ ’ P
\ 4 7
Vl \\ N\ 4 e
~_. N7 .

Figura 2.6: Representacié d’una base topologica.

Observacio 2.5.7. Fixem-nos que 2.5.6.3 i 2.5.5.2 s6n equivalents. Es deixa com a exercici.

Definicié 2.5.8 (Subbase d’una topologia). Un subconjunt A C 7 d’una topologia 7, es diu
una subbase de 7 si tot obert U € 7 és uniéd arbitraria d’interseccions finites d’oberts en A.

Exemple 2.5.9.
1. Sigui (X, d) un espai métric. Una base seria 1 = {0} U {B.(2)}scx.c>0-
2. Considerem (R? d), amb d la distancia usual. Una base seria 8 = {0} U {B.(z,y)}e=0-

Proposicié 2.5.10. Sigui (X, 7) un espai topologic. Una subfamilia S C T és subbase de T si,
1 NOMES Si:

1. alguna de les interseccions finites d’elements de S és buida;

2. per a tot x € U € T existeix un nombre finit Sy,..., S, € S tal quex € S;N--- NS, CU.

Proposicio 2.5.11. Sigui X un conjunt. Una familia de subconjunts de X és subbase d’alguna
topologia de X si, 1 només si:

1. alguna de les interseccions finites d’elements de S és buida;

2. per a tot x € X € T existeix un A € S que el conté: x € A.

Observacio 2.5.12. Qualsevol subconjunt S C P(X), eventualment junt amb () i X', és subbase
d’alguna topologia 7 de X'. Les subbases apareixen de manera natural quan es vol dotar un
conjunt X d’una topologia en la qual interessa que certs subconjunts siguin oberts.

Proposicio 2.5.13. Sigui X un conjunt 1 siguin 11, T dues topologies sobre X. Siguin (1, (o
bases de 11 i To respectivament. Aleshores, 71 C Ty Si, 1 només si, per a tot U € 31 i per a tot
xr €U emisteizrV € By tal que x €V C U.
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Demostracio.

— Siguinz € Xild € p; tal que x € Y. Com que U € 51 C 11 C 73 1 5 és base, podem
posar U = |JV;, on V; € B, algun index i tindrem x € V; C U.
< Siguid enn (U=0 = U € ). Peratot x €U, existira un obert U, € [ tal que
x € U, C U. Per hipotesi, trobem un obert V, € £, tal que x € V, C U,. Per tant,
U=V, € n.
[ |

Corol-lari 2.5.14. Sigui (X,d) un espai métric i sigui ) C X un subconjunt. Aleshores, la
topologia 11 associada a la distancia induida sobre Y és la mateiza que la topologia o, obtinguda
induint la topologia associada a (X, d) al subconjunt Y.

Demostracio. Una base de la topologia 7 s’obté agafant les boles per a la distancia induida:
B ={BP(y)=Bly)NY|yey, reR}, (2.5.4)
on dy és la distancia induida. Per a 7 una base és
Bo={Blx)NY |z e X, reR"} (2.5.5)

Clarament, g1 C (5. Per tant, m C 7. Veiem ara que 7, C 77. Sigui y € Y i sigui U =
B3(x)NY € By tal que y € U. Com es va veure per 1.3.1, existeix un s > 0 tal que B4(y) C Bd(z).
Per tant, y € Bi(y)NY C U. |

2.0
ENTORNS I AXIOMES DE NUMERABILITAT

ENTORNS

Definicié 2.6.1 (Entorn). Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui € X. Un entorn d’x és un
subconjunt £ C X tal que x € E. Es a dir, un subconjunt £ C X tal que existeix un obert
UeTambz el CE. Si F és obert, diem que E és un entorn obert de x.

Figura 2.7: Un entorn F d'z en X.

Exemple 2.6.2.

1. En un espai meétric, les boles son entorns dels seus punts. Més en general, en un espai
topologic tot obert és un entorn dels seus punts.
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2.6.2 Espais topologics

2. A R amb la topologia euclidiana, el subconjunt [—,1] amb n € N\ {0}, és un entorn de

0, perd no ho és de L.
n

Definici6 2.6.3 (Base d’entorn o sistema d’entorns). Diem que B, és una base d’entorn de p
si B, C P(z) tal que els entorns de B, son entorns de p i, a més, si £ és un entorn de p existeix
B C B, tal que p € B C E. Equivalentment, sigui « € X, s’anomena sistema d’entorns de x la
familia de tots els entorns de z. Una base d’entorns de x és una familia {IV;} d’entorns de x tal
que per a tot entorn E de x existeix ¢ tal que N; C E.

Exemple 2.6.4. En un espai métric, les boles {B1(x) | n > 0} formen una base d’entorns
oberts de z.

NUMERABILITAT

Definicié 2.6.5 (Finitud). Un conjunt A és infinit si no és finit. Es diu que és infinit-numerable
si existeix una correspondéncia bijectiva f: A — Z7.

Definici6 2.6.6 (Numerable). Es diu que un conjunt és numerable si és o bé finit o bé infinit-
numerable.

Teorema 2.6.7. Sigui B un conjunt no buit. Aleshores, son equivalents:

1. B és numerable.
2. Existeir una funcié exhaustiva f : Z+ — B.
3. Ezisteix una funcid injectiva g : B — Z7T.

Demostracio.

1 = 2 Suposem que B és numerable. Si B és infinit-numerable, existeix una bijecci6 f : Z, — B
per definicio i el resultat és directe. Si B és finit, existeix una bijeccié h: {1,...,n} — B
per a algun n > 1 (recordem que B # ()). Podem, aleshores, estendre h a una aplicacid
exhaustiva f : Z, — B definint:

sil<i<n

N ),
1) = {h(l), sii > n. (26.1)
2 =3 Sigui f:7Z,; — B una funci6 exhaustiva. Definim g : B — Z, mitjancant ’aplicacio:

g(b) = min{f~*({b})}. (2.6.2)

Com f és exhaustiva, f~1({b}) és no buit i, per tant, g esta ben definida. La aplicaci6 g
és injectiva, ja que si b # b/, els conjunts f~1({b}) i f~1({V'}) s6n disjunts i, per tant, els
seus minims sé6n distints.

3=1 Sigui g : B — Z, una aplicaci6 injectiva: volem provar que B és numerable. Podem
obtenir una bijecci6 de B amb un subconjunt de Z.. Aixi, per demostrar el resultat,
és suficient amb provar que tot subconjunt de Z* és numerable. Per tant, sigui C' un
subconjunt de Z, .
Si C' és finit, és numerable per definicié. Aixi doncs, hem de demostrar que tot subconjunt
infinit C' de Z, és infinit-numerable. Els elements de C' es poden ordenar facilment en
una successi6 infinita; simplement, es prendria el conjunt Z, amb el seu ordre habitual,
eliminant els elements de Z, que no sén a C'.
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Numerabilitat 2.6.16

Lema 2.6.8. Si C és un subconjunt infinit de Z ., aleshores C és infinit-numerable.
Corol-lari 2.6.9. Un subconjunt d’un conjunt numerable és numerable.

Les bases d’entorns permeten remetre a una col-leccié "més reduida"d’entorns d’un punt les
propietats topologiques locals. Estudiant els entorns de zero a R és facil arribar a la conclusio
que no existeixen en general bases d’entorns finites. Tanmateix, si que existeixen bases d’entorns
numerables per a tot punt d’'un espai métric.

Definicié 2.6.10 (Primer axioma de numerabilitat). Un espai topologic d’X verifica el primer
axioma de numerabilitat si per a tot punt p de X existeix una base d’entorns de p que és
numerable.

Proposicio 2.6.11. Si un punt x d’un espai topologic té una base d’entorns numerable, alesho-
res t€ una base d’entorns oberts {B, | n € N} tal que:

BioDBy,>---B,1D2B,DByy1 D> (2.6.3)

Demostracio. Sigui {N, } n € N} una base numerable d’entorns de x. Per ser els N; entorns,
existeixen oberts ; amb x € U; C N;. Definim: B, =U; N --- NU,. [ |

Proposicié 2.6.12. Si (X, 1) és un espai topologic i T = 14 (distancia en X ), aleshores (X, T)
verifica el primer axioma de numerabilitat.

Exemple 2.6.13. Tot espai métric verifica el primer axioma de numerabilitat. Si deixem de
banda el punt de vista local, podem demanar I’existéncia de bases numerables. Per exemple, a
R™ amb la topologia usual disposem de bases numerables:

8= {B.(@) | 4@ neN\{0}}, (2:6.4)
on Q" C R™ és el subconjunt numerable dels punts amb coordenades racionals.

Definicié 2.6.14 (Segon axioma de numerabilitat). Un espai topologic verifica que existeix una
base numerable.

Exemple 2.6.15.

1. R™ amb la topologia usual.

2. Veiem que un conjunt no numerable X amb la topologia discreta no verifica el segon axioma
de numerabilitat: si p € X, aleshores {p} és un obert i és reuni6 d’elements de la base, és
a dir, {p} =, B:, B; € B. Per tant, Ji ‘ B, = {p}. Aixi podem construir una aplicacio
injectiva @ tal que:

P: X — ﬁ } X no numerable
E——

p — {p} £ no numerable. (2.6.5)

Observacio 2.6.16. Recordem que la topologia discreta és ’associada a la métrica discreta.
Per tant, X és un espai métric i verifica el primer axioma de numerabilitat.
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Proposicio 2.6.17. Si un espai topologic verifica el segon axioma de numerabilitat, aleshores
verifica el primer.

Demostracio. Sigui (X, 7) un espai topologic tal que existeix una base f = {U; ‘ ieN}cCr
numerable. Veiem que, per a tot punt x € A’:

és una base d’entorns de X. Sigui U € 7 tal que x € U. Aleshores, U = |JU;. Existira un i
tal que x € U;. Per tant, x e U; C U iU; € E,. Com que E, C i [ és numerable, E, és
numerable. Per tant, X verifica el primer axioma de numerabilitat. ]

Proposicio 2.6.18. La unio numerable de conjunts numerables és numerable. En altres parau-
les,

{Ci} — UCi numerable. (2.6.7)

il

C; numemble}

€L T numerable

Demostracio. Prenem 7 com la topologia amb la distancia euclidiana, i ¢ € Q, agafem C, i 3
de la segiient manera:

Co={Bi() [ n e N\ {0}},
i- e, (2.6.8)
qeQ
Volem veure que
8 ={Bi(@) [neN\ {0}, g€ @}, (2.6.9)

és una base d’oberts de (R, 7). Hem de veure que si U és obert i p € U, existeix V € (' tal que
p €V CU. Sil ésobert ip e U, aleshores 3e > 0 tal que (p —e,p+e) CUiIIge QIneN
tal que:

1 1
pe <q——,q+—) C(p—ep+te). (2.6.10)
n n
|
Teorema 2.6.19. Fl producte finit de conjunts numerables és numerable.

Exercici 2.6.20. Considerem la segiient familia de subconjunts de R?:
B =40} U{(a,b) x {c} | a<b, a,b,ceR} (2.6.11)

1. Demostreu que (3 és base per a una topologia 75 en R%.  Compareu 75 amb la topologia
euclidiana de R2.

2. Calculeu interior i ladheréncia dels subconjunts {0} x R, R x {0} 4 (0,1) x (0,1) en
(R27 TB)'

3. Verifica (R* 73) el primer azioma de numerabilitat? En verifica el segon?

4. Sigui A = {1} x R i sigui 74 la topologia subespai en A, induida per 73. Demostreu que
per a tot espai topologic (X, T) qualsevol aplicacio f: (A, 74) — (X, T) és continua.
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Numerabilitat 2.6.20

Demostracio. Separem la demostracié en els diferents apartats.

1. Tenim que R? correspon a la unié infinita de conjunts:

R*= | J (r—1Lr+1)x{c}. (2.6.12)

r,ceER

A més, si intersequem dos elements de [ obtenim que:

((a,b) x {c}) N ((a, V') x {'}) (2.6.13)

¢s el conjunt buit si ¢ # ¢ i és el conjunt (max{a,a’}, min{b,b'}) x {c} si ¢ = ¢. Per
tant, es compleixen les condicions per qué 3 sigui base d'una topologia en R?. De fet, és
la topologia producte de la topologia euclidiana en el primer factor i la topologia discreta
en el segon.

La topologia 75 és més fina que la topologia euclidiana en R?, ja que

(a,b) x (¢,d) = | J (a,b) x {x}, (2.6.14)

z€(c,d)

i els oberts del tipus (a, b) X (¢, d) son una base de la topologia euclidiana. A més, aquestes
topologies no son iguals; es pot demostrar directament, tot i que en esséncia és conseqiiéncia
immediata del tercer apartat, ja que la topologia euclidiana verifica els dos axiomes de
numerabilitat.
e El conjunt {0} x R és un tancat, ja que el seu complementari (R \ {0}) x R és obert,
ja que:

Rx{0}) xR=| [ J(=n,0) x {z} | U | [ J(0,n) x {z} | (2.6.15)

z€R z€R
neN neN

El seu interior és buit, ja que si (0, ) fos un punt interior aleshores hauria d’existir
un ¢ tal que (—e,¢e) x {z} C {0} x R, la qual cosa és absurda.

e De la mateixa manera, R x {0} és obert i tancat.

e Finalment, el conjunt (0,1) x (0, 1) és obert, ja que:

(0,1) x (0,1) = |J (0,1) x {=}. (2.6.16)

z€(0,1)

La seva adheréncia és (0,1) x (0,1) = [0, 1] x (0,1).
2. Es tracta d’una topologia que prové d’una métrica (doncs és el producte de dos espais
meétrics). Per tant, verifica el primer axioma de numerabilitat. Alternativament, una base
numerable d’entorns de (z,y) és:

Blay) = {(x—%x—f—%) x {y} | neN\{O}}. (2.6.17)

No es verifica el segon axioma. Si $ és una base d’oberts d’aquesta topologia aleshores,
per definicié de base, per a cada r € R ha d’existir un U, € § tal que

(0,7) € U, C (=1,1) x {r}. (2.6.18)
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Espais topologics

A més, U, # Uy si r # s doncs, en aquell cas, (0,7) ¢ U,. Per tant, I'aplicacio f

f: R — §

S (2.6.19)

és injectiva i, aixi, § no és numerable.

Hi haura prou amb provar que la topologia induida en A és la topologia discreta, ja que
qualsevol aplicacié definida en un espai topologic amb la topologia discreta és continua.
Sigui (1,z) € A, aleshores (0,2) x {z} € 75 és obert de R* 1 {(1,2)} = ((0,2) x {}) N A és
un obert d’A. Com els punts d’A sén oberts en A i qualsevol conjunt és reuni6 dels seus
elements, la topologia induida en A és la discreta.
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Aplicacions continues

3.1
DEFINICIO I PROPIETATS

Definicié 3.1.1 (Continuitat en un punt). Sigui f : X — ) una aplicaci6é entre dos espais
topologics (X, 7x), (Y, 7y) i sigui zy € Y. Diem que f és continua en zg si per a cada entorn V
de f(zo) en Y, existeix U entorn d’zg en X tal que f(U) C V.

Definicié 3.1.2 (Aplicacio continua). Sigui f : X — ) una aplicaci6 entre dos espais topo-
logics (X, 7x), (Y, 7y). Diem que f és continua si per a tot obert U de Y, f~1(U) és un obert de
X.

Figura 3.1: Concepte de continuitat en un espai topologic.

Proposicio 3.1.3. Sigui f : X — Y una aplicacio entre espais topologics i sigui 5 una base
de la topologia de Y. Aleshores, f és continua si, © només si, per a tot obert U C Y de [,
7Y U) C X és obert.

Demostracio.

= Sigui ¥ C Y un obert i sigui z € f~H(U) = f(x) € U. Per continuitat, 3 un entorn
Vde x tal que f(V) CU <— z € Vcvc f~YU). Per tant, z € fil(Z/{) i, per tant,
f~HU) és un obert.

<= Sigui U un obert de Y. Per definici6 de base, U = (,U; on U; € B. Aleshores, f~1(U) =
U, /71 (U;) és reunié d’oberts i, per tant, és obert.
<= Alternativament, sigui x € X i sigui V un entorn de f(z). Tenim que V és obert i, per
tant, x € f~1(V) és un obert. Aleshores, sif = f~}(V) 2 x tenim que U és un entorn de
X
fU)=ff'v)cvc. (3.1.1)
[ |

Exemple 3.1.4.
1. Siguin 71,75 dues topologies sobre un conjunt X. IL’aplicaci6 identitat I : (X, 1) —
(X, 72) és continua si, i només si, 77 és més fina que 7.
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3.1 Aplicacions continues

\}

Si (X, Tx) és un espai topologic i si 7y és la topologia grollera sobre un conjunt ), aleshores
qualsevol aplicacié f: X — Y és continua:

f70) =0

F) = X} — f és continua. (3.1.2)

w

Si Ty és la topologia discreta sobre X'; i si (), 7y) és un espai topologic, aleshores qualsevol
aplicaci6 f : X — ) és continua.

4. Les aplicacions constants son continues: sigui f : (X,0) — (), 7) constant, tal que
f(z) =yo € Y,Vz € X isigui V C Y obert:

—1 - ®7 s1 Yo ¢ V>
=)= {X’ S eV (3.1.3)

5. Sigui f: (X,0) — (¥, 7), amb o la topologia grollera i T la topologia discreta. Suposem
que f no és constant.

3z € X | f(z1) =, 0 — 2 € f! ({ b
Az € X | f(22) = yo. f continua = f*({y1}) = { ! Y1
A= {y}, Aobert. 1 Xl = 22 ¢ [T ({n})

(3.1.4)

Proposicié 3.1.5. Siguin (X,0) i (Y, T) dos espais topologics. Sigui B C T és una base d’oberts.
Aleshores:
f continua <= f'(V)er, VYV epL. (3.1.5)

A més, una aplicacio f entre espais topologics és continua si, © només si, l’antitmatge de tot
subconjunt tancat és tancada.

Demostracio.

—> Per definici6é de continuitat.
<= Sigui W un obert de ). Aleshores:

W=V, ieg = o) ={Jr (V) eo = f~'(W) obert. (3.1.6)

el el

Pel que fa a la segona part de I'enunciat, resulta de la igualtat

TN =X\ T, (3.1.7)
on f: X — Y és una aplicaci6 entre espais topologics i T és un tancat d’). |
Proposicio 3.1.6. La composicio d’aplicacions continues és continua.

Demostracio. Siguin f : X — Y i g : Y — Z aplicacions continues entre espais topologics
i sigui U un obert de Z. Aleshores, (go f)'(U) = f~ (g " (U)) és un obert d'X per ser f,g
continues. Per tant, si f~1(g71(U)) és obert, (go f)~1(W) és obert. |

Proposicié 3.1.7. Sigui f : X — Y una aplicacio entre espais topologics. Sigui X = f(X) C
Y dotat de la topologia induida per Y. Definim f : X — Z, Uaplicacié f(x) = f(x), per a tot
x € X. Aleshores:
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Homeomorfismes 3.2.2

1. f és continua si, 1 només si, f €s continua.
2. Si f és continua i A és un subconjunt de X, amb la topologia induida, f|s: A — Y és
continua.

Demostracio.
| <= Observem que l'aplicaci6 inclusi6 j : Z < ) és continua (ja que la topologia en Z és
la induida). Per tant, f = j o f és continua:
—> Sigui U C Z un obert. Per definici6 de la topologia induida, existeix un obert V C Y
tal que Y = VN Z. Aleshores:

(7 e =(7") wns@y) =17m. (3.1.8)
Com que:

f‘l(?j) :{xEX|7(x):f(x) Ezi{} (3.1.9)
V) ={zeX | [(x) = [(x) eV} ={z € X[ [(z) = f(x) € U}.

On en la segona igualtat hem usat que els punts que pertanyen a V no sén imatge

de res, pel que si van a parar a V) estan a U, el que implica que les antiimatges son

iguals. Per tant, f~'(V) i f~!1(U) coincideixen i les dos sén oberts en ser f continua.

2. La restriccio f|a s’obté fent la composicio A — X i f. Per tant, la restricci6 resulta
continua sempre que f ho sigui.

|
[Lle13] agrupa la majoria de proposicions en una sola a tall de, sembla ser, un resum:

Proposicié 3.1.8. Sigui f : X — Y una aplicacio entre dos espais topologics, (X, Tx) i
(Y, 1y). Siguin By i Sy una base i una subbase, respectivament, de Ty. Les segiients condi-
ctons son equivalents:

1. f és continua.

2. f és continua en tot x € X.

. Per tot tancat T C Y, f~1T) és tancat a X.
. Per a tot U € By, la antiimatge f~'(U) € Tx.
. Per a totU € Sy, la antiimatge f~H(U) € Tx.

v

3.2
HOMEOMORFISMES

Definicié 3.2.1 (Homeomorfisme). Una aplicaci6 entre espais topologics és un homeomorfisme
si és bijectiva, continua i amb inversa continua. Dos espais topologics sén homeorfs si existeix
un homeomorfisme entre ells.

Proposici6 3.2.2. Sigui f : (X,7x) — (Y, 7y) continua i bijectiva. f!

només si, les imatges per f dels oberts son obertes: U € Ty implica que f(U) € Ty.

és continua Si, 1

Demostracio. Per ser f bijectiva, per a tot U, f(U) = (f~1)"*(U). Per tant, el que f transformi
oberts en oberts equival a qué la imatge per f~! de qualsevol obert sigui un obert, és a dir, que
f~1 sigui continua. |
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3.2 Aplicacions continues

Observacio 3.2.3. La condicié6 d’inversa continua no és supérflua. Per exemple, si X =
(0,1, = 8" ={(z,y) e R? | 2®+y* = 1}i f : X —> Y és'aplicacio f(t) = (cos(27t),sin(2t)),
aleshores f continua i bijectiva, pero tindrem problemes amb la inversa: g = f~1: S — (0, 1].

Fixem-nos:
g continua = 3U entorn d’(0,1) en S* | g(U) C (1 —¢,1]. (3.2.1)

i f7*((3,1]) no és un obert de Y i, per tant, no és un homeomorfisme.

Exemple 3.2.4. D’homeomorfismes a (R, 7.):
1. R — (0, 400) és homeomorfa per Paplicaci6 f(z) =e” i f~1(t) = In(¢).
2. (0,1) — (a,b) tal que a < b. Podem agafar g(t) =tb+ (1 —t)a i g '(u) = ¥=2.
3. (0,400) — (0,1). Aquests dos espais topologics sén homeomorf per l'aplicacié h que

descrivim a continuacio: h(t) = {5 i h™H(u) = 2.

Exemple 3.2.5. D’homeomorfismes a (R", 7,)

e Donats a,b,c,d € R tal que a < bic¢ < d, tenim que (a,b) = (¢,d). L’aplicacio f :
(a,b) — (c,d) definida per f(z) = ¢+ {=<(x — a) és continua, bijectiva i la seva inversa,
f(y) = %2(y — ¢) també és continua. Per tant, tenim [a,b] = [¢, d], perd [a,b] % (c,d),
ja que no hi pot haver f : [a,b] — (c¢,d) continua i bijectiva; com que [a,b] és tancat i
acotat, aixo implicaria que f té maxim absolut, és a dir, que 3ty € [a, b] | f(to) > f(1),
per a tot t € [a, b], fet absurd donat que f(ty) € (c,d), que no té element maxim.

e Generalitzant el punt anterior, podem veure que per a qualsevol n > 1 dues boles obertes
a R™ son homeomorfes: siguin B.(p) i Bs(q) dues boles d’'R". L’homeomorfisme en aquest
cas és [ : B.(p) — Bs(q) definit per f(z) = g+2(z—p) amb inversa f~(y) = p+<(y—q).
I aquest homeomorfisme també ens permetria veure que B.(p) = Bs(q). Cal remarcar que

les boles obertes de dimensions diferents no poden ser homeomorfes entre elles.

Definicié 3.2.6 (Aplicacio oberta). Sigui f : X — Y una aplicaci6 entre espais topologics.
Diem que f és oberta si per a tot obert U de X, aleshores f(U) és un obert d’). Diem que f és
tancada si per a tot tancat 7 de X', f(7) és un tancat de ).

Proposicio 3.2.7. Sigui f: X — Y una aplicacio entre espais topologics. Son equivalents:

1. f és un homeomorfisme,
2. f és bijectiva, continua i oberta,
3. f és bigectiva, continua i tancada.

Demostracio.

1 =2 Suposem que f és un homeomorfisme i sigui U un obert de X'. Per la bijecci6 f(U) =
(fH'U). Com que f~! és continua, obtenim que f(U) és un obert. Per tant, f és
oberta.

2 = 3 Suposem que f és continua, bijectiva i oberta, i sigui 7 un tancat de X'. En ser f bijectiva,
f(T) =Y\ f(X\T). Com que f és oberta, f(X \ T) és un obert i, per tant, f(7) és un
tancat.

3 =1 Suposem ara que f és bijectiva, continua i tancada. Per veure que f és un homeomorfisme
és suficient veure que f~! ¢és continua. Sigui 7 un tancat de X'. Tenim que (f~')7'(7) =
f(T), que és un tancat en ser f tancada. Per tant, f~1 és continua.

|
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Funcions continues, recobriments i successions 3.3.1

Si f és un homeomorfisme, hi ha una bijeccié entre els oberts de X i els de ) que preserva
unions, interseccions, etc. i fa que els dos espais tinguin les mateixes propietats que depenguin
exclusivament dels oberts.

Definicié 3.2.8 (Propietat topologica). Es diu que una propietat d’un espai topologic X’ és
una propietat topologica si es preserva per homeomorfismes. Es a dir, la propietat és certa per
a tots els espais homeomorfes a X.

Observaci6 3.2.9.

1. Els axiomes de numerabilitat son invariants per homeomorfisme.
2. Si f és un homeomorfisme entre dos espais topologics X, i A C X, aleshores A i f(A)
son homeomorfs i també ho son X\ A1 f(X\ A).

Un exemple 1util d’homeomorfisme és I’anomenada projeccio estereografica, que permet provar
5"\ {p} = R" per tot n > 1. Per al cas n = 2, podem fixar l'eix z = 0:

(0,0,1)

Figura 3.2: Representacioé de la projeccié estereografica per a z = 0.

Si tracéssim una funcio diferent de P, tal que f : $*\ {(0,0,1)} — R? veuriem que és, en
efecte, un homeomorfisme com el descrit amb la seva inversa corresponent:

fm%@:(x y)Jﬂ@m:( 2u 2v M+w_v.(ww

1—2"1—2 14+u2+0v2" 1+u2+0v2" 1+ u2+02

Per a n arbitrari es pot generalitzar:

f(xo,...,xn):( To g;n_1>

1—a,  1—a,

_ 3.2.3)
ot Ut g2 (
f*ﬁuwgz( 0 . L izl ).

(D DS - A B WAt - B S

3.9
FUNCIONS CONTINUES, RECOBRIMENTS I SUCCESSIONS

Definicié 3.3.1 (Recobriment). Sigui X un espai topologic. Un recobriment d’X’ és una familia
de subconjunts {&X, },er, &, C & tal que

x=Jax,. (3.3.1)

yel
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3.3 Aplicacions continues

1. Si X, és obert per a tot v € I' diem que és un recobriment obert i
2. si X, és tancat per a tot v € I', diem que és un recobriment tancat.

Exemple 3.3.2. Considerant X = R, podem escriure el recobriment de X com R = R, R =
(—00,1) U (—=1,400) 0 bé R = J, (4,7 + 2).

Proposicié 3.3.3. Siguin X, Y dos conjunts i sigui f : X — Y una aplicacio. St {X,} er €s
un recobriment de X, les restriccions

fri, —Y (3.3.2)

verifiquen
fomx,y/ - f%ywm( . Vy,7 €T. (3.3.3)

Reciprocament, donades aplicacions { f}er, fy : Xy — Y que verifiquen les condicions, existeir
una unica aplicacio de conjunts f : X — Y tal que f, és f|x, per atoty € I'. En altres paraules,
st f é€s continua, f €s continua per a toty €.

Exemple 3.3.4. Sigui X = (J,co{2} amb f : X — ) una aplicaci6. Aleshores, f|(; :
{z} — Y és constant implica que és continua.

Proposicié 3.3.5. Siguin ara X,) espais topologics. Suposem f, : X, — Y €és continua per
a tot v € I'. Aleshores:

1. si el recobriment és tancat i finit, f €s continua;
2. st el recobriment és obert, f és continua.

Demostracio.
1. Suposem X = |J!' T;, tancats de X, i f|7; continues per a tot i = 1 +n. Sigui 7 un tancat
de ). Aleshores:

n

FUT) = (T)nx=f"T)n (U 72) =lJ( M (mna) = U fNT). (334)

=1

Com que f;'(7) és un tancat de X, que és un tancat de X, f'(T) és tancat de X i
f7YT), en ser una reuni6 finita de tancats, és tancat.
Sigui U un obert de ). Aleshores:

\}

[l =tunx = ftu)n (U uz-> = Ju e na) = 5t w), 335)

yer yerl vyel

on hem usat 3.3.6. Com que fv_l(U) és un obert de X, i X, és obert, tenim que f;l(u) és
un obert de X. Aixi, f~1(U) és obert.

Proposicié 3.3.6 (Transitivitat de la obertura). Sigui X espai topologic. Si A C X és un obert
de X iU C A és un obert en A, aleshores U és un obert en X. A més, existeix un obert V C X
tal queld = ANY és un obert de X .

Corol-lari 3.3.7. En el cas d’un recobriment tancat, la condicio de finitud és una condicio
necessaria.
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Funcions continues, recobriments i successions 3.3.13

Exemple 3.3.8. Per exemple, siguin X = [0,1] i &, = [=5,+] amb n > 01 X, = {0}. Sigui
f X — R Paplicaci6 que és la identitat a (0, 1] i que verifica f(0) = 1. Aquesta aplicaci6é no
és continua i, en canvi, f,, := flx,, foo := flx., sOn continues i

= mzpony,s ¥Nm € NU {o0}. (3.3.6)

fn|Xnme

Definicié 3.3.9 (Successio). Una successio en un conjunt X és una aplicacio f : N — X
També es pot descriure com un conjunt ordenat x1,xs,... d’elements d’Xx’ indexats per N, és a
dir, on f(n) = x,, Vn € N.

Recordem que una successio (x,,) de punts d’un espai topologic es convergent si existeix un
punt x € X tal que tot entorn I/ de x conté tots els termes de la successié a partir d’un lloc.
Formalment:

Definicié 3.3.10 (Successio convergent en un espai topologic). Una successi6 (z,) de punts d'un
espai topologic es diu que és una successio convergent si existeix un punt z € X tal que per a
tot entorn U de x existeix un ng tal que, per a tot n > ng es té x,, € U. x és el punt limit de la
successio.

Exemple 3.3.11. Una successi6é pot tenir molts limits. Per exemple, en el cas de la topologia
grollera tota successié convergeix a tots els punts.
1. Sila topologia és la discreta, una successié convergeix a un punt x si, i només si, la successio
és constantment x a partir d’algun lloc.
2. En el cas d’espais métrics les successions tenen, com a maxim, un tnic limit.

Si I'espai compleix el primer axioma de numerabilitat, els tancats i les aplicacions continues
es poden caracteritzar per les segiients propietats que generalitzen dos resultats que ja hem vist
per espais meétrics.

Proposicié 3.3.12.
1. 8i un subconjunt A C X és tancat i una successio (a,) de punts d’A convergeix a un punt
x € X, aleshores x € A.
2. 81 X compleix el primer axioma de numerabilitat i el subconjunt A C X compleix que totes
les successions convergents de punts en A tenen el punt limit en A, aleshores A és tancat.

Demostracio.

1. Si(a,) amb a, € A, per a tot n, convergent a z, tot entorn de z conté punts de la successio
i, per tant, conté punts d’A. Aixod vol dir que z € A = A, per ser A tancat.

2. Per demostrar la segona afirmacio, veurem que tot punt adherent a A, x € A, és a A. En
efecte, sigui By D By D --- 3 x una base numerable d’entorns de x. Per ser z € A podem
escollir punts a,, € B, N A. La successio (a,) convergeix a x i, per hipotesi, aixd implica
que z € A.

|

Proposicié 3.3.13.

1. Sif: X — )Y és continua i (x,) és una successio de X convergent a un punt x, aleshores
(f(xy,)) convergeix a f(x).
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3.3 Aplicacions continues

2. Suposem que X compleix el primer axioma de numerabilitat. Si una aplicacio f: X — Y
compleix que per a tota successid (x,) de X convergent a un punt x, la successio (f(x,))
convergeiz a f(x), aleshores f és continua en x.

Demostracio.

1. Suposem que f : X — ) és continua i que (x,) convergeix a x € X. Per a tot entorn
obert U 3 f(z) la antiimatge f~!(U) és un entorn obert de z. Com que z és limit de (z,,),
existira un ng tal que x, € f~1(U) per a tot n > ng. D’aqui resulta que f(z,) € U per a
tot n > ng, de tal manera que la successio (f(z,)) convergeix a f(x).

2. Suposem ara que X compleix el primer axioma de numerabilitat, i suposem ara que f :
X — Y no és continua en z. Aixd vol dir que hi ha un entorn & > f(z) tal que cap
entorn de x s’aplica dins d’U. Sigui {B, | n € N} una base d’entorns numerables de x tal
que B, D B, per a tot n. A cada B, escollim un punt z,, que no tingui la seva imatge
a U. Aleshores, la successio (z,,) convergeix a x, pero la successio (f(z,)) no convergeix a
f(z). Aixo demostra la segona afirmacié de I’enunciat.

|

Es pot definir la convergéncia d’una successié de funcions f,, : X — ) entre espais topologics
a una certa funcio f : X — ) demanant que per a cada punt x € X la successio (f,(z)) tingui
limit f(z). Ara bé, amb aquesta definicio, la continuitat de les funcions f, no assegura la
continuitat d’f.

En els espais métrics es pot definir una condicié de convergéncia més forta de forma que la
funcié limit de funcions continues sigui continua:

Definicié 3.3.14 (Uniformement convergent). Sigui f, : (X,7) — (M,d), n € N una suc-
cessi6 de funcions d’un espai topologic en un espai métric. Es diu que la successio (f,,) és
uniformement convergent a una funcié f : X — M si per a tot real ¢ > 0 existeix un enter
positiu ng tal que:

d(fa(x), f(z)) <e, ¥Vn >ng, Vo € X. (3.3.7)

Teorema 3.3.15. Si f, : (X, 7) — (M,d) és una successié de funcions continues d’un espai
topologic en un espai méetric, que convergeix uniformement a una funcio f : X — M, aleshores
f és continua.

Demostracio. Hem de provar que, donat un obert U de M, f~1(V) és obert; és a dir, per a
tot o € f~1(U), hem de construir un entorn E de o que s’apliqui dins d’U. Per ser U obert,
existeix una bola B(f(x),e) C U; construirem E que s’apliqui dins d’aquesta bola.

Per la convergéncia uniforme, existeix NV tal que per atot n > Nitot x € X, d(f,(z), f(x)) <
5. Per la continuitat de fy, existeix un entorn E de x tal que fx(E) C B(fn(20), 5). Aleshores,
per a tot z € E, tenim que:

d(f(2), f(x0)) < d(f(2), fn(2)) + d(fn(2), fn(20)) + d(fn (o), f(20)) <e. (3.3.8)
que £ per l'elecci6 de E. ’ [ ]

El primer i el tercer sumands sén menors que < per l'eleccié de N; el segon sumand és menor

Per acabar el capitol, donarem una altra demostracié de com un espai és tancat en funci6 de
si el complementari és obert:
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Teorema 3.3.16. Sigui A C X un subconjunt qualsevol d’un espai métric. Es compleix que A
és tancat si, i només si, X \ A és obert.

Demostracio. Suposem que A és tancat i que X'\ A no és obert, i buscarem una contradiccio.

Per aixo, prenem p € X \ A i suposem fe > 0 | B.(p) € X\ A. En particular, prenent
£ = %,Vn € N, tindrem que cal que existeixi z, € AN B%(p),Vn € N. Llavors, tenim una
successio {2, }nen d’elements d’A tal que z,, — p, p ¢ A, cosa que contradiu la hipotesi que A
és tancat, de manera que caldra que X'\ A sigui obert.

Reciprocament, suposem que X \ A és obert i sigui {z, }n,en una successio d’elements d’A tal
que =, — p, p € X. Suposem que p ¢ A (és a dir, p € X'\ A), i buscarem una contradicci6. Del
fet que la successié convergeixi a p, tenim que Ve > 03dngy € N tal que x,, € B.(p) per tot n > ny.
Aixi doncs, com que tot x, és un element d’A, qualsevol bola oberta centrada a p contindra
algun element d’A, cosa que no pot passar ja que hem suposat que X \ A és un conjunt obert.
Concloem, doncs, que caldra que A sigui tancat, tal com voliem veure. [ ]

Exercici 3.3.17. Sigui (M,d) un espai métric. Donats p € M ir > 0, considerem els segtients
subconjunts de M :

° Bi(p) ={g€ M|[d(p,q) <r}.

e B,.(p) l'adheréncia en M de B,.(p)

e BC.(p)={qe M |d(p,q) <r}.

Cal que:

1. Demostreu que BC,.(p) és un tancat de M i que B,.(p) C BC,(p) per a tot p € M i per a
tot r > 0.

2.8 M = {0} U (1,400) i considerem en M la métrica induida per la meétrica euclidiana
estandard en R, determineu p € M i r > 0 tals que m # BC.,.(p).

3. Per als valors de p i r determinats en ’apartat anterior, calcular linterior i la frontera de

BC,(p).

Demostracio. Dividirem la demostracié en els tres apartats que se’'ns demana:

1. Si ¢ ¢ BC,(p), aleshores d(p,q) > r. Sigui s = d(p,q) —r > 0. Aleshores, si z €
BC,(p) N Bs(q) tenim que:

d(p,q) < d(p,2) +d(z,q) <d(p,q) —r+r=d(p,q). (3.3.9)

I no podem tenir d(p,q) < d(p,q). Davant d’aquesta contradiccio, BC,.(p) N Bs(q) = 0 i,
d’aqui, ¢ ¢ BC,(p). Aleshores, BC,(p) és tancat. A més, B,.(p) C BC,.(p) i B.(p) és el
menor tancat que conté a B,.(p) i tenim que B,(p) C BC,(p).

2. Si z € BC,(p) \ By(p), aleshores d(z,p) = r i ha d’existir un entorn (z — ¢,z + ¢) de z
tal que d(z,p) > r per a tot © € (z — ¢,z + ¢). Com la distancia és la restriccio de la
distancia euclidiana, aixd solament pot océrrer si z = 0. Dit d’una altra manera, o bé

BC,(p) = B,(p) o bé BC,(p) = B.(p) U{0}. Aixi:

e Sip=0, aleshores B,(p) = BC,(p).
e Sir=p>1, tenim que 0 € BC,(p) \ B.(p).
e Sip>11ip>r,aleshores 0 ¢ BC,(p) i, per tant, B,.(p) = BC.(p).

e Sir>p>1,aleshores 0 € B,(p) i B.(p) = BC.(p).

Els valors demanats son els p,r amb r =p > 1.

47



3.3

48

Aplicacions continues

3. Sir =p > 1, aleshores BC,(p) = {0} U (1,2p]. L'interior d’aquest subconjunt de M és
{0} U (1,2p) i, per tant, la frontera és {2p}.
|



IV

Construccio d’espais topologics

4.1
TOPOLOGIES INICIALS

Induim una topologia en ) mitjancant I'aplicacié ) — X', canviant la inclusioé per una aplicacio
arbitraria f : ) — X es defineix la topologia:

" ={f'U) | U és un obert de X} (4.1.1)

Aquesta topologia és la més grollera sobre ) que fa continua l'aplicacié f. Generalitzem al cas
d’n aplicacions
fi: Y — X, i=1+n, U obert — fH(U), (4.1.2)

on A7, ..., X, so6n espais topologics.

Definicié 4.1.1 (Topologia inicial). Sigui X un espai topologic, ) un conjunt i ) — X" una
aplicaci6. S’anomena topologia inicial en ) respecte f a la topologia:

" ={f'U) | U 7} (4.1.3)

Demostracio. Es compleix que:
LY=f1x)0=f10).
2. Si {f~'(Us)}ier, aleshores | f~1(Us) = f (UU) € 74", ja que JUi € 7)™
3. YU Y= R UNY) e T}”i.

|
Definicié 4.1.2 (Topologia inicial en un conjunt). Siguin (X3, 01),...,(Xs,0,). La topologia
inicial sobre Y respecte de les aplicacions fi,..., f, és la topologia que té com a base:
By = {ﬂ [ U) | U; obert de X, i =1+ n} : (4.1.4)
i=1

Observacio 4.1.3. Observem que [y verifica les condicions d’una base:
1. 0 € By per definicio i Y = f;1(&X;) amb i = 1 = n:

0=f1@) N0 f0) € By
Y=fa)n-n X)) =Yn-ny. (4.1.5)

2. La intersecci6 de dos elements de 3y és de [y. Per tant, és reunié d’elements de [By: si
tenim A = frlU) NN fNU,) € By i B=f(Vi)n---n f71(V,) € By aleshores:

ANB = f*UhnVi)n---nf 1 U, N V). (4.1.6)

Exemple 4.1.4. La topologia induida en un subconjunt d’un espai topologic és la topologia
inicial respecte de ’aplicacié inclusi6.
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4.1 Construccioé d’espais topologics

Observacio 4.1.5. Per construccio, totes les aplicacions f; amb ¢ = 1 <+ n sén continues quan
es considera sobre ) aquesta topologia: f;, : Y — &, tal que U;, C &, i

fislUip) = frH (&) N0 f Usg) 00 () €8, (4.1.7)
on fi (&), £, (X)) = V.

Aixo també es podia haver aconseguit dotant a ) de la topologia discreta, perd suposaria
prendre més oberts dels necessaris. De fet:

Proposicio 4.1.6. La topologia inicial és la topologia més grollera amb la qual les aplicacions

fi,- -+, fu sOn continues.
Demostracio. Sigui T}m una topologia sobre ) tal que fi,..., f, son continues. Aleshores, per a

tot obert U; de &;, fH(U;) € T}m Utilitzant els axiomes d’una topologia obtenim que reunions

arbitraries d’oberts de la forma

n

iU er = g = rcr. (4.1.8)
i=1
Aixi, aquesta topologia és més fina que la topologia inicial. [ ]

Exemple 4.1.7. R — R? tal que t > (sin(t), e +27¢'2) és continua ja que les seves components
soén continues.

Observacio 4.1.8. La construccio de la topologia inicial es pot fer en el cas que es disposi d'un
conjunt arbitrari d’aplicacions f; : Y — A, i € I definit.

By = { ﬂ [ 1 U;) | U; obert de Xj} : (4.1.9)

Jj=u

Proposicié 4.1.9. Siguin (X1, 01), (X, T,) espais topologics, i sigui T}m la topologia inicial de
Y respecte de les aplicacions f; ' Y — X;, i@ € 1. Sigui Z un espai topologic. Una aplicacio
w4 — Y €és continua si, 1 només si, totes les composicions f; o p, © € I son continues.

Demostracio. Si @ és continua, aleshores f; o ¢, ¢ € I sén continues. Reciprocament, suposem
que f; amb ¢ € I sén continues. Podem comprovar la continuitat de ¢ utilitzant els oberts de la
base donada abans. Com que:

o (ﬂ f;l(%«)) - (ﬂ«o of;l)(uj)) - (ﬁ(fj ogo>-1<uj>> S L)

on tots els elements de la interseccié sén oberts de Z. Per tant, per qualssevol oberts U; de X;,
amb ¢ =1-+n € I, obtenim que ¢ és continua. [ |
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Productes 4.2.3

4.2
PRODUCTES

Siguin (X, 7x), (Y, Ty) dos espais topologics. Volem definir una topologia sobre el producte
cartesia X x ). Es natural demanar que amb aquesta topologia les projeccions:
pxy X XY — X,

py : X XY — Y (4.2.1)

siguin aplicacions continues.

Definicié 4.2.1 (Topologia producte). La topologia producte sobre X x ) és la topologia inicial
respecte de les projeccions. Una base de la topologia és

ﬂ/yxy = {p}l(U) ﬁp;,l(V) =UxV | Ue Tx, Ve Ty}. (4.2.2)

Observacio 4.2.2 (Topologia producte per a espais finits). De manera idéntica es defineix la
topologia producte quan es té un nombre finit d’espais topologics A7, ..., X,: la topologia pro-
ducte en X; x --- x &, és la inicial respecte de X} x --- x X,, — X, i analogament per py.

Exemple 4.2.3.

1. Sigui X = R amb la topologia euclidiana. La topologia producte R x R és la que té com
a oberts reunions arbitraries de subconjunts de la forma (ay,b;) X (ag,by) amb a; < by i
as < by. Per tant, coincideix amb la topologia euclidiana d’R?. En particular, no tots els
oberts son de la forma U x V. Analogament, la topologia producte sobre R x --- x R és la
topologia euclidiana sobre R".

2. Suposem que tenim dos espais métrics (X, d), (), d). Volem posar una topologia per al
producte cartesia i tenim dues possibilitats: la topologia associada amb

X,d) —> T, .
((y) d’; N 7_;1,} Tprod topologia producte en X x V. (4.2.3)
L’altra possibilitat resulta:

(X,d) . .

(V. d) — (X X Y, dproa) = topologia associada a dpeq (4.2.4)
3. Posem:
o f1 XI
4

z %y o (4.2.5)

Q
wofa A

Si ho extrapolem a una casuistica concreta per al producte, en aquest cas, n = 2:

pofi

X1

Y
Z—i+x3x&\\\§ (4.2.6)

Xo

o f2
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4.3 Construccioé d’espais topologics

D’aquesta manera, ¢ és continua si, i només si, «(z) és continua i §(z) és continua.

Proposicio 4.2.4. Les projeccions son aplicacions continues quan es dota el producte carte-
sia de la topologia producte. A més, la topologia producte és la més grollera amb la qual les
projeccions Son continues.

En el cas del producte d’una familia infinita d’espais topologics, les unions de productes d’un
obert de cada un dels espais és una topologia que es diu la topologia de caizes. Ara bé, aquesta
topologia té inconvenients, un dels més evidents és que una aplicacio:

f:y—1J%. (4.2.7)

jed

pot no ser continua encara que totes les fr = px o f siguin continues, on py, : HjeJ X; — X, &s
la projecci6 sobre la k-ésima coordenada.

Proposicio 4.2.5. Siguin X,Y,Z espais topologics i siguin f : Z — X, g : Z — Y dues
aplicacions. L’aplicacio:
w: 4 — X x)Yy
z — (f(2),9(2))

€s continua si, i només si, f 1 g son continues.

(4.2.8)

4.3
TOPOLOGIES FINALS

Quan es té una aplicacio f : (X,7) — Y d’un espai topologic en un conjunt interessa, a
vegades, dotar a ) d'una topologia que faci f continua. Evidentment, si dotem ) de la topologia
grollera, f sera continua. Perd interessa considerar oberts de ) tots els conjunts possibles; per
aixo, escollim la topologia que fa f continua.

Definicié 4.3.1. Sigui (X, 7) un espai topologic i sigui f : X — ) una aplicaci6. La topologia
final respecte de f és:
T]J:m ={U Y| fU) és obert}. (4.3.1)
Es veu facilment que 7; és una topologia:
. 0= f~1(0) obert en X, de tal manera que () € Tfm. Analogament, X = f~1()), X obert
en X i, doncs, X € T}cm.
2. A més, si {U;}ier és una col-leccié de subconjunts de ) tals que f~1(U;) és obert per a tot
1 € I, aleshores:

fH(Uy) obert, Vi = f1 (UL{Z> = Uf_l(Z/lZ-) és obert = UUZ- € Tfm, (4.3.2)
i€l iel iel
isi [ és finit,
U; € Tfm — [~(U;) obert = f! <ﬂul> = ﬂf‘l(Z/{i) és obert. (4.3.3)
iel i€l
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Identificacions i quocients 4.4.1

Proposicio 4.3.2. La topologia final és la més fina que fa continua [’aplicacio f.

Demostracio. Per construccié de la topologia final, f és continua. Sigui 7 una altra topologia
sobre ) amb aquesta propietat, és a dir, tal que f : (X,7") — (), 7) és continua. Aleshores,
per a tot U € 7 es dona que f~!(U) és un obert. Per tant, U € T C T}cm. [ |

Generalitzem al cas de n aplicacions f; : &; — Y, i =1+ mn, on X},..., &, sén espais
topologics. Definim la topologia final sobre ) de la forma segiient:

Definicié 4.3.3 (Topologia final). Siguin f; : (X;, ;) — Y aplicacions d’espais topologics
(X;,7i),i € I en un conjunt Y. La topologia final en ) induida per aquest conjunt d’aplicacions
és la topologia de Y més fina que fa continues totes les f;:

Thof, ={U C Y| f71(U) obert de X;, Vi€ I ={1+n}}. (4.3.4)

Proposicié 4.3.4. Siguin f; : (X;,7;) — Y aplicacions d’espais topologics (X;, 7;),i € I en un
conjunt ). Denotem per T}cm la topologia final a Y. Una aplicacic g : (Y, 7:"™") — (Z,p) és
continua si, © només si, totes les composicions g o f; son continues.

Demostracio.
—> Si g és continua, com que f; és continua, la composicié g o f; és continua.
<= Suposem ara que, per a tot i, g o f; és continua, i sigui U un obert de Z. Aleshores,
(go fi) U) = f7 (g~ (U)) és obert i, per la definicié de topologia final, g~*(U) és un
obert si, i només si, f; *(¢g~'(U)) és continua. Per tant, g és continua.
|

Proposicié 4.3.5. Siguin f; : (X;,7;) — Y aplicacions d’espais topologics (X;, 1;),1 € I en un
conjunt Y. Si una topologia T a'Y compleix que una aplicacid g : (Y, 7) — (Z, p) €és continua
51, 1 només st, ho son totes les composicions g o f;, aleshores T és la topologia final.

Demostracio. Considerem els diagrames, per a tot j:

bj j in
X; —— (Y,7) X; /AN (Y, 7:™)
N b I

(v, 7f™) (Y,7)

En el primer diagrama, la I; és continua per la hipotesi sobre 7, ja que la composicio I o f; =
fj és continua. Aixo ens diu que 7 és més fina que T}cm. En el segon diagrama, Iy és continua
per la definici6 de 7y, ja que la composicié Iy o f; = f; és continua. Aixo ens diu que 7 és més
fina que 7. Per tant, 7 = Tfm. [ |

44
IDENTIFICACIONS I QUOCIENTS

Definicié 4.4.1 (Identificacio). Siguin X', ) espais topologics. Direm que f: X — ) és una
identificacio si f és continua, exhaustiva i la topologia de ) és la topologia final respecte d’f.
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4.4 Construccioé d’espais topologics

Exemple 4.4.2.
1. X espai topologic, Y conjunt i f : X — ) exhaustiva. Si posem en Y la topologia 77,
aleshores f és una identificacio.
2. Sigui X un espai topologic i sigui ~ una relacié d’equivaléncia en X'. Podem considerar
m: X — X/~ tal que p — [p]. Sien X/ ~ posem la topologia final respecte m, 7 és la
identificacio.

Definicié 4.4.3 (Topologia quocient). Sigui X un espai topologic, ) un conjunt i ¢ : X — Y
és una aplicacidé exhaustiva. La topologia quocient a ) és la topologia que té per oberts els
subconjunts U C Y que tenen la propietat que ¢~ '(Uf) és un obert de X. Si considerem ) com
espai topologic amb aquesta topologia, direm que Y té la topologia quocient per ¢.

Proposicio 4.4.4. La topologia quocient T €s, efectivament, una topologia.

Demostracio. Demostrem les propietats que la fan una topologia:

1. ¢: X — Y és, en efecte, continua.

[\]

. La topologia quocient 7 és la topologia més fina sobre ) que fa ¢ : X — ) sigui continua.

w0

. T C Y és un tancat si, i només si, ¢ 1(7T) és tancat de X.

. Sigui f : Y — Z una aplicaci6. Es compleix que f és continua si, i només si, f o ¢ és
continua.

De fet, tota aplicacié exhaustiva és equivalent al pas al quocient per una relacié d’equivalén-
cia. En efecte, suposem que f : X — ) és una aplicacié exhaustiva. Definim a X la relaci
d’equivaléncia a ~ b si, 1 només si, f(a) = f(b). Sigui 7 : X — X/ ~ el pas al quocient.
Existeix una tnica aplicacié bijectiva h : = —= ) tal que f = 7 o h.

Definici6é 4.4.5 (Topologia amb pas al quocient). Si X és un espai topologic i ~ és una relaci6
d’equivaléncia en X, la topologia en X'/ ~ final respecte 7 : X — X/ ~ s’anomena topologia
quocient.

Definicié 4.4.6 (Aplicacié oberta o tancada). Siguin X, ) espais topologics, f : X — V-
1. Es diu que f és oberta si per a cada U C X obert es té que f(U) és obert de V.
2. Es diu que f és tancada si per a cada T C X tancat es té que f(7) és tancat de V.

Proposicio 4.4.7. Siguin X,Y espais topologics i f : X — Y una aplicacid continua i ex-
haustiva. Aleshores:

1. f oberta = [ identificacio.

2. f tancada = f identificacio.

Demostracio. Volem veure que la topologia de ) és la topologia final respecte f. Aixo vol dir
que un cert ¥V C Y és obert si, i només si, f~1(V) un obert en X, per assolir la definici6 de
topologia final.
1. Per veure que V és un obert de Y, suposant que f~'(V) és obert en X i f és oberta,
F(f75(V)) obert en Y. Aleshores, f(f~1(V)) =V, jaque (C) 3z € f~H(V) tal que f(z) € V
i f(z) =y, de tal manera que y € V. (D) es dona perqué f és exhaustiva: sigui y € V,
com que f és exhaustiva, y = f(2) i

fz)=yeV = z€ [7(V) = [(2) € f(fT'(V)). (4.4.1)
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Identificacions i quocients 4.4.10

2. Suposem [ tancada, novament per ser exhaustiva tenim que
FN\ ) =y \u. (4.4.2)

Aixi, Y \ U és tancat i, per tant, U és obert.
[ |

Observacio 4.4.8. Posem una aplicacié g : A — B tal que W C B. Si g és continua, W és
obert si, i només si, g~1(W) és obert. A més, si la topologia de B és la final respecte g, W és
obert si, i només si, g~' (W) és obert.

Exemple 4.4.9. Sigui f : X — Y una aplicaci6é continua, exhaustiva. Definim en X" la relaci6
X ~; Y <= f(x) = f(y) que resulta ser d’equivaléncia. Podem considerar X'/ ~; amb la
topologia quocient (final respecte m: X — X'/ ~¢).

x —1 Ly
M

Wl 7 (4.4.3)
X/~
¢ esta ben definida. Com f és continua, ¢ : X/ ~y— ) és continua. A més:
1. ¢ és injectiva, ja que f ho és:
p(la]) = o(ly]) = flo) = fly) = v~py = [2] = Y] (4.4.4)

2. @ és oberta si f és una identificacio.
o
Wl o (4.4.5)

Si f és identificaci6, cal veure que f~!(p(U)) és un obert de X, pero f~(o(U)) = 71 (U)
és obert ja que és continua.

Si z € X és un espai topologic i A C X, tenim una relacié6 d’equivaléncia. Si z,y € X,
aleshores x ~y <= x =y obéx,y € A. Es considera en X/ ~ 4 la topologia quocient i se sol
denotar X /A.

Exemple 4.4.10 (La circumferéncia unitat, $'). Considerem a (R, 7.) el subespai X = [0, 1].
Veurem que donada la relaci6 d’equivaléncia ~ a X’ definida per 0 ~ 1 (és a dir, [0] = [1] = {0, 1},
mentre que [t] = {t},Vt € (0,1)), es compleix que & = §*,

Caldra donar un homeomorfisme entre X'/ ~ i $' per veure que l'aplicacié f : X — S!
definida per f(t) = (cos(27t),sin(27t)) és una identificaci6. Observem que f(0) = f(1) = (1,0)
i que f és injectiva en 'interval obert (0,1). Construim llavors ’homeomorfisme f que faci que
el diagrama segiient commuti:

x L g

L A

X/~
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aquesta és una bona definici6é ja que

Definim f com f([z]) = f(x) per cada T e X~
[0] = [1] 1 £(0)

segiient:

f(1). Per veure, a més, que f és un homeomorfisme, comprovem que satisfa el

|

e
=
T

O o

Figura 4.1: Representacié de les imatges per f.

1. Es continua: aixo és cert per la propietat caracteristica de la topologia quocient. En aquest
cas concret, tenim que f és continua i fom = f.
2. Es bijectiva ja que f és injectiva en (0,1) i £(0)

3. Veure que ?_1 és continua és equivalent a provar que per tot U obert a X'/ ~ tenim que
f(U) és obert a §'. Sera suficient comprovar tal propietat per una base de la topologia
quocient.

Els oberts com U (que no contenen 0) i els que sén com V (que si que contenen el 0) formen

base de la topologia quocient a X'/ ~. Podem veure, en efecte, que les seves imatges per f son
oberts a $!.

Exemple 4.4.11 (El cilindre unitat). $!
la relaci6 d’equivaléncia ~ a X definida per (0,y) ~ (1,y), Yy € [0,1]. Veurem que
S! x [0, 1]; per aixo, prenem una aplicacié f : £ — S' x [0, 1] continua i bijectiva, que de fet
podem construir de manera analoga a ’aplicacié del mateix nom usada a I’exemple anterior, i
comprovarem que, a més, és oberta:

x [0,1]. Prenem X = [0,1] x [0,1] C R?, i considerem
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Figura 4.2: Al dibuix podem veure com es comporten diversos tipus d’oberts de X / ~ quan se’ls
aplica f. Font: |[Jan18|.
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Cal destacar, pero, que els oberts que hem representat no formen una base de la topologia
quocient a X'/ ~.

Observaci6 4.4.12. La topologia producte a X coincideix amb la topologia induida per R%. A
més, la topologia quocient a X'/ ~ coincideix amb la topologia producte a $' x [0,1] i també
amb la topologia induida per R? en aquest tltim espai.

Exemple 4.4.13 (El tor). Prenem X = [0,1]x[0,1] C R? i considerem la relacié d’equivaléncia
~ a X definida per (z,0) ~ (z,1), YV € (0,1) i (0,y) ~ (1,y), Yy € (0,1). Veurem que
X/ ~= 8! x 8!, que és la superficie d’'un tor. Com en el cas anterior, caldria mostrar que f
envia una base d’oberts de X'/ ~ a una base d’oberts de $! x S'.

p b p
@ > L J
7 .
/\a' a/\ —)
® > L ]
p b p

Figura 4.3: El tor. Font: [Janl1§|.

Exemple 4.4.14 (La cinta de Mobius). Prenem un cop més X' = [0, 1] x [0, 1]. L’espai quocient
X/ ~, on ~ és la relacio d’equivaléncia definida per (0,y) ~ (1,1 —1y) per a tot y € (0,1) és una
cinta de Mobius.

Figura 4.5: Construcci6 de Mobius.  Font:
Figura 4.4: La cinta de Mobius Jan18].

Exemple 4.4.15 (L’ampolla de Klein). L’espai quocient X'/ ~ on X = [0,1] x [0,1] i ~ és la
relaci6 d’equivaléncia en X definida per (z,0) ~ (x,1), Vo € (0,1)1(0,y) ~ (1,1—y), Vy € (0,1)
s’anomena ampolla de Klein. L’ampolla de Klein no es pot posar a R?, pero si a R*. L’ampolla
és I'objecte que s’obté en unir dues cintes de Mobius per la vora.
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4.4 Construccioé d’espais topologics

Figura 4.7: Construccié de 'ampolla de Klein.

Font: |Janl§|.

Figura 4.6: Una ampolla de Klein.

Lema 4.4.16. Sigui f : X — Y una identificacio. Aleshores, Y és homeomorf a X/ ~.

Demostracio. Per definicié de la relacié d’equivaléncia, tenim una aplicacié de conjunts injectiva:
p: X/ ~—Ytalque f=gpom onm: X — X/ ~. A més, com que f és exhaustiva, tenim
que ¢ és exhaustiva i, per tant, bijectiva. Com que J i X/ ~ tenen les topologies finals, per
a un subconjunt & de ) tenim: U és obert si, i només si, f~H({U) = 7 (o7 (U)) és obert si, i
només si, ¢ 1 (U) és obert. Aixi doncs, ¢ és un homeomorfisme. |
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Propietats de separacio

5.1
ESPAIS DE FRECHET I HAUSDORFF

Definicié 5.1.1 (Fréchet). Sigui X' un espai topologic. Direm que X és de Fréchet (o és T7) si
es compleix que per a cada p # ¢ € X existeix U obert tal que p e U i q ¢ U.

o4

Figura 5.1: Fréchet

Exemple 5.1.2.

1. Suposem un espai métric (X, d) i 74 una topologia associada a d. Aleshores, podem agafar
B,(p) amb r = @, de manera que p € B,(p) perd ¢ ¢ B,(p). En canvi, (X, 74) és de
Fréchet.

2. (X, Tyr01) 00 és de Fréchet.

Proposicié 5.1.3. Sigui (X, 1) un espai topologic. X és de Fréchet si, i només si, per a tot
p € X, {p} és tancat.

Demostracio.
= Sigui p € X isigui q € m SilU és obert i g € U, aleshores p € U. Si p # q, com X és de
Fréchet, 3V obert amb ¢ € V tal que p ¢ V, arribant a una contradiccio.
<= Siguin p,q € X, p # q. Tenim que X \ {q} és un obert amb p € X\ {q} i ¢ ¢ X\ {¢}.
|

Observaci6 5.1.4.

1. Si la topologia en X prové d’una distancia, aleshores X és de Fréchet. Si p # q, sigui
=159 peB(p), q ¢ Bila):

Si X té la topologia grollera i el cardinal d’X" és més gran o igual a 2, X no és de Fréchet.
Si X és homeomorf a ) i X és de Fréchet, ) és de Fréchet.

Sigui f : X — ) una aplicacié que és continua (perd no és un homeomorfisme) amb X de
Fréchet, ) no és de Fréchet. A la vegada, donada id : (X, 74s) — (X, Tgro), €S continua
(X, 74) €s de Fréchet i (X,1,) no ho és.

W DN

Definicié 5.1.5 (Hausdorff). Direm que un espai topologic X' és de Hausdorff si per a cada
p,q € X amb p # ¢, existeixen oberts Y > piV 3 g tal que U NV = ().
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Figura 5.2: Hausdorft

Observacio 5.1.6. X de Hausdorff implica que X és de Fréchet, pero no a I'inrevés, és a dir,
que el reciproc no es compleix sempre.

Exemple 5.1.7.

1. Si la topologia en X prové d’una distancia, aleshores X és de Hausdorff. Sip # q —
d(p,q) >0ir= @ iU = B,(p) iV = B.(q).

2. Si X té la topologia discreta, aleshores és de Hausdorff.

3. Si X té la topologia grollera, no és de Hausdorff.

4. Si X és un conjunt infinit, 7 = {¢/ | X \ U finit} U {0} i (X,7) és de Fréchet i (X,7) no
és de Hausdorff. Donats p,q tal que p # ¢, prenem U = X\ {¢} o5 pild Zq. U,V € T i
UFDUFAX, VDIV # X. Aleshores,

UNV D — (X\UNV))=(X\U)U(X\V) finit. (5.1.1)

Observacio 5.1.8. Hi ha espais topologics en els quals aquesta propietat no es compleix. Per
exemple, un espai X amb més d’un punt que tingui la topologia grollera no complira la propietat
de Hausdorff. Un espai infinit amb la topologia cofinita tampoc no complird la propietat de
Hausdorft.

Proposicio 5.1.9. Si X és de Hausdorff i A C X, aleshores A és de Hausdorff. De la mateiza
manera, si X €és de Fréchet i A C X, aleshores A és de Fréchet.

Demostracio. Sigui X de Hausdorff 1 sigui A C X un subconjunt. Siguin p,q € A, amb p # q.
Existeixen U,V oberts de X talsquepeUUiqgeV,UNYV = 0.

peU =UNA obert d’'A,

geV =VnNAobert dA. (5.1.2)

D’aquesta manera, U’ i V' soén oberts disjunts d’A. Per Fréchet es procediria de forma analoga.
|

Proposicio 5.1.10. Si X, )Y son de Hausdorff, aleshores X x Y és de Hausdorff. Analogament,
st X,Y son de Fréchet, aleshores X X ) és de Fréchet.

Demostracio. Siguin (p1,q1) € X X Y i (p2,q2) € X X Y. A més, suposem que (p1,q1) # (p2, ¢2).
Suposem que p; # po, com X és de Hausdorff, existeixen i/, V oberts de X talsquep e U, q € V
iU NY = (. Calculant la interseccio:

Z/{ X y > (p17Q1)7
VXY 3 (p2q)

ja que la intersecci6é entre aquests dos oberts és nul-la. S’aplicaria un raonament totalment

}ﬁ(ny)ﬂ(ny)z(UmV)xyz(b, (5.1.3)

analeg per trobar el mateix resultat en espais Fréchet. [ |
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Proposicio 5.1.11. Sigui (X, 1) un espai topologic i sigui:
A={(z,y) e X x X |y=u} (5.1.4)
la diagonal. Aleshores, X és de Hausdorff si, i només si, A és un tancat de X x X.

Demostracio. A és tancat si, i només si, tot punt (z,y) € X x Y\ A és interior a X x Y\ A.
Com que els oberts de la forma producte d’oberts formen una base de la topologia producte,
(x,y) € X x X\ A és interior si, i només si, existeixen oberts U de X 1 V de ) tals que
(x,y) eU XV C X x X\ A. Aquesta condici6 és equivalent a la de Hausdorff, ja que:

UxV)NA={(z,z) |z eUNV}. (5.1.5)
[ |
5.2
ESPAIS REGULARS I NORMALS

Definicié 5.2.1 (Espai regular). Un espai topologic X és regular si per a cada tancat F' C X
i cada p ¢ F existeixen oberts Y 2 piV D F tals que U NV = 0.

U 1%

T o

Figura 5.3: Espai regular

Definicié 5.2.2 (Espai normal). Un espai topologic X' és normal si per a tota parella Fy, F, de
tancats disjunts de X (F; N Fy, = (). Existeixen U,V oberts de X tals que U D Fy, V D Fy i
Uny =»0.

Figura 5.4: Espai normal

Observacio 5.2.3. Un espai topologic amb la topologia grollera és normal i, en canvi, si té
més d’un punt, no és de Hausdorff. Ara bé, si a més de normal és de Fréchet, aleshores és de
Hausdorff. En altres paraules, si un espai topologic X és de Fréchet, aleshores per a aquest espai
es compleix que:

espai normal = espai regular = Hausdorft. (5.2.1)
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Proposicio 5.2.4. Tot espai metric és reqular © normal.

Demostracio. Sigui X un espai meétric. Volem provar que X és normal, agafarem dos tancats de
X que siguin disjunts. Siguin F}, F tancats de X, amb F}, N Fy = (.

£y
i

Figura 5.5: Il-lustracié de suport per a aquesta demostracio.

Fy

Sigui z € Fy. Siguir, = inf{d(z,y) | y € F2} = d(z, F»). Esté que r, > 0, ja que sifos r, = 0
aleshores x € Fy = I, (hem utilitzat que donats A i p, es dona que d(p, A) =0 <= p € A).
Analogament, si y € Fy, r, = d(y, F1) > 0. Ara, siguin:

Ficu=|]J By(x),

x€eF

F,cv=J Buy.

yeF>

(5.2.2)

Suposem que existeix p € U NV. Aleshores, Jdz € F} tal que d(p,z) < % i Jy € F; tal que
d(p,y) < %. Per tant:

% > d(p,x) +d(p,y) > d(z,y) > —g v (5.2.3)
la qual cosa és una contradicci6. En la ultima desigualtat hem usat que
d(l‘, y) 2 Ty Tz + Ty
. > —. 2.
d(r,y) > r, = 2-d(z,y) > 5 (5.2.4)
|

Lema 5.2.5 (Lema d’Urysohn). Sigui (X, 7) un espai topologic. X €és normal si, i només si,
per a tota parella Fy, Fy de tancats disjunts de X ezisteiz una aplicacid continua f : X — [0, 1]

tal que Fy = f1({0}) i B = [({1}).

Demostracio. Suposem que, donats dos tancats disjunts A, B, existeix una aplicaci6 f: X —
[0,1] tals que f(A) =01 f(B) = 1. Aleshores, U = f~([0,1)) i V = f~1((3,1]) son oberts
disjunts que contenen A i B, respectivament. Per tant, X és normal.

Suposem ara que X és normal i A, B dos tancats disjunts de X'. Posem U; = X' \ B. Tenim
A C U, i, per ser X un espai normal, existeix un obert U, tal que A C Uy C Uy C U;. Aplicant,
de nou, la propietat de normalitat, tenim que existeix un obert U 1 tal que:

Uy CUy CUL C UL C U (5.2.5)
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De nou per la propietat de normalitat, existeixen oberts U 1 i U% tals que:
UOCLTOCU%CLT%CM%CLT%CUL (5.2.6)
De la mateixa manera, existeixen oberts LI%,Z/I%,Z/{%,L{% tals que:
uoc%cuéc@cuic@cugc@cuéc~~~cu§cu_gcul. (5.2.7)
Iterant el procés obtenim, per a tot m € N\ {0} i n € N amb m < 2" oberts U tals que:
Uy CUy C - CUm ClUmps C--- CU =X\ B. (5.2.8)

Definim ara f : X — [0,1] per f(z) = inf{t | € Uy}. Six ¢ B iposem f(z) =1siz € B.
Clarament, f(A) =01 f(B) = 1.

Per acabar la demostracid, només ens resta veure que f és continua i ho farem veient
que les antiimatges d’oberts de la subbase {[0,a), (b,1],Va,b € (0,1]} son obertes. En efec-
te: f71([0,a)) = U, Us, que és obert pel fet de ser uni6 d’oberts. Per veure que f~'((b,1]) és
obert, provarem que el complementari és tancat:

XSO = fH0, N\ (0, 1)) = {x € X | f(2) <0} = (U € (s (5.2.9)

t>b t>b

L’altima inclusié és una igualtat. En efecte, donat U, amb t > b, per a tota s tal que b < t <
s < 1:
U Clhy CUy = Uy (U (U = [t (U (5.2.10)

s>t s>b t>b s>b

I el subconjunt X\ f~1((b,1]) és tancat. [

Aquest lema es pot interpretar com un teorema d’extensié: assegura l’existéncia d’una ex-
tensio a tot l'espai de la funcio f : AU B — [0, 1] que pren el valor 0 sobre un tancat A i el
valor 1 sobre un altre tancat B.

Els teoremes que garanteixen l'existéncia d’extensions d’aplicacions sén molt important, per-
qué donen lloc a resultats interessants, perd no séon gens trivials de demostrar i, en general, no
son certs.

Teorema 5.2.6. X és normal si, © només si, tota aplicacid continua definida en un subespai
tancat A C X tal que f: A — [—a,a] té una extensid continua F : X — [—a, al.

Demostracio. No es troba dins el temari de 'assignatura. Es pot consultar completa a |Lle13].
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VI

Espais compactes

0.1
ESPAIS COMPACTES I RECOBRIMENTS

Definicié 6.1.1 (Recobriment obert). Sigui X un espai topologic i sigui {U;}ie; una familia
d’oberts de X'. Direm que és un recobriment obert de X' si X = J,.;U;. De fet, si I és finit
direm que el recobriment és finit i si  és infinit, el recobriment resulta infinit.

Definicié 6.1.2 (Subrecobriment). Suposem que {U;}ier és un recobriment obert d'un espai
topologic X'. Un subrecobriment de {U4; };c; és una subfamilia {Uf; };c;, J C I tal que X = | J,,; U;.

Definicié 6.1.3 (Espai compacte). Sigui X un espai topologic. Direm que és un espai compacte
si per a tot recobriment obert % = {U;}ic; de X, existeix un recobriment {U;};c; de % finit
(és a dir, J és un conjunt finit tal que J C I).

Exemple 6.1.4.

1. Agafem un conjunt X # () i la topologia 7 la topologia grollera en X. Suposem que {U; }ic;
és un recobriment d’X’. Aleshores:

X = LJZ/[Z = digel Z/{Z'O =X. (611)
iel
2. Agafem un conjunt X # () i la topologia 7 la topologia discreta en X. Si X és infinit,
X = U,exr{x}. Siexisteix un subrecobriment finit,

X ={zx JU---U{z;.} ={zi,..., 2.} (6.1.2)

Com aix0 és una contradiccid, a causa de la infinitud del conjunt, ja hem acabat. Suposem
ara que X és finit, amb X = {z,...,2,}. Aixi doncs, X = |J,.;U; és un recobriment
obert.
Jiy € I'| i, €U, i
: = x=Ju (6.1.3)
Ji, €1 |z, €U, j=i

w0

X # 0 conjunt, 7 = {U C X | X \U és finit} U{0}. Suposem que X = J,; Us, U; oberts.
Aleshores, Fig € I | X\ Usy, X \ Ui, = {z1,..., 2.} és finit.

Lema 6.1.5. Sigui X un espai topologic. Son equivalents:

1. X és un conjunt.
2. Per a cada familia {T;}ier de tancats de X tals que (,c; T; = 0, existeix J C I finit tal
que (Nie, T = 0.

Demostracio.
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1 =2 Sigui {7;} una familia de tancats tal que (,.; 7; = 0.
X=X\(T =X \T). (6.1.4)
iel i€l

Com X és compacte:

X=X\T)U--U(X\T,) =X\ (T, NT;,) = ﬁﬁ:a). (6.1.5)

Jj=t1

1 « 2 Exercici.
[ |

Proposicio 6.1.6. Sigui X un espai topologic compacte. Aixi, T C X és un tancat. Aleshores,
T és un compacte.

Demostracio. Sigui {U; }ier un recobriment obert de 7, de manera que 7 = (J,,; ;. Existeixen
Vi, i € I oberts de X tal que: U; = T N'V;. Tenim que:

X = (Uv) U(X\T). (6.1.6)

Com X és compacte:
X=V,U---UV, UKX\T). (6.1.7)

SizxeT, E!Vi‘xEVi, ie{l,...,r}. Aleshores, T CV;, U---UV; i
T=WV,U---uV, ) NT=WV,,nNT)U---U(V;, NT). (6.1.8)
[ |

Proposicié 6.1.7. Sigui f : X — Y una aplicacid continua. Si X és compacte, aleshores f(x)
és compacte. La imatge d’un compacte per una aplicacio continua és un compacte.

Demostracio. Canviant ) per f(z), podem suposar que f és exhaustiva. Aleshores, f és continua
i exhaustiva, i X és compacte. Sigui {V;};c; una familia d’oberts de ). En conseqiiéncia:

X=|]Jf'(V)obert de ¥ = X = U 1), (6.1.9)
iel Jj=i

Siy € ), existeix x € X tal que f(z) =y. Ik € {1,...,r} talque z € f[7Y(V;,) = y =
f(z) € V;,. Aleshores:
Y=V, U--UV,. (6.1.10)

Lema 6.1.8. Sigut X un espai topologic v sigui Y C X. Aleshores, son equivalents:

1. Y és compacte
2. Per a cada familia {U;}icr d’oberts de X tal que

yclJu = rcr1 fimit| Yy c | Ju;. (6.1.11)

iel jeJ
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Demostracio.
1 =2 Sigui Y C ;¢;» Ui oberts d’X. Aleshores, Y = |J,,(4; N Y) 1 Y compacte vol dir que:

V=UNY)U-—UUNY)=UU--UU)NY = YCU U UlU, (6.1.12)

1 <2 Es aplicar el mateix procediment analogament pero cap a 'altre costat.
|

Lema 6.1.9 (Lema del tub). Sigui X un espai topologic i Y un espai topologic compacte. Per
a cada g € X i per a cada E entorn de {xo} x Y en X x Y existeix un entorn obert U de xq en
X tal que

{zo} xYCUXYCE. (6.1.13)

t
i X

Figura 6.1: Representacio grafica del resultat.

Demostracio. Podem suposar que F és obert. Per a cada y € ) podem escollir un entorn de 4,
deye YV, de xgen X tals que (zg,y) € V, x U, C E. Tenim que Y = J ., U,. Aleshores:

yey -y

Y=U, U Ul,. (6.1.14)

Ara, sigui V,, N--- NV, és obert de X, xyp € V. Vegem que V x Y C E. Sigui (z,y) €
Vx)Y = ze€V,ye). Comquey € ) existeix igp € {1,...,k} ‘ y € V,,,- En particular,
comquez € V=V, N---NY, = ze€), . Pertant, (z,y) €V, XU, € E. Per tant,
VxYCE. [ |

Observacio 6.1.10. Fals si ) no és compacte. Per exemple, siguin X =) =R, x¢ = 0 i sigui
E el complementari del conjunt {(z,y) € R? | zy = 1}. Aleshores, no existeix un entorn ¢/ del
0 a R, com si succeeix en el lema.

Corol-lari 6.1.11. Si Y és compacte, p: X x Y — X és una aplicacio tancada.
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Demostracio. Sigui T C X X )Y un tancat. Volem veure que p(7) és tancat en X. Sigui
g € X\ p(T). Per tant, E = (X x Y)\ T és obert de X x ). Ara, pel lema del tub, existeix
U entorn de xg en X tal que Y x Y C E = X x Y\ T. En conseqiiéncia, zg € U C X\ p(T).
Aixi, X\ p(T) és obert = p(T) és tancat. |

Teorema 6.1.12 (Teorema de Tykonoff). Si &,..., X, és un espai topologic i Xy X -+ X X,
€s compacte si, © només si, X; és compacte per a tot 1 =1-+n.

Demostracio.
= Sigui p; : X} X -+ x X, — A}, (21,...,2,) —> x; sOn continues i exhaustives. Per tant,

X; és compacte.
<= Solament ens cal considerar el cas n = 2 i ho podem generalitzar per induccié sobre n.

(X1 x Xy) x Ay compacte, (6.1.15)

ja que A, B compacte = A x B compacte. Suposem que X', sén compactes. Volem
veure que X x ) és compacte. Sigui {U;};er un recobriment obert de X' x ). Aleshores, si
ro € X tenim que {zo} X YV C J,;c; Ui D’aqui, {xo} x Y CU;, U---UlU;, = E. Pel lema
del tub, existeix un entorn obert W,, de x tal que W,, x Y C E. Tenim que {W,},cx
formen un recobriment obert de X. Com que X és compacte:

X=W,, U---UW,, , x€X. (6.1.16)

Considerem la reuni6 dels U que recobreixen W,,, ..., W, X Y (és una subfamilia finita
de {U;}icr). Finalment, donat (z,y) € X x Y:

xeX} . Jiel|xzeW, } (6.1.17)

yey (7,y) €Wy, x Y C Z,

on Z és la uni6 finita d’oberts U de la subfamilia escollida. Per tant, X x Y = |JU;.

6.2
EL TEOREMA DE HEINE-BOREL

Definici6é 6.2.1 (Espai de Hausdorff compacte). Sigui (X, 7), on 7 és la topologia grollera i
#X > 2. (X, 1) és un espai de Hausdorff compacte si X' és compacte i de Hausdorff, Jiy € I tal
que U, = X.

Lema 6.2.2. Sigui X un espai topologic de Hausdorff i sigut K C X un subespai compacte. Per
a cada p € X \ K existeizen oberts U,V d’X tals quep e U, K CV iUNYV = (.
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El teorema de Heine-Borel 6.2.4

Figura 6.2: Representaci6 del lema

Demostracio. Agafem p € X \ K iq € K. Com & és Hausdorff, existeixen:

U, >p

anq}, U,NV, = 0. (6.2.1)

Tenim que K C U, e Vy = K CV, U---UV,, = V. Prenem, també: U = U, N---NUy, > p,
tal que U és obert. Ara, raonem que la interseccid6 U NV és buida, per reduccié a ’absurd. Si
zeUNV,z€eU itambé z € V:

zeV = di | z2 €V,
zeUNY — {zeu L eu, (6.2.2)
Pero com que U, NV, = (), arribem a una contradiccio i U4 NV = (). [ |
Vo u"';‘Vqs Uy,
v
utM
Vth VQ4 u‘h Uq3 X

Figura 6.3: Representacio de la demostracié que hem seguit.

Proposicio 6.2.3. Sigui X un espai topologic de Hausdorff. St K C X © X és un compacte, K
és un tancat d’X.

Demostracio. Per demostrar que K és un tancat, vegem que X'\ K és obert. Siguip € X \ K.
Pel lema anterior, tenim que existeix un & > p obert i un V D K obert, tal que U NV = ().
Aleshores,peUd C X\ K = X'\ K és obert. [

Teorema 6.2.4 (Teorema de Heine-Borel). Sigui X C R™ on en R" la topologia és l’habitual.
Aleshores, X és compacte si, i només si, X €és tancat i acotat.

Demostracio.
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6.2 Espais compactes

—> Per la proposicié anterior, X també és tancat. Ens falta veure que X és acotat. Conside-

U@ nB.(0) = (XN B, (0)U---U(XNB,(0)=xn||]B.0)]. (623)

Sigui ara ng = max{ns,...,ng}. Aleshores, X = X N B,,(0) i, per tant, X N B,,(0). En
altres paraules, X’ esta acotat per la bola oberta.

<= Sigui un X tancat i acotat. En particular, existeixen a,b € R ‘ a <biX C lab].
Aleshores, posem [0, 1], i cal provar que és compacte.

[0,1] compacte = [a, b] compacte = [a1,b1] X - -+ X [a,, b,] compacte. (6.2.4)

Sigui X C R™ tancat i acotat. X acotat = X C B,(0). Prenem N € Ni N > 0.
Aleshores:

X CB.(0) C[-N,N]x---x[-N,N]CR" (6.2.5)
= [~N,N] x --- x [N, N] tancat i compacte = X" compacte. o
Sigui A = {U; };cr recobriment obert de [0, 1]. Considerem:
¢ = {x € (0,1] | [0, 2] es pot escriure amb un nombre finit d’oberts d’.A}. (6.2.6)

Volem provar que 1 € €. Tenim que ¢ # 0, ja que IU; € A ‘ 0 € U;. Aixo implica que
existeix € > 0 ’ [0,€) C U, ja que els intervals oberts son base.

| o )
0 Y E 1

Figura 6.4: Representaci6 de la recta real per al teorema de Heine-Borel.

Sigui y € (0,¢). Si considerem [0,y] C [0,¢) C U;, aleshores y € € # (). Sigui ¢ = sup € i
ens cal veure que ¢ € ¢, és un maxim i, a més, ¢ = 1.

Wi, | ceUyy = F>0|(c—e,c CU,. (6.2.7)

Triant qualsevol y € € es fa palés que sempre hi haura un z entre y i ¢. Per reducci
a l'absurd veiem que ¢ = 1. Suposant que ¢ < 1 és el maxim, sigui U;, > c¢. Aleshores,
(c—e,c+e) CU;y, imax¥ =c<c+ 5 €F, és adir, que hem arribat a una contradicci6

ic=1.
| . O ——— |
0 recobrir amb un nombre Yy ¢ c+3 1
finit d’oberts U d’ A €—¢e cte
Figura 6.5: Segona representacié de la recta real per al teorema de Heine-Borel.
|
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El teorema de Heine-Borel 6.2.9

Observacio 6.2.5. El teorema de Heine-Borel no es compleix per als espais métrics i espais
vectorials topologics. Aix0 porta a considerar classes d’espais on aquest teorema és cert. Aquests
espais s’anomenen espais amb la propietat Heine-Borel.

Exemple 6.2.6. Per provar que A, = {(z1,...,z,) € R” } 2 + -+ 22 = 1} és un espai
compacte, necessitem demostrar que A, és tancat i acotat. Primerament, A,, C By(0) i per tant
és acotat. Per veure que és tancat, agafem laplicaci6 f: R" — R tal que  — 23 + - - - + 22.
Per tant, A, = ¢7'({1}) és tancat ja que {1} és un tancat i aquesta antiimatge també ho és.

Proposicié 6.2.7. Sigui f : X — Y tal que és una aplicacio continua. Si X és compacte i Y
és de Hausdorff, aleshores f és tancada.

Observacio 6.2.8. Si tenim una funcié f : A — B i volem que f sigui un homeomorfisme
necessitem que f sigui bijectiva i f continua, a més que ! sigui continua. Si A és compacte i
B és de Hausdorff, la ultima condici6é esdevé equivalent a quée f sigui tancada.

Demostracio. Sigui 7 C X un tancat i X compacte. Aleshores, T és compacte. Recordant
que f és continua, f(7) és compacte. Com que f(7) C Y i Y és de Hausdorff, tot subconjunt
compacte ¢és de Hausdorff. Aixi, f(7) és un tancat en ). [

Proposicio 6.2.9. Sigui X un espai topologic compacte i Hausdorff. Aleshores, X és normal
(i regular).

Demostracio. Siguin Ty, T C X tancats tals que 71 N 75 = (). Sigui ara p € 77 tal que p ¢ Ts.
Com X és de Hausdorft, 3, V, oberts tals que U, > piV, D T2 iU, NV, = . Tenim que:

T C UpeT1 U,

71 compacte i T Hausdorff} = Tt ClUp, U+ Ulhy, (6.2.8)

Posem ara V =V, N---NV,, D Ty, de manera que U,V seran oberts de X'. Hem de veure que
UNY =1, iho farem per reducci6 a ’absurd. Sigui z € U N V:

zeU = z €Uy,
' . . 2.
Zevizevpi}ﬁzeupzmvpz (6.2.9)
Pero U,, NV,, = (. Amb aquesta contradiccio, arribem al resultat que voliem. n
UQQ u%

Figura 6.6: Il-lustraci6 de la demostracio.
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6.3 Espais compactes

6.3
ESPAIS METRICS COMPACTES

Definicié 6.3.1 (Seqiiencialment compacte). Sigui (X, d) un espai métric. Direm que X és
seqiiencialment compacte si per a cada successio {z,}nen, T, € X existeix una subsuccessio

parcial convergent:
{Tp }r > € X. (6.3.1)

Teorema 6.3.2. (X,d) és seqiiencialment compacte si, i només si, X és compacte.

Demostracio. Aquesta demostracio es basa en el lema del nombre de Lebesgue, que veurem a
una assignatura posterior. Aixi, queda fora del nivell del curs. [ ]
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VII

Espais localment compactes © compactificacions

7.1
ESPAI LOCALMENT COMPACTE

Definicié 7.1.1 (Espai localment compacte). Direm que un espai topologic X' és localment
compacte si X' és de Hausdorff i per a cada p € X existeix K, entorn compacte de p en X.

Exemple 7.1.2.

1. Si X és compacte i de Hausdorff, aleshores X’ és localment compacte.

2. Sigui X = R ip € R. Tota bola tancada és localment compacte. Posem, per exemple,
K,=[p—-1p+1].

3. Sigui X = R™ i p € R". Aleshores, K, = {g € R" } d(q,p) < 1} per a tot p és un entorn
compacte de p en X.

4. Sigui un espai topologic (X, 7) amb 7 la topologia discreta. Aleshores, X' és localment
compacte amb K, = {p}.

Proposicio 7.1.3. Sigui X localment compacte i T C X tancat. Aleshores, T és localment
compacte.

Demostracio. Sigui L, = K, NT. Aix{ doncs, L, és tancat de K, i, donat que K, és un entorn
compacte de p en X, aleshores L, és un compacte. Com que X és Hausdorff, 7 també ho és. A
més, L, és entorn de p en T (exercici). D’aquesta manera, 7 és localment compacte. ]

Proposicio 7.1.4. Sigui X localment compacte. Si x € X, existeix una base d’entorns compac-
tes d’x en X.

Demostracio. Sigui Y un entorn obert de x en X. Sigui K un entorn compacte de . Volem
provar que JE entorn de x tal que E C U amb E compacte. Aleshores, i N K és un obert de
K, de manera que T = K \ (K NU) és un tancat de K i, a més, z ¢ T.

K sera, aixi, compacte i de Hausdorft, i 7 C K tancat. Sigui x € K ‘ x & T. Aleshores,
existeixen W,, Wz oberts de K tals que x € W, i W, N Wy = 0 per a T C Wyr. Ara,
K\ Wz D W, implica que K \ Wr és entorn de z en K. Si juntament amb aixd usem que K
és entorn de x en X', K\ Wy és entorn de z en X.

Finalment, K\ Wy és compacte perqué K és compacte i és tancat en K. A més, K\Wr C U,
donat quey e KiyeWr DT = y¢ T =K\ (KNU), de tal manera que y € U. |
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7.2 Espais localment compactes i compactificacions

Figura 7.1: Ajuda grafica per a la demostraci6 de 'existéncia de base d’entorns.

Corol-lari 7.1.5. 51 X és localment compacte, U C X obert, aleshores U €és localment compacte.

Demostracio. Sigui X localment compacte (aleshores, és de Hausdorff). U és de Hausdorff ja
que I'agafem de tal manera que Y C X. Sigui x € U. Per la proposicié anterior existeix F
entorn compacte d’x en X tal que x € £ C U. [ |

Proposicio 7.1.6. St X,Y son localment compactes, aleshores X x Y €s localment compacte.
Demostracio. X x Y és de Hausdorff. Si (z,y) € X x Y-

dFE, entorn compacte de z en X

JE), entorn compacte de y en y} = E, X E, 3 (z,y). (7.1.1)

A més, B, x E, és compacte perqué E, i E, son ambdoés compactes. I, per acabar, E, x E, és
entorn de (z,y) en X x ). |

7.2
COMPACTIFICACIONS

Definicié 7.2.1. Sigui X un espai topologic. Una compactificacié6 de X és un espai topologic
X* compacte i Hausdorff i una aplicacié continua h : X — &X’* tal que:

1. L’aplicacio X — h(z), x — h(z) és un homeomorfisme.

2. h(z) = X"
Exemple 7.2.2.
1. Sigui & = (0,1). Volem demostrar que X* = [0, 1] és compacte. Agafem:

he: (0,1) —s [0,1]

A (7.2.1)

R(0,1) = [0,1], éa a dir, (0,1) = [0, 1].
2. Ara agafem h : (0,1) — S' tal que t — (cos(2nt,sin(27t))). Tenim que h(0,1) =
S\ {(1,0)}. A més:

h és continua
h:(0,1) — S'\ {(1,0)} = { h és bijectiva p == h és homeomorfa. (7.2.2)
h és oberta

D’aquesta manera, h((0,1)) = S*.
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3. Tenim que la projecci6 estereografica pe : $'{(0,1)} — R és un homeomorfisme. Sigui
X =RiX*=8" Definimh:R — $' i:5"\{(0,1)} — $! la inclusi6, de manera que
h=1io(pe)t.

Definicié 7.2.3 (Compactificaci6 d’Alexandrov). Sigui X un espai topologic localment com-
pacte i no compacte. Es diu que una compactificaciéo h : X — X™* de X és d’Alexandrov si
X*\ h(x) té solament un element (el denotarem com o). En altres paraules, X*\ h(z) = {oco}.

Teorema 7.2.4 (Teorema d’Alexandrov). Sigui X localment compacte i no compacte. Existeix
una compactificacid d’Alexandrov de X que, a més, és unica (excepte per als homeomorfismes).

Demostracio. Denotem Ty la topologia de X. Prenem el conjunt X* = XU{oo}, tal que oo ¢ X.
En X* definim la topologia segiient: T+ = 74 U{X \ K | K C X és un compacte}. Observem
que X*\ K = (X \ K)U{o0}.

1. 0 €Ty C 7y« A més, com que X*=X*\ 010 és un compacte, aleshores X* € Ty-.

2. Sigui {U; }ier una familia, tal que U; € 7x+. Volem veure que aixo implica que (J,c; U; € T~
e Sill; € Ty, per a tot ¢ € I, aleshores Uie[ui E Ty C Tyx.
e Sidip € I tal que U;, ¢ Tx. Escrivim [ = I; U I, on:
sitel; = U; € Ty
sitel, = U =X*"\C;, C; C X compacte, ja que iy € Is. (7.23)

Uui: UUiU U(X*\Cz) = UUiU(X*\ ﬂcz)

iel i€l i€ls 1€l i€l

Aleshores, 1,7, Ci és un compacte. Ara, aplicant que AU (Y \ B) =Y \ (B \ A) per
conjunts qualssevol A, B C Y,

U%:Xﬂ(ﬂ@\U%) (7.2.4)

iel icly ieh
¢és un compacte d’X, ja que la primera intersecci6 és un compacte i [ J, Ui € Tx.
3. UY ETYy = UNV E Tyx.
e SiUYV €ty = UNV E Ty C Tyx.
e SiV=X"\Kil € 7y, aleshores:
ETx
N ~ =~
UNV=UNKX"\K)= U N(X\K) € 7w, (7.2.5)
K
GTX

ja que K C X és compacte i de Hausdorff.
o SiU=X"\K;1V = X"\ Ky, aleshoresiU NV C X*\ (K1 UK>) € Ty+,ja que K71 UK>
és compacte.
Ja hem provat que Ty« és una topologia. Ara, definim: h: X — X* = X U{oc}, de tal manera
que p — p:

1. h és continua:

UeTy = Y U)=UE€E Ty

compacte 7-2.6
U= X\ K 2 1104 = X\ K € Ty (7.2.6)

UETX* :>{
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7.2 Espais localment compactes i compactificacions

\}

(X*,7%) és compacte: suposem que X* = |J,., Ui, Ui € Tx-. Existeix 49 € I tal que
OOEZ/{l'O — UZ»O EX*\K

. ' K compacte K:(L{ilﬂK)ﬂ---ﬂ(MirﬂK)
K_LGJI(umK) R U U ol (7.2.7)
3. (X*, Ty«) és de Hausdorff. Siguin p,q € X'* tal que p # q.
o Sip,g€ X existeix U,V €1y CTa-talquepeUUiqgeV,UNV = 0.
e Sipe Xiqg= o0, IT compacte tal que p € T
X*\T 200 =gq. (7.2.8)

Aixi doncs, Ty+ és topologia en X* i h: X — &A™ és compacte i de Hausdorff.
4. h: X — X* és un homeomorfisme: agafem h: X — X*U{oo} = X*. Per una banda, h
és continua 1 X — h(X) és bijectiva. SilUd C X és obert, aleshores h(U) =U € Tx C Ta~
i, com que U C h(X), U és un obert de h(X). Per tant, i és un homeomorfisme.
5. Volem veure que h(X) = X*. Notem que h(X) # X.

h(X) és tancat en X'*

X* 6s compacte } h(z) és compacte, perd X no. (7.2.9)

Recordem que X no és compacte, i que X* i X difereixen en un tnic punt. Ara, sigui com
sigui:

X —1 s h(X) CR(X) C X =h(X)U{ oo} = h(X) =X~ (7.2.10)
|
Lema 7.2.5. Sigui X localment compacte i no compacte. (X, h) la compactificacio anterior. A

més, sigui (X, g) una compactificacié de X tal que g(X) C X* és un obert. Existeix f : X* —»
X* continua tal que'

\ X*
1. '\ /
fog

2 f(xe \g(X)) = {oox+}

Demostracio.
Fooxr — X
a +——  h(z)sia=g(x) (7.2.11)
a +— +oosia€ X\ g(x)

Si demostrem que f és continua, ja hem acabat. Si U C 7y, aleshores f~1(U) = g(h=(U)).
Com que g : X — g(X) és un homeomorfisme i g(X) C X" és un obert, tenim que f~(U) és
un obert. Sid = X*\ C, un C C X és un compacte:

fHU) =X\ f7HC) = X\ g(h7H(C)). (7.2.12)
Com que g(h™!(C)) és compacte a X+, ¢és tancat i, per tant, el seu complementari és obert. M

Corollari 7.2.6. Suposem X*\ g(x) = {oox+}. Aleshores, f és un homeomorfisme.
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Ox+ € X* > X*
X
Demostracio. Pel teorema anterior tenim que f és continua. Com que també és bijectiva i
tancada, f és un homeomorfisme. [ |
00
X*

Figura 7.2: Alexandrov
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VIII

Propietats de connexio

8.1
ESPAIS ARC-CONNEXOS

Definicié 8.1.1 (Cami). Sigui & un espai topologic. Un cami en X amb origen p € X i final
g € X és una aplicaci6 continua v : [0,1] — & tal que v(0) =pi~(1) =q.

Definicié 8.1.2 (Espai arc-connex). Un espai topologic X és arc-connex si per a cada, p,q € X
existeix un cami 7 : [0, 1] — X amb origen en p i final en g.
Exemple 8.1.3.

1. R? ¢s arc-connex: p,q € R*i~:[0,1] — R? tal que t — tq(1 — t)p continua. Fixem-nos
que ¥(0) = p i y(1) = ¢ de manera que tenim un cami i l’espai és arc-connex.

[\]

. Analogament, deduim que R™ és arc-connex Vu > I.

3. Sigui R\ {0} i suposem que R\ {0} és arc-connex. Aleshores, 3y : [0,1] — R\ {0}
continua i y(0) = —11v(1) = 1, la qual cosa és una contradiccio pel teorema de Bolzano.

4. En canvi, R*{(0,...,0)} si n > 2 si és arc-connex.

Observaci6 8.1.4. D’aqui deduim que la recta real no és homeomorfa al pla R? ni a cap R"
amb n > 2. Si ¢ : R — R" és homeomorfisme, ¢ indueix un homeomorfisme tal que:

R\ {0} — R"\ {¢(0)}. (8.1.1)

Proposici6 8.1.5. §" = {z € R*™ | Y a7 =1} és arc-connex (n > 1).

Demostracio. Siguin p,q € ™.

¢ Sip# - prenen 12 0.1) 8 v £
e Si p = —q, podem imposar que p=(0,...,1)ig=(0,...,—1)
|
z
p )

0

[
@

O
[}

Proposicio 8.1.6. St X és arc-connex i f : X — R és continua, aleshores Y €s arc-connex.
En particular, un espar homeomorf a un espai arc-connex també és arc-connez.
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Demostracio. Prenem f(X) en lloc de ) i podem suposar f exhaustiva. Siguin p,q € Y de
manera que podem definir p; € X | o) =piq ek } ©(q1) = q. Com que X és arc-connex
existeix 7y : [0, 1] — X continua tal que 7;(0) = p; i 71(1) = ¢1. Siy = f o~ és continua:

7(0) = f(p1) = p.
8.1.2
1) =Fla) =0 512
Aleshores, f o~ és un cami d’inici p i final g. [

Proposicio 8.1.7. Siguin X, espais topologics. X x ) <= X,) son arc-connezs.

Demostracio.

—> Com que les projeccions 7 : X x )Y — X im : X x Y — Y s6n continues, i com que si
un espai és arc-connex i la funcié associada és continua, ) és arc-connex.

<= Siguin

= (z1, e X x
X €13

Existeixen 7 : [0, 1] — X continua tal que y(0) = z11y(1) = x5. Siguiarao : [0,1] — Y
continua tal que o(0) = y; 1 0(1) = yo.

d: [0,1]

, X x)Y
t

.
— (v(t),0(1)) (8.1.4)

és continua §(0) = p; i §(1) = po.

8.2
COMPONENTS ARC-CONNEXES

Definicié 8.2.1 (Relacio de connexio). Sigui X' un espai topologic. Definim p ~ ¢ < v :
[0,1] — X continua tal que y(0) = p i v(1) = ¢. En altres paraules, diem que dos punts estan
connectats si existeix un cami amb punt inicial p i final q.

Lema 8.2.2. ~ és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio.
1. Reflexiva (p ~ p): v:[0,1] — X és continua tal que t — p.
2. Simétrica (p ~ ¢ = ¢ ~ p) Sigui v : [0,1] — X continua tal que y(0) = p i (1) = q.
Prendrem ¢ : [0,1] — X tal que ¢t — (1 —t) i amb aix0 ja hem acabat.
3. Transitivitat: amb tot aixo, tal i com ja hem fet, existeix 7 : [0, 1] — X tal que v(0) =p
iv(1)=¢i36:[0,1] — X tal que 6(0) =11 6(1) = r. Finalment, 3¢ : [0,1] — X tal
que €(0) = pie(1) = r definida de tal manera que:

(2t) sit € [0, 1],
" {5(gt —1)sitel[31]. (8.2.1)

Tenim que € és continua i £(0) =pie(l) =r.
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Definici6é 8.2.3 (Component arc-connexa). Si X' és un espai topologic, aleshores donat p € X
denotarem:

ca(p) = {g € X | ¢ ~ p}. (8.2.2)

I’anomenarem component arc-connexa de p.

Exemple 8.2.4.

e Ja sabem pels métodes vistos fins ara que R\ {0} no és un espai arc-connex. Igualment,
podem definir:

R\ {0} D ca(l) = (0,400),R\ {0} D ca(—1) = (—o0,0). (8.2.3)

° Q C R tal que ca(3) en Q. Si z € Q tal que § ~ z i existeix 7 : [0, 1] — Q continua tal
que 0 — % i1+ x. Perd aixo no és cert pel teorema de Bolzano. Per tant, ca(%) = %
en Q. De fet, Q amb la topologia induida per R ens dona que ca(q) = {q} per a tot ¢ € Q.

Proposicié 8.2.5. Sigui X un espai topologic, x € X. Aleshores, ca(z) és el major subespai
arc-connex de X que conté x.

Demostracio.
1. ca(z) és arc-connexa. Siy € ca(z) i x € ca(x), es dona que y ~ z i z ~ x, respectivament,
i per la transitivitat de la relacio, y ~ z.
2. Sigui C C X arc-connex tal que x € C. Volem veure que € C ca(x). Sigui y € C, existeix
v : [0,1] — C continua tal que v(0) = y i y(1) = x. Aleshores, existeix 7 : [0,1] — X
tal que 4(0) =y i 4(1) = z. Per tant, y ~ x i, finalment, y € ca(x).
|

8.8
ESPAIS CONNEXOS

Definicié 8.3.1 (Espai connex). Sigui X un espai topologic. X’ és un espai connex si no es pot
expressar com unié disjunta de dos oberts no buits, és a dir, si U,V C X s6n oberts tals que
X=UuviunV=0obéeU=0obeV=10.

Exemple 8.3.2.
e Tenim R\ {0} = (—00,0) U (0, +00). Aleshores, R\ {0} és no connex.
e Suposem R=UUViUNVY = amb U,V oberts. Definim:

fR—R t— —1sitel,t—1site. (8.3.1)

Pel teorema de Bolzano, hauria d’existir un ¢ tal que f(t) = 0, perd per construccio6 els
tnics dos valors de la imatge poden ser —1 i 1. Per tant, arribem a una contradicci6é i R
és connex.

Exercici 8.3.3. Sigui X un espai topologic. X €és connex si, © només si, els unics subconjunts
A C X tals que A és obert i tancat en X son A=0 i A= X.

Proposicio 8.3.4. St )Y és un espai topologic tal que X C Y, son equivalents:
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1. X és connex.

2. Per a cada U,V oberts de Y, si
XCUNV, UNYVNX =0 = XCUoXCV. (8.3.2)

Demostracio.

1 =2 Suposem que X és connexi X CUUV,iUNYVNX =(. Aleshores:

X=(XNU)UXNY)
oberts de X _Aeomer  xynU=0obe XNV =0. (8.3.3)
xnu)nExny) =10

Aixi, es poden donar dos casos: si X NV = X, aleshores X C V. En canvi, si XY "U = X,
aleshores X C U.

Proposicio 8.3.5. Siguin X,) espais topologics. Sigui f : X — Y una aplicacié continua i
X és connex. Aleshores, f(x) és conneza.

Demostracio. Podem suposar que f és exhaustiva, de manera que f : x — f(x). Suposem
que Y = U UV, amb U,V oberts, tals que U NV = @. Tenim que X = f~HU)U f~1(V) i
f7XU), f71(V) oberts de X, tals que f~1(U) N f~H(V) = 0. Aixi:

U)=0 = U=0.
{f o 0 = V=0 (8.3.4)
[ ja hem acabat la demostracio. ]

Proposicié 8.3.6. Suposem que X és un espai topologic i sigui {X;}ier un recobriment de X tal
que X; és connex, per a tot i € 1. Suposem que Jig € I tal que X;y N X; # 0,Vi € 1. Aleshores,
X = ;e i és connex.

Demostracio. Suposem que X = U UV, oberts de X tals que Y NV = (). Per a cada i € I,
X; = (X NU)U (X, NV) oberts de X;. Com que X; és connex per a tot i, X; NU = O (i, per
tant, X; C V) o bé &; NV =0 (de tal manera que X; C U).

En particular, &;, C U o bé X;, C V. Suposem que X;, C U i volem veure que X; C U per
a tot ¢ € I. Suposem que 3X;, CV = 0 # X, NX;, CUNV = 0. Arribem a contradicci6 i
veiem, clarament que &; C U per a tot ¢ € I.

Per tant, ja tenim que X; C U per a tot ¢ € I. Aleshores:

X = Uie[ A cu _
Uny =0 = V=10 (8.3.5)
[ |
Proposicio 8.3.7. Siguin X1,..., X, espais topologics. Aleshores, X1 X --- X X,, és connex si,
© nomeés si, Xi,...,X, son connexes. En altres paraules, el producte cartesia és connex si tots

els seus factors ho son.

Demostracio.
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= Agafant m; : X1,..., X, — &, X; és connex.
<= Suposem que n = 2 (en general, podrem aplicar inducci6). Anomenem X; = X 1 Xy = ).

XxY= (U X x {y}> U({zo} x V), zo € X. (8.3.6)

yey

Aleshores, tenim el producte cartesia escrit com una unié de connexes, unit a {zo} x Y =
X x {y} N{zo} x Y > (x0,y), el qual també és connex. Per tant, X x Y és connex.

|
Proposicio 8.3.8. Sigui X un espai topologic arc-connex. Aleshores, X és connex.

Demostracio. Sigui X arc-connex. Sigui xg € X. Si x € X, existeix vy : [0,1] — X continua
tal que 0 — xg 1 1 — x. Aleshores:

= [ ((0.1) U o} (3.7

reX

Suposem ara que [0, 1] és connex. Tindrem que vy ([0, 1]) és connex i que z € y([0, 1]).

Ens falta veure que [0, 1] és connex. Suposem que [0,1] = U UV, U,V oberts tals que
UNY =0. Sigui f:[0,1] — R:

; {—1 sitelU

lsiteV

Pel teorema de Bolzano, arribem a contradiccio. [ |

(8.3.8)

Observacio 8.3.9. Apliquem el teorema de Bolzano en el segiient sentit: suposem que podem
escriure [0,1] com [0,1] =U UV, amb U NV = (). Ara definim f tal que iy — 11V — —1.
SiUAD>tygiV #0 >ty hi ha algun i tal que f(¢;) = 0.

1 ta f(ta) =0

131

—1

Figura 8.1: Representacié d’una funcié f continua que ens serveixi per a I’observacio.
Exemple 8.3.10. Sigui X = {(0,y) | y € [-1,1]} U{(3,sin(t)),t € (0,+00)} = X, U Xy. X és
connex i X no és arc-connex.

Corol-lari 8.3.11. Si &,..., &, son espais topologics arc-connexos, llavors Xy X - - - X X, també
€s un espai arc-connezx.

Proposicio 8.3.12. Suposem que ) es un espai topologic. A C Y és connex i X C Y tal que
A C X C A. Aleshores, X és connex.
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Corol-lari 8.3.13. Si A és connex, aleshores A és connex.

Demostracio. Suposem que X és ni connex. Aleshores, existeixen dos oberts U, ) oberts de )
talsque X CUUV, UNX 4D, VNXADiUNVYNX =(. Per tant:

A=(AnU)N(ANYV)
obert d’A obert d’A (839)
D=(ANU)NANY)CUNVNX =0.

Com A és connex, aleshores: si ANU =0 = ACViencanvi,si ANV=0 = ACU.
Suposem ara que ANU = (). Aleshores, A C Y \U i, com Y \ U és un tancat de ), aleshores
ACY\U < ANU = (. Arribem a contradiccié amb la segiient linia:

XCA = UNXCUNACUNA. (8.3.10)
#0 =0
Per tant, X és connex. [ ]
1
1
-1

Figura 8.2: Il-lustraci6é de 'exemple 8.3.10.

Proposicio 8.3.14. Sigui X un espai topologic. Definim la relacid
xRy < 3CC X connex |z €C,y€C. (8.3.11)
Aquesta relacio és d’equivaléncia.

Demostracio.
l. x =z ja que {x} és connex.
2. x ~y = y =~z (és reflexiva).
3. x =~ y implica que existeix C connex tal que z,y € C. Al seu torn, si y &~ z aleshores
existeix D connex tal que y,z € D.
Com C, D son connexes iCND #0,CUD ésconnexiz=z, jaquexecCizeD. |

Definicié 8.3.15 (Component connexa). Donat un espai topologic X tal que x € X', denotem:
c(z)={ye X |y~ua}. (8.3.12)

Se 'anomena la component connexa de X que conté a x. Es el subespai connex més gran que
conté a x.

84



Espais connexos 8.3.19

Proposicio 8.3.16. Sigui X un espai topologic. Aleshores, c(x) és el major subespai connex de
X que conté x. D’aqui, c(x) és un tancat de X.

Demostracio. Siy € c(zr) = y~az = IJAcomnex | z,y € A,. A més, A, C c(x).
Aleshores, c(z) = U e,y Ay = c(z) és connex. Si T és connexiz €T, Vy € T es dona que
y~r = T Cc(z). |

Observacio 8.3.17. En general, les components connexes no son obertes. Per ezemple, X =
{0} U{L | n>0}. Aleshores, c(0) ={0}. Silec(0)idre R\Q tal que 0 <r <2

{xf;(f)} U {xf;(f)} (8.3.13)

Arribem a contradiccid.

Definicié 8.3.18 (Localment connex). Un espai topologic X és localment connex si per a cada
r € X existeix una base d’entorns B, de x tal que els elements de B, sén connexes.

Proposicio 8.3.19. Si X és connex i localment arc-connex, aleshores X és arc-connex.
Demostracio. Sigui g € X. Considerem
O={yeXx | Yy~ o}, (8.3.14)

és a dir, existeix v : [0,1] — & continua tal que v(0) = x¢ i y(1) = y. Provem:
1. O # (): provem que xg € O
2. O és obert: ho demostrem graficament de la manera segiient.

P U entorn arc-connex de y
/ N
y e s UCO
] S
\ Y o \\
- \\ u
0@ . -

Figura 8.3: Demostracié grafica de qué & és obert.

3. O és tancat: vegem que X \ & és obert. Ho tornem a demostrar graficament: si y €
X\ O = vy ¢ xy. Usant que U és arc-connex, sild > y, Vo € U | z ob g, Aixi,

yeUC X\ 0.
e mm—— U entorn arc-connex de y
J Yo~ X\ O ésobert
] S
ozee
7o o b U )

Figura 8.4: Demostracio grafica de qué X \ & és obert.
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Com compleix les tres condicions, & = X i X és arc-connex. ]

Observaci6 8.3.20.

X=UuUYVY
U,V oberts ; — {%:ii;} = U=0, V=10
Unv==0 B

(8.3.15)
X=Unvy

U,V tancats =— U =10, V =10.
UNy =10

Exercici 8.3.21. X és connex si, i només si, VAC X, 0 £ A# X i 0A # 0.

Demostracio.

—> Tenim que:

X=_A UX\A
tancat m (8316)

OA=ANX\ A
Si OA = (0, aleshores X és reuni6 de dos oberts disjunts, i:

{Z:kﬁzi§:®::>X\A:®=:wX=A (8.3.17)

Per tant, 0A # 0.
< Suposem que X = T; U Ty, tal que 7; son tancats. Aleshores, TTNTo =017, # 01Ty # 0.
SiTi#01T,=X\Ti, Ti no pot ser X. Aleshores:

DA =TiNX\Ti=TiNnT:=0. (8.3.18)

Per tant, X’ és connex.
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