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Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint I'ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,
seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els
encapgalaments de cada pagina:

1. el nimero de I"altim capitol /secci6/subseccio, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);

. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per

\}

exemple, «Divisibilitat i nombres primers»);

3. el nom de l'tltima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);

4. el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiiestié es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el seu color corresponent (per exemple,
1.2.3).

A més, hi ha una taula, la taula de contingut, en queé es veu facilment que s’ha seguit una mena
de sorting-by-color per poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats
matematics. D’aquesta manera, si busqueu una definicié, un teorema... podreu trobar-los molt

rapidament.

Per 1ltim, m’estalviaré de comentar I'index terminologic perque el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests
apunts, els he fet amb tot ’amor del moén. Sort!
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INTRODUCCIO

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié6 de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.
Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
Mario VILAR

Sitges, Barcelona
2 de gener de 2023
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Grups

1.1
DEFINICIONS

Definicié 1.1.1 (Operacio interna). Si A és un conjunt no buit, una operacidé interna a A és
una aplicacio d’A x A en A. Indiquem la imatge d’(a, b) per aquesta aplicacio per a ® b. Tenim:

©@: AxA — A

(a,b) — f(a,b)=a®b (1.1.1)

A la llarga farem un abus de notacié i no posarem aquest signe.

Sigui @ una operaci6 interna definida en el conjunt A:

Diem que ® és associativa si (¢@©b)©c = a® (b©®c), per a a, b, c elements d’ A, qualssevol.
Diem que ® és commutativa sia©b=0>b®© a, per a a,b € A.

N

Diem que e € A és element neutre per © sia © e = e ® a = a per a qualsevol element
a € A.

4. Si e és element neutre per © i a és un element d’A, diem que un element b d’A és simétric
daper©@sia@b=boa=ce.

Definicié 1.1.2 (Suma). Sigui a € A. Definim la suma com una operaci6 interna amb element

neutre 0, amb oposat ’element simeétric —a.

Definici6é 1.1.3 (Producte). Amb element neutre 1, i diem invers d’a I'element simétric a ™'

Si A és un conjunt dotat d’una operaci6 interna © i B és un subconjunt d’A, diem que B és
estable per © si es compleix
a,be B = a®@be B. (1.1.2)

Definicié 1.1.4 (Grup). Es un conjunt G no buit dotat d’una operaci6 interna associativa,
amb element neutre i tal que tot element té simétric. Si, a més, I'operacié és commutativa, diem
que el grup és abelia:

1. peratotsz,y,2 € G, (r@y)©z=x0 (y® z), la propietat associativa;

2. existeix e € G tal que e @z =x ® e = x, per a tot © € G (e és I'element neutre de G).

3. per a tot x € G, existeix ' € G tal que 2’ ©@x = x @ 2’ = e (2’ és I'element simétric de z);

Definicié 1.1.5 (Grup abelia). Diem que G és abelia si P'operacié de G és commutativa, és a
dir,siz @y =y © x per a tots z,y € G.



1.1 Grups

Notacié 1.1.6. Si 'operacio de G és un producte, es posa 1 ’element neutre, el simétric =’ de
x es diu invers i s’indica per 7. Si l'operaci6 és una suma, es posa com a 0 l’element neutre,
el simeétric 2’ de x es diu oposat i s'indica per —x. Habitualment, una operacié denotada com a

suma és commutativa (i, per tant, abeliana).

Exemple 1.1.7.
o (Z,+),(Q,+), (R, +), (C,+) son grups abelians per la suma;
e (Q\{0},),(R\{0},-),(C\{0},-),(Z/mZ,-),((Z/mZ)*,-) son grups abelians per la mul-
tiplicacio;
o Definit GL(n,R) = {M € M,x,(R) | det(M) # 0}, tenim que (GL(n,R),-) és un grup
per al producte de matrius, no abelia per a tot n > 2.

Proposicio 1.1.8. L’element neutre d’un grup és unic i [’element simétric d’un element x d’un

grup €s unic.

Demostracio. En efecte, si e, e’ € G compleixen la propietat de ser neutre, tenim e = e@¢e’ = €.
Pel que fa a la segona part, en efecte, si 2, 2" € G compleixen la propietat de ser simétrics de
z, tenim:

=cor'=0@or)er"=ro(xer)=10e=1" (1.1.3)
|

Propietat 1.1.9. De la definicio de grup es dedueixen facilment les propietats segiients d’un
grup G:
1. Llei de simplificacio: donats a,x,y € G,

ar=ay = T =1

(1.1.4)
ra=ya = Tr =1y

En particular, xx = v — = =e.

2. Donats z,y € G, (xy)~! =y~ to~t

Demostracio. Ho farem solament per a la primera implicacié. La segona es fa de manera total-

ment analoga:

r=ze=x(2z"") = (22)27 = (y2)z P =y(zz7!) = ye = . (1.1.5)

En particular, podem aplicar-ho al cas xz = x i ens surt de manera directa que = = e. Pel que

fa al segon apartat, ens hem de limitar a comprovar que y~'z~! és, en efecte, I'invers de zy:
1

(zy)(y~'e™") = x(yy ")~ =zt =e,

1
=z
(y e Y(ay) =y @ o)y =y ley=y ly=e.

= xex’l

(1.1.6)

Definicié 1.1.10 (Subgrup). Un subgrup d’un grup G és un subconjunt no buit H de G tal

que:
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l. v,y € H = xy € H (H és tancat respecte de 'operacio de G).
2. H és grup amb l'operaci6 de G.

Proposicio 1.1.11. Siguin G un grup i« H C G un subconjunt no buit. FEls tres enunciats

seglients son equivalents:

1. H és subgrup de G.
2. H satisfa les segiients propietats:
1. ee H,
2. per a tot x € H es compleiz =1 € H,
3. per a tot x,y € H es compleix vy € H.
3. Per a tot x,y € H es compleiz vy~ € H.

Demostracio.
= 2. Aquesta resulta de la unicitat de I’element neutre i I’element simétric. En més detall, si
H és un grup, existeix un neutre ¢’ € H. Com H és un subgrup, el neutre de G funciona
com a neutre a H, tal que e € H i, per la unicitat del neutre, e = ¢’. Analogament, si
H és subgrup, qualsevol x € H té invers; per la unicitat de l'invers, l'invers 27! de z a
G compleix que 27! € G és linvers de  a H. Per tltim, la segona propietat del segon
apartat és directa.

.= 3. Peraz,ye€ H,tenimy € H = y~' € H per la segona propietat del segon apartat; ara,

x,y ' € H implica que vy~ € H per la tercera.

7. = 1. Com H és no buit existeix x € H i, segons el tercer apartat, v,z € H implica vz~ ! =e €

H. Aplicant el mateix, per a qualsevol y € H, obtenim y~! = ey~! € H; finalment, per a
x,y € H ens queda en particular que y' € Hixy=xz(y™ ')t € H.

Una operacio associativa a G implica una operacio associativa a H. |
Proposicio 1.1.12. Siguin Hy, Hy subgrups de G. Aleshores, Hy N Hy és un subgrup de G.

Demostracio. Siguin e € Hy i e € Hy els respectius elements neutres (iguals per la unicitat de
I’element neutre). Aleshores, e € H; N Hy i, per tant, aquesta intersecci6é no és buida. Suposem
ara r,y € Hy N Hy:

r,y€ H = zy~'e H

-1
v,y € Hy = ay~'c HQ} = wy € H N (1.1.7)

Generalitzant aquest raonament, podem agafar H;, i € I subgrups de G i tindrem que (,.; H;
és subgrup de G. [ |

Exemple 1.1.13.

e Sigui G un grup. G és subgrup d’ell mateix, el subgrup total.
e Analogament, podem considerar el subgrup {e} € G, el subgrup trivial.

el total.



1.2.1 Grups

o Els ideals, mZ = {ma | a € Z}, sén un subgrup de (Z, +).
1.0emZ = mZ+0.

2. ¥nq,ny € mZ, tenim que ny; — ny € mZ. Aleshores:

ny =m-ay

ny = mas, } — mom=mla —az) € mi. (1.1.8)

Proposicié 1.1.14. Tot subgrup de (Z,+) és igual a mZ per a algun enter natural m > 0.

Demostracio. Sigui H un subgrup de (Z,+). Si H = {0}, de manera que tenim el subgrup
trivial H = mZ amb m = 0. Si H # {0} i H # (), 3n € H,n # 0. Més concretament, podem
afirmar que —n € H (existéncia de I’element oposat). Aixd mateix ens diu que H conté elements
estrictament positius. Sigui m = min{n € H | n > 0} € H, volem veure que H = mZ.

mZ C H Pel fet que m és 'enter estrictament positiu més petit contingut a H.
mZ D H Sigui a € H. Podem posar, per la divisié euclidiana, a = mqg +r, amb 0 < r < m i
r =a—mq € H. Per l'elecci6 de m, ha de ser r = 0 (no pot ser més petit que lenter
estrictament positiu més petit) i, en conseqiiéncia, a = mq € mZ.
|

1.2
PERMUTACIONS

PERMUTACIONS I TRANSPOSICIONS

Definicié 1.2.1 (Permutacions). Una permutacié de n elements és una bijeccio de {1,...,n}
en{l,...,n}, ésadir,o:{1,...,n} — {1,...,n}. Per tant, cada enter i € {1,...,n} té una
imatge o (i) per o i tenim (i) # o(j) si i # j i tot enter de {1,...,n} és o(i) per a un tnic 1.

1 2 3 n
":(am o(2) o(3) - a<n>> (12.1)

Definicié 1.2.2 (Composici6 de permutacions). Siguin ¢, 7 dues permutacions de n elements.
La composicio és la seva composicié com a aplicacions: ¢ o7 compleix (g o7)(i) = o(7(i)) per a
i€{l,2,...,n}. Laimatge d'un enter i per o7 s’obté, doncs, fent la imatge de ¢ per 7 i després
la imatge de 7(7) per o.

Proposicié 1.2.3.

1. Sio,7,p son permutacions de n elements, es compleix (o7)p = o(7p) (associativitat).

2. Considerem la permutacid identitat Id definida per per 1d(i) =1, per a toti € {1,...,n}.
Si o és qualsevol permutacid de n elements, es compleix Ido = old = o (existéncia
d’element neutre).

3. Per a tota permutacio o den elements, existeir una permutacio de n elements, que denotem

1 1

per o=t i diem inversa de o que compleir oo™t = o7 o = Id (existéncia d’element invers).
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Demostracio.

1. Perai e {1,...,n} qualsevol, tenim:

(7)0)(0) = (o7} (p(i) = o (7o), (1.22)

. Peraie{l1,...,n} qualsevol, tenim Id(o)(i)Id(c(i)) = o(i) i (c1d)(i) = o(1d(i)) = o(3).
3. Com cada i € {1,...,n} és igual a o(j) per a exactament un enter j de {1,...,n},

W DN

podem definir 0= per 07!(i) = j si, i només si, i = o(j) i es compleix clarament que
ool =010 = Id.

Proposicié 1.2.4. Si 0,7 sén permutacions de n elements, es compleiz (o7)™' = 771071

Demostracio. Fem el producte tant per 'esquerra com per la dreta i arribem el mateix resultat,

la identitat.
(or)(7710™) = (7'7' Dol =oldo™ = 00! = Id,
-1

(7~ )( 7) = ld.

Es a dir, un és l'invers de 'altre i viceversa. |

(1.2.3)

Definicié 1.2.5 (Transposicio). Una transposicié és una permutacié que deixa fixos tots els
elements de {1,...,n} excepte dos, que es corresponen I'un amb altre per la transposicié. Si
aquests dos son i, j, denotem la transposicié per (i,5) o (j,4) indistintament. Suposant i < j:

RN UURS L I S S N B £ T
(”)_(1 e =1 gl e =1 i j+1 oo (1.24)

Clarament, (i,5)* = Id. Per tant, 'inversa d'una transposici6 és ella mateixa.

Lema 1.2.6. Sia,b,c € {1,2,...,n} son tots tres diferents, tenim, a S,, la igualtat (a,b)(b, c) =
(a,¢)(a,b).

Demostracio. En efecte, tenim (a, b)(b, c) = (a,b,c) i (a,c)(a,b) = (a,b,c). [
Proposicio 1.2.7. La identitat no és igual al producte d’un nombre senar de transposicions.

Demostracio. INCORRECTA. Raonem per reduccié a ’absurd. Sigui Id = 7q,..., 7 tal que
T, = (a;,b;),a; < bi. Sia; =1, (a;,0;) = (1,a;)(1,6;)(1,a;) (el nombre de transposicions ¢s
senar). D’altra banda, Id = (1,¢;)(1,¢cz) - -+ (1, ¢¢) amb ¢ de la mateixa paritat que k.

¢ — ¢ per (l,¢), ¢ #c;

¢ — Loper(1,¢). (1.2.5)

En altres paraules, com la transposici6 (1,¢;) envia ¢; a 11 (1,¢;) envia 1 a ¢;, hi ha d’haver al
producte (1.2.5) un nombre parell de factors (1, ¢;) per tal que la imatge de ¢; pel producte sigui,
en efecte, ¢;. Com el producte de transposicions de (1.2.5) és igual a la identitat, la imatge de
c; ha de ser ¢;, per a tot i = 1,..., . Es a dir, si el nombre de factors (1, ¢;) és parell, aleshores
el nombre de factors és parell (arribem a contradiccio). |
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Demostracio. CORREGIDA. Volem veure que la identitat no és producte de 2k 4 1 transposi-
cions, per a k enter > 0, per induccié sobre k.

1. Per a k =0, és clar que Id no és una transposicio.
2. Suposem que la identitat no és producte de 2k — 1 transposicions i provem que tampoc no
ho és de 2k + 1 transposicions.

Posem Id = tity...tox.1, per a t; transposicions, 1 < i < 2k + 1, i topy1 = (a,2). Com el
producte de totes les ¢} ha de ser Id, ha d’haver algun factor de la forma (a, y). Per 1.2.6, podem
suposar to, = (a,y). Sifos x = y, Id seria producte de 2k — 1 transposicions, que no pot ser
per hipotesi d’inducci6. Per tant, x # y. Ara, y té imatge a pel producte tortor 1, de manera
que un dels altres factors ha de ser de la forma (a,z). Per 1.2.6 un altre cop, podem suposar
tor—1 = (a, z) i, per la hipotesi d’induccio, ha de ser z # y i z # . Reiterant aquest raonament
arribariem a qué totes les ¢; son de la forma (a,v), amb tots els v’ diferents i per tant el seu

producte no pot donar Id. ]

Corol-lari 1.2.8. Sity,...,t.,71,...,Ts SOn transposicions i tity---t,. # 71 - Ts, aleshores r i

s tenen la mateixa paritat.

Demostracio. Definim la signatura d’una permutacié o de S,, com €(¢) = 1 si o és producte
d’un nombre parell de transposicions, i com (o) = —1 si ¢ és producte d’'un nombre senar de

transposicions. Siguin ¢, 7 permutacions:
e(Id) =1, (o) = (o). (1.2.6)

GRUPS DE PERMUTACIONS I CICLES

Definicié 1.2.9 (Grup simetric). Posem S, el conjunt de les permutacions de n elements amb

el producte de permutacions. Es un grup que es diu grup simétric. A S, tenim n! permutacions.

SZZ{M’ @ 3} (1.2.7)
s={ (37 3) G 1) 033066

Suposem l’i-ésim element de S5 com Si; observem que S3535 = S5 15555 = S§; com la operacio
no commuta, S3 no és abelia. A S,, amb n > 3, podem considerar dues permutacions que donin
la mateixa imatge per a 1,2,3 que t; i t9, respectivament, i enviin els nombres 4,...,n a ells
mateixos. Com aquestes dues permutacions no commuten entre elles, podem dir que S, és un
grup no abelia per a n > 3.

Proposicio 1.2.10 (Grup alternat). FEl conjunt de permutacions parelles de S, és un subgrup
de S,. Es diu grup alternat i es denota per A,.
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Demostracio. Per 1.2.7, e(Id) = 1; per tant, Id € A,,. Siguin ara o,7 € A,; aleshores, o1 € A,,.
Siocec A, o leA,. u

Definicié 1.2.11 (r-cicle). Siguin ky, ..., k, indexs diferents 2 a 2 de {1,...,m}. Definim

0'(]{71) = kg
: 128
J(kr—l) = kr ( )
O'(k’r) = ]{?1
io(i)=iperaiec{l,...,n}\{ki,..., k- }. o s’anomena l'r-cicle i el denotem per (ki,...,k;).
2 1
4 ¢+—F 3 )
Figura 1.1: Exemple amb (2,3,4) € S
Exemple 1.2.12. Podem posar el 2-cicle i el 3-cicle:
Sy ={1d, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2) }; (1.2.9)

o _ (1234 , -
4 = 2 1 4 3 110 €S un cicle.

Definicié 1.2.13 (Cicles disjunts). Siguin (ki1,...,k.) i (I1,...,ls) dos cicles. Son disjunts si
els conjunts {k1,..., k- } 1 {l1,...,ls} son disjunts. El producte de cicles disjunts commuta.

Exemple 1.2.14. Per exemple, a S5 ho sén (1,4,5) i (2,3). En general, la forma de representar

un cicle no és pas tnica.

Proposicio 1.2.15. Tota permutacio és producte de cicles disjunts 2 a 2, inicament determi-

nats tret de ['ordre.

Demostracio. Sigui o € S, diferent de la identitat. Tenim, al menys, un enter k£ € {1,...,n}
tal que o(k) # k. Considerem k,o(k),o%(k),... Com {1,2,...,n} és finit, ha d’existir algun
r natural tal que o)k = k. Prenem 1'r més petit amb aquesta condici6. Aleshores, els enters
k,o(k),...,o" Y(k) son tots diferents.

Considerem el cicle ¢; = (k,0(k),..., 0" (k)). Siperatoti € {1,2,...,n}\{k,o(k),..., 0" (k)}
és o(i) = 1, tenim que o = ¢;. En cas contrari, sigui [ € {1,2,...,n}\ {k,0(k),..., 0" (k)} tal
que o(l) # 1 i sigui s 'enter més petit tal que o°(1) = I.

Posem ¢y el cicle (I,0(l),...,0% (1)). Observem que els conjunts

{k,o(k),...,c" *(k)}i{l,a(l),...,0° (D)} (1.2.10)
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han de ser necessariament disjunts. Si per a tot
i€ {1,2,....n}\{k,a(k),...,0" Y k),l,a(l),...,0* (1)} (1.2.11)

és o(i) = 1, tenim que 0 = ¢1¢e. Si no, continuariem iterativament el procés fins acabar, fet
garantit donada la finitud del conjunt.
Observem que si F' és el conjunt d’enters que queden fixos per o, aleshores FU{k, o (k), 0" (k)}

és el conjunt d’enters que queden fixos per ¢;'o. Analogament,
Ful{k,ok),c " (B)}yu{l,a),...,c7 (1)} (1.2.12)

és el conjunt d’enters que queden fixos per ¢, '¢; *o. I aixi, recursivament i en un nombre finit de
passos, arribem a una descomposicié de o com a producte de cicles. Els factors son tnics ja que
peracadai € {1,2,...,n}\ F hi ha un tnic factor tal que ¢(i) # ¢ i, per aquest, ¢(i) = o(i). W

Corol-lari 1.2.16. Tota permutacid és producte de transposicions (una transposicio és un 2-
cicle).

Demostracio. N’hi ha prou amb veure que tot cicle és producte de transposicions. Ara tenim
(K1, ky) = (K1, ko) (Ko, k3) - - - (kr—1, k). Cadascuna d’aquestes transposicions, des de la dreta,

va enviant un element al seu anterior, fins arribar al k. [ |

Observacio 1.2.17. Posem una permutacié qualsevol:

12345 6 7 8 9 10 11 12
5 71 4 10 3 11 6 8 12 9

) =(1,2,5,4)(3,7)(6,10,8,11,12,9). (1.2.13)
De fet, podem escriure les permutacions com a producte de transposicions:
(1,2)(2,5)(5,4)(3,7)(6,10)(10,8)(8,11)(11,12)(12,9). (1.2.14)

1.3
MORFISMES DE GRUPS

Definicié 1.3.1 (Morfisme). Si G, G’ sén grups, una aplicacié f : G — G’ és un morfisme de
grups si f(zy) = f(2)f(y), per a tot x,y € G.

Exemple 1.3.2. L’aplicacio signatura n’és un bon exemple. ¢ : S,, — {£1}, e(o7) = e(0)e(7).
Un altre bon exemple és el determinant pel grup lineal n (el de les matrius invertibles de dimensi6

n):
det: GL(n,R) — R\ {0}

M —s det(M). (1.3.1)

Proposicié 1.3.3. Si G i G' son grups, e Uelement neutre de G, € el de G' i f : G — G’ és
un morfisme de grups, es compleix:

L fle)=¢,

10
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2 fa) = fla) .

Demostracio. Per al primer apartat, sabem que e = ee per definicié i prenem f(e). f(e) =
flee) = f(e)f(e) = f(e) = ¢€'; hem usat les propietats de ’element neutre en la primera
igualtat, la definici6 de morfisme en la segona i la llei de simplificaci6 en la tercera.

Per al segon, ens quedem amb el producte f(z~!)f(x). En efecte, f(z7')f(z) = f(z7lx) =
f(e) = €. Podem demostrar el mateix per la dreta, de manera totalment analoga. D’aquesta
manera, f(x7!) = f(z)7L. |

Proposicio 1.3.4. 51 G, G ,G" son grups, f: G — G, g: G' — G" sén morfismes de grups,
aleshores go f: G — G" és un morfisme de grups.

Demostracio. Si z,y € G, tenim (g o f)(xy) = g(f(zy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x)g(f(y)) =
(go f)(z)(go f)(y), on a la segona igualtat usem que f és morfisme i a la tercera que ho és g. M

Definicié 1.3.5 (Nucli i imatge d'un grup). Siguin G, G’ grups. Per a un morfisme de grups
f:+ G — G definim el nucli de f com ker(f) = {z € G | f(z) = ¢} (els elements del
conjunt inicial que s’envien per f al neutre del conjunt d’arribada) i definim la imatge de f com
im(f) ={f(z) | z € G} (el conjunt d’imatges per f).

Proposicié 1.3.6. Si f : G — G’ és morfisme de grups, ker(f) és subgrup de G i im(f) és
subgrup de G'.

Demostracio. Com f(e) = €/, es dona que e € ker(f); per tant, ker(f) # 0. Si z,y € ker(f),
tenim f(zy~') = f(z)f(y)~* = e, on usem la definici6 de morfisme en la primera igualtat i, a la
segona, que x,y son elements de ker(f). Resulta, doncs, que ker(f) és subgrup de G.

Com f(e) =€, ¢ € im(f); per tant, im(f) # 0. Sia’,y’ € im(f), tenim que 2’ = f(z),y = f(y)
per a certs x,y € G. Ara:

2(y) = f@)f ) = f@)f(y™h) = flay™h) € im(f) = im(f) subgrup de G'. (1.3.2)
A la tercera igualtat hem de notar que zy~! € ker(f). [ |

Definicié 1.3.7 (Tipus de morfismes). Suposem dos grups G, G’ i f una aplicaci6 f : G — G.
1. Un monomorfisme de grups és un morfisme de grups injectiu, és a dir, ker(f) = {e}.
2. Un epimorfisme de grups és un morfisme de grups exhaustiu, és a dir, im(f) = G.
3. Un isomorfisme de grups és un morfisme de grups bijectiu. Diem que dos grups G, G’ sén
isomorfs i posem G ~ G’ si existeix un isomorfisme de grups f : G — G’. Clarament, la
relacio de ser isomorfs és una relacié d’equivaléncia.

4. Un endomorfisme d'un grup G és un morfisme de grups de G en G.

5. Un automorfisme de G és un endomorfisme de G bijectiu.

Proposicio 1.3.8. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups. f €és un morfisme injectiu si, i
només si, ker(f) = {e}.

11
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Demostracio.
= Suposem f injectiu i sigui « € ker(f). Tenim f(z) = ¢’ = f(e) = x = e, a causa de la
definici6 d’injectivitat. Per tant, ker(f) = {e}.
< Suposem ara ker(f) = {e} isiguin z,y € G tals que f(x) = f(y). Tenim f(z) = f(y) =
e = flx)f(y)™t = flo)f(y™') = f(zy™!). Per tant, zy~! € ker(f). Notem que totes
les implicacions que hem fet resulten ser equivaléncies. Aixi, fem servir la hipotesi que
ker(f) = {e}. Aleshores, zy~! = e; equivalentment, x = y.
|

Proposici6 1.3.9. Si f : G — G’ és un morfisme de grups bijectiu, aleshores f™1: G — G

també €s morfisme de grups.

Demostracio. f~Y(2') =z <= f(x) =2'. Hem de veure que f~'(z'y') = f~1(2')f~(v/). Aixo
és equivalent a la igualtat que ens queda si apliquem f a les dues bandes:

FHEY) = (@) f () = FH(flay) = zy = fHE) (). (1.3.3)
on hem usat que f és morfisme de grups pel terme de la dreta de la igualtat. [

Definicié 1.3.10 (Grups isomorfs). Diem que G i G’ sén isomorfs si existeix f : G — G’ tal
que f és un isomorfisme de grups. La relacié d’isomorfia és, de fet, una relacié6 d’equivaléncia.

Exemple 1.3.11. Sigui G un grup, amb z € G. Aleshores el segiient morfisme de grups és un
isomorfisme de grups:

pri G — G (1.3.4)
y — TYT
b= () @y ) = QoY1) a(y2). o Es

I'aplicaci6 inversa de ¢, (@, és bijectiva). ¢, és un automorfisme de conjugacio per x.

Siguin 4y, y2 € G. Aleshores, v, (y1y2) = Ty1y22~

Proposicio 1.3.12. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups:
1. 8i H és un subgrup de G, f(H) ={f(H) |z € H} és subgrup de G'.
2. Si H' és subgrup de G', f~'(H') ={x € G| f(z) € H'} és subgrup de G.

Demostracio. Agafem 'element neutre e € H. Aleshores, ¢/ = f(e) € f(H), de manera que la

imatge per f d’H és no buida (f(H) # 0).

2y € f(H) < = =f(93),§/ =[fly), zyeH (1.3.5)

2y =f@)fly) 7t = flay ) € f(H) = 2y € f(H),

on xy~' € H. Pel que fa al segon apartat, ¢/ € H' i f(e) = ¢, de manera que e € f~1(H').
Aleshores, la inversa per H' és no buida (f~'(H’) # (). Prenem ara x,y € f~'(H').

flay™ ) =fla)fly) ' e H = ay ' e fTH(H) (1.3.6)

Hem usat que un subconjunt és subgrup si, i només si, per a tot x,y, xy~! és tancada. [ |
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Teorema de Lagrange 1.4.3

Observaci6 1.3.13. Convendria no confondre f~! aplicaci6 inversa (f és necessariament bi-
jectiva) i f~! imatge inversa (funciona per a subconjunts propis de l'espai d’arribada). Un
recordatori de teoria de conjunts: si A i A’ sén conjunts, f : A — A’ una aplicacio, B’ un
subconjunt d’A’, definim la imatge inversa de B’ per f per:

fH(B)={ac A| f(a) € B'}. (1.3.7)

1.4
TEOREMA DE LAGRANGE

Definicié 1.4.1 (Ordre d'un grup). Donat un grup G, diem que G és finit si el conjunt G és
finit i, en aquest cas, diem ordre de G i indiquem per |G| el cardinal del conjunt G.

Definicié 1.4.2 (Relacions per la dreta i per ’esquerra). Donats un grup G i un subgrup H
de G, definim a G les relacions D i F per:

tDy <= 2z 'ye H, 2Fy < yxz ' € H. (1.4.1)
Proposicio 1.4.3. Les relacions D © E son relacions d’equivaléncia.

Demostracio. Es prova per les dues relacions de forma analoga. Ho provarem, sense pérdua de
generalitat, per E.

1. Per a x € G, tenim que xEx, ja que rz~ ' = e € H (reflexivitat).
. Peraxzy € G, 2By < yr ' e H <— (wyar')y'=uw2y'e H < yEx

(commutativitat).

\}

3. Per a z,y, 2z € G, provem la transitivitat:

rEy yr~' € H . | -1
yEZ} — Lyl e H — 2z = (2y )(yz ) € H = zE-=. (1.4.2)
Per la dreta, sigui z fixat. 2Dy <= 2 'y =h € H <= y = xh. En més detall ara. [ |

Considerem ara les classes d’equivaléncia per les relacions D i E. Tenim:
tDy <= z 'y € H <= y =ah peraalgun h € H. (1.4.3)

Tenim, doncs, que la classe d’equivaléncia de x € G per la relacio D és el conjunt {zh ‘ he H}.
Escrivim aquest conjunt com xH i diem que és la classe de x per la dreta modul H. Posem G/D

el conjunt quocient de G per la relaci6 D. Analogament, tenim:
tBy <= yr '€ H <= y=ha per aalgun h € H. (1.4.4)

Tenim, doncs, que la classe d’equivaléncia de x € G per a la relacio E és el conjunt {hx ‘ he H}.
Escrivim aquest conjunt com Hz i diem que és la classe de x per 'esquerra modul H. Posem
G/E el conjunt quocient de G per la relacio E.

13
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Observacio 1.4.4. Observem que les aplicacions:

H—2xH H— Hx { enviem 'element a la classe per la dreta (esquerra) (1.4.5)

h+——xh h+—— hx podem construir la inversa

son bijectives; per tant, totes les classes d’equivaléncia tant per D com per F tenen el mateix

1

cardinal que H. Ara, per a x,y € G tenim y € xH <= y~ ! € Hz™!; per tant, y — y~!

indueix una bijeccié de G/D en G/E. Ara:

G/E — G/D

_ -1
TH s Ho(z), prr—>a . (1.4.6)

Analogament, ¢s clara una bijecciéo de G/E en G/D.

Exemple 1.4.5.
e Si G és abelia, es dona evidentment que D = E (hi ha la mateixa relaci6 tant per la dreta
com per l'esquerra a causa de la commutativitat).
e Pera G =7,H =mZ, es dona D = E i és una congruéncia modul m.
e Determinem ara els conjunts quocients G/D 1 G/E per a G = Sy = {Id, t1,ts,t3, 51,52}, H =
{Id,t}.

IH = H, toH = {tq,taty = so},t3H = {t3,t3t; = 51} (classes per l'esquerra).

H]I = H7 Ht? - {t27t1t2 - 81}, Htg = {t37t1t3 = 82} (ClaSSGS per 1& dreta)‘ (147)
Hem indicat I per denotar la identitat. Tenim, doncs, que G/D i G/E son diferents.

Definicié 1.4.6 (Index de grup). Donats un grup G i un subgrup H de G, posem [G : H] i
diem index de G en H el cardinal de G/D (que hem vist és igual al de G/E). En altres paraules,

és el nombre de classes d’equivaléncia que existeix, tant per la dreta com per ’esquerra.

Teorema 1.4.7 (Teorema de Lagrange). Donats un grup G' i un subgrup H de G, el grup G és

finit si, o només si, H i |G : H] son finits. En aquest cas,
|G| = |H| - [G : H]. (1.4.8)
En particular, |H| i [G : H] son divisors de |G)|.

Demostracio. Suposem G finit. Com que H és subgrup (i, en particular, subconjunt) de G, H
és finit i com les classes d’equivaléncia per D formen una particié de G, és a dir, G és reunio

disjunta de les classes d’equivaléncia, [G : H] és finit.

Figura 1.2: Divisi6 d'un grup en classes d’equivaléncia
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Suposem ara H i [G : H] finits. Com G és reunié disjunta de les classes d’equivaléncia per D, hi
ha [G : H], i a cada classe d’equivaléncia, hi ha tants elements com a H, tenim |G| = |H| - [G :
H]. |

1.5
SUBGRUPS NORMALS. GRUP QUOCIENT

Volem ara definir una estructura de grup en el conjunt quocient d'un grup G per la relacié D
associada a un subgrup H. Considerem el cas G = S3, H = {Id,t;}. Intentem fer el producte
de les classes [to] de to 1 [t3] de t3. Posem [to][ts] = [tats] = [s1]. Pero sq € [to] 1 51 € [ts] i, en
canvi, ses1 = Id ¢ [s1]. El producte depén del representant; per tant, no estaria ben definit.
Veiem ara que si podem definir un producte de classes que no depengui del representant escollit

a cada classe, aleshores el conjunt quocient té estructura de grup.

Definicié 1.5.1 (Relacio compatible). Sigui T' una relacié d’equivaléncia definida en un grup

G. Diem que T és compatible amb 'operacié de G si per qualssevol z,y, 2,y € G es compleix:

T

/!
yTy’} = xyTx'y. (1.5.1)

Proposicio 1.5.2. Si T és una relacio definida en un grup G, compatible amb [’operacio de G,

aleshores G /T és grup amb l'operacid definida per [z][y] = [zy].

Demostracio. Clarament I'operaci6 esta ben definida, és associativa, I’element neutre és [e] en

G/Tix]™ =[z7'] en G/T. |

Proposicio 1.5.3. Sigui G un grup, H un subgrup de G, D i E les relacions definides a partir
d’H. Els enunciats segiients son equivalents:

e xH = Hzx, per a tot x € G;

e tHa ' ={zha™'|h € H} = H, per a tot x € G;

e xHx™ ' C H, per a tot x € G;

e D és compatible amb 'operacio de G;

o E és compatible amb l'operacio de G.

Demostracio.
1 =2 Suposat vH = Hzx per a tot + € G volem provar que tHxz~! = H, per a tot z € G un
altre cop. Siguin x € G i h € H. Posem xh € xtH = Hzx. Per tant, existeix un A’ € H tal
que xh = h'x.
(xh)z™t = (W'x)o™ =KW (ea™") = H € H. (1.5.2)

Hem vist que xHz ' C Hperatotx € G. x 'Hx C H <= H C vHxz™' i, per tant,
rthe =1 <= ah'z7'=h.
2 = 3 Una igualtat és una doble inclusié. Simplement cal usar la inclusié cap a la dreta.
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2 =1 Ara prenem com a hipotesi xtHx™! = H per a tot * € G. En particular, tenim que
xHx™' C H per a tot x € G; per tant, tH = Hzx per a tot x € G. Existeix i/ € H tal
que zha~! = I/ i aixo implica que xh = W'z € Hx, és a dir, tH C Hz. Podem obtenir la
inclusié contraria analogament, ' Hx C H per a tot x € G; per tant, existeix b’ € H tal
que z~tha = A’ i aixo implica que zh = Wz € zH.

1 =4 D resulta ser compatible amb el producte de G.

xDax'
yDy'

' =zh

J = yh,} = o'y = z(hy)h = 2(yh" )N = 2y(h"H) =

} — zyDzx'y.
(1.5.3)
3 <4 Ara suposem que D és compatible. Volem demostrar que zHz~' C H, per a tot z € G.

Volem veure x € G i h € H implica que zhx™' € H.

zhDz

:z:_le—l} — zhx 'Dzz'=e = zha '€ H. (1.5.4)

1 =5 Ara volem provar que si tH = Hz per a tot x € G, ¥ és compatible amb el producte de
G. Posem 2/ = hx iy = h'y. Aleshores, 2’y = h(zh')y = (hh”)xy, on a la segona igualtat
hem usat que zh' = h”x per a algun h” € H. Per tant, (2'y')E(zy) i ja hem acabat.
3 <5 Suposant que E és compatible, volem trobar que xHx~! C H per a tot + € G. Prenem
x € Gih € H. Per hipotesi, zEz i he 'Ex~'; aixi, ztha 'Erxz™' =e = zha™' € H.

[ |

Definicié 1.5.4 (Morfisme de pas al quocient). El definim per 7 : G — G/H 1i envia cada
element de G a la seva classe en G/H. Es epimorfisme de grups amb nucli H.

Definicié 1.5.5 (Grup normal). Un subgrup H de G es diu normal si es compleix alguna (i,
per conseqiiéncia, totes) de les condicions de 1.5.3. En aquest cas, G/D = G/FE i l'escrivim
G/H o H < G. En particular, anomenem x — [x] com morfisme de pas al quocient.

Definicié 1.5.6 (Grup quocient). Sigui H un subgrup de G. Si H és normal, G/H té estructura
de grup. En efecte, [z]|[y] = [zy] i es diu grup quocient de G en H.

Proposicio 1.5.7. St T és relacio d’equivaléncia compatible amb ['operacio del grup G, H :=
{reG | xTe} és subgrup normal de G i la relacid d’equivaléncia associada a H coincideiz amb
T.

Demostracio. Veiem primer que H és subgrup normal de G. Per a x € G i h € H, hem de
veure que xhx~' € H; equivalentment, per a x, h € G, hem de veure hTe = zhx 'Te. Com
T és relacié d’equivaléncia, tenim o7z i 27 'Tx~! i, com T és compatible amb 'operacié de G,
2Tz, hTe, 7Tz~ impliquen

vhr 'Trer ™ =za~ ' =e. (1.5.5)

Com H és normal en G, les relacions D i E definides a partir d’H s6n iguals. Vegem que D
coincideix amb T'. Per a x,y € G, hem de veure Ty <= xDy. Per definici6 de D i H, tenim
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Dy < xlye H <= z 'yTe. Ens cal veure:
vTy <= z 'yTe. (1.5.6)

Si 2Ty, com T és relaci6 d’equivaléncia, tenim yTz i 2 'T2~! i, com T és compatible amb
loperaci6 de G, v~ 'yTa 'z = e. Reciprocament, si x 'yTe, com T és reflexiva, tenim z7'z i,
com T és compatible amb I'operacié de G, y = x(x~'y)Twe = z, que implica 2Ty, per ser T

simeétrica. ]
Proposicio 1.5.8. Si f: G — G’ és un morfisme de grups, ker(f) és subgrup normal de G.

Demostracio. Per a x € G, h € ker(f), tenim

fleha™) = fa) f(h) f(a™") = f(2)e f(z) ™ = f(2)f(z) " = flaa™") = fle) = ¢ (1.5.7)
Per tant, zhz ™! € ker(f). [

Proposicié 1.5.9. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups.
1. Si H és un subgrup de G, aleshores f(H) és subgrup de G'.
2. Si H' és subgrup de G', aleshores f~'(H') és subgrup de G. A més, si H' és subgrup
normal de G', aleshores f~*(H') és subgrup normal de G.
Demostracio.
1. Siguin 2’,y’ € f(H). Tenim 2’ = f(z),y = f(y), per a certs x,y € H i, per ser f
morfisme, 2’y = f(z)f(y)™' = f(zy™'). Ara, per ser H subgrup de G, zy~! € H i, per
tant, 2'y'~' € f(H).
2. Sigui H' un subgrup de G’ i z,y € f~'(H'). Volem veure zy~' € f~1(H’), que equival
a f(xy™') € H'. Ara, per ser f morfisme, f(zy™') = f(z)f(y)~'. Com x € f~'(H'),
clarament f(x) € H'; analogament, f(y) € H' i es té f(y)~' € H' per ser H' subgrup de
G'. De nou, per ser H' subgrup de G’:

fl)e H', fly)" € H = flay™") = f(x)f(y)~" € H" (1.5.8)

Suposem ara que H’ és normal en G. Donats x € G i h € f~}(H'), volem veure zhz~! €
S7YH'). Ara tenim f(zhz™') = f(z)f(h)f(x)~' € H', per ser f(h) € H' i H normal en
G'.
[ |
Corol-lari 1.5.10. Si ¢ : G — G és un morfisme de grups i H' és subgrup normal de G,

aleshores =Y (H') és subgrup normal de G. En particular, ker(p) = o1 ({€'}) és subgrup normal
de G.

Demostracio. Es conseqiiéncia directa de les dues proposicions anteriors. Sigui z € G i h €
@ 1 (H'), volem veure que whz~! € ¢~ 1(H'). Equivalentment, p(xhx™') € H':

p(zha™) = p(a)p(h)p(z)~" € H', (1.5.9)

on p(h) € H', p(z)~! € H. |
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Exemple 1.5.11. Siguii : {Id,t;} — S;3 una inclusio, que envia Id — Id ity — t;. {Id,t;}
és subgrup normal de {Id,t,}, pero i({Id,t,}) = {Id,t1} no és subgrup normal de Ss.

Exercici 1.5.12. Siguin f : Gy —> G9 un morfisme de grups i Hy un subgrup de Gi. Demos-
treu que si Hy és normal en Gy, llavors f(Hy) és un subgrup normal de f(G1). Proveu amb un

contraexemple que f(Hy) no és necessariament normal en Gs.

Resolucio. Si Hy és normal en Gy, podem agafar g € G tal que gH,g"' = H, <= ghg™ ! €
Hy,Vh € H,. Per tant, utilitzant que f és morfisme de grups:

flghg™) € f(Hy) <= f(9)f(h)f(9)™" € f(H1). (1.5.10)

Per demostrar que f(H;) és normal en f(Gy), siguin ¢ = f(g9) € f(G1) i ¥ = f(h) € f(Hy).
Aplicant la definici6 de subgrup normal, haurfem d’obtenir que ¢'h(¢’)~" € f(H,) per a tot I/
Com que l'expressio anterior és coincident amb (1.5.10), ha quedat demostrat. En principi, per
provar el que se'ns demana hem de suposar que f no és epimorfisme i triar un g € Go \ f(G1)
de manera que no es complira la condicié de subgrup normal. |

Proposicio 1.5.13. Si G és abelia, aleshores cada subgrup H de G és normal. Si |G : H| = 2,

aleshores H és normal en Q.

Demostracio. Si G és abelia, aleshores tH = Hx per a tot x € G. Pel que fa al segon que
se’ns demana, recordem que si [G : H| = 2, H té exactament dos cosets en G: un d’aquests és
H mateix, i altre ha de ser G\ H. Aquest tltim conté tant les classes per la dreta com per

I’esquerra i, per tant, han de ser iguals. [ |

1.6
TEOREMES D’ISOMORFIA

Definicié 1.6.1 (f factoritza a través de G/H). Siguin G, G’ grups i sigui f : G — G un
morfisme de grups i sigui H un subgrup normal de G. Diem que f factoritza a través de G/H
si existeix un morfisme de grups f : G/H — G’ tal que f = fom on7: G — G/H és el
morfisme de pas a quocient, és a dir, si existeix un morfisme de grups f : G/H — G’ que faci

commutatiu el diagrama:

Figura 1.3: El diagrama commuta si, i només si, f = f o 7.

Proposicio 1.6.2. Siguin G, G’ grups i sigui [ : G — G’ un morfisme de grups i sigui H un
subgrup normal de G. Aleshores, f factoritza a través de G/H si, i només si, H C ker(f).
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Demostracio.

= Si f factoritza a través de G/H i h € H, tenint en compte la definicié de 7 i que f
és morfisme, obtenim f(h) = f(m(h)) = f([h]) = f(€) = €, on en la tercera igualtat
[h] = € per la sel-leccié d’h. € indica ’element neutre de G/H i ¢’ el del de G'. Per tant,
H C ker(f).

< Si H C ker(f), definim f : G/H — G’ per f([z]) = f(z), on [7] indica la classe a G/H
d’un element x de G. Hem de veure que la definicié no depén del representant de la classe,
és a dir, que [z] = [y] = f(x) = f(y). Siy € [z] tenim que y = xh, amb h € H. Per

tant,
fly) = f(zh) = f(2)f(h) = f(x)e’ = f(), (1.6.1)
ja que h € H C ker(f). Ara, cal veure si f és morfisme de grups. Si z,y € G, tenim:
Flally) = F(ly]) = fzy) = f(2)f(y) = Fa) F (), (1.6.2)

per la definici6 d’operaci6 al grup quocient G/H (el producte de classes), el fet que f és
morfisme de grups i la definici6 de f. Finalment, és clar que f = f o 7 (aixi doncs, f
factoritza a través de G/H per definicio).

Teorema 1.6.3 (Primer teorema d’isomorfia). Si G,G’ son grups i f : G — G’ és un mor-
fisme de grups, aleshores f factoritza a través de G/ker(f) i tenim f = io fom, amb f
isomorfisme de grups G/ker(f) en im(f), on 7 : G — G/ ker(f) és el morfisme de pas al

quocient i i : im(f) — G’ la inclusid. Tenim, doncs, un diagrama commutatiu:

l/I

G/ ker(f —r im(f

Figura 1.4: Primer teorema d’isomorfia.

Demostracio. Per 1.6.2, existeix un morfisme f : G/ ker(f) — G’, que envia [z] — f(z), tal
que f = fom. Clarament, f és injectiu i f =i o f, amb f isomorfisme de G/ ker(f) en im(f).
Com im(f) = im(f), per la definici6 de f obtenim el resultat desitjat.

Fiod f: G/ker(f) — im(f)
f=iel 2 — S

f és injectiva ja que, donada una classe [z] € G/ker(f), f([z]) = f(z) = ¢, de manera que
z € ker(f) i, per tant, [z] = [e]; de fet, ker(f) = {[e]} i, en efecte, f és injectiva. Com que f és

un morfisme, f és un morfisme també. [

f=iofom, fésinjectiva. (1.6.3)

Teorema 1.6.4 (Segon teorema d’isomorfia). Sigui ¢ : G — G’ un epimorfisme de grups.
Sigui H' un subgrup normal de G' i H = o~ Y(H'). Aleshores, ¢ indueiz un isomorfisme de G/ H
en G'H'.
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1.6 Grups

Demostracio. Considerem la composicié 7’ o ¢ : G — G'/H', on ' : G' — G'/H' és el
morfisme de pas al quocient. Tenim 7’ o ¢ exhaustiu i ker(n’ o ¢) = H. Aplicant 1.6.3, obtenim
que existeix un isomorfisme ¢ : G/H — G'/H' tal que ' op = gom,on 7 : G — G/H és el
morfisme de pas al quocient. |

Corol-lari 1.6.5. St G és un grup i+ F i+ H son subgrups normals de G amb F C H, aleshores
H/F és subgrup normal de G/F i el morfisme de pas al quocient G — G/F indueix un
isomorfisme de G/H en (G/F)/(H/F).

Demostracio. Si [h] € H/F i [z] € G/F, tenim zhz™' € H per ser H normal en G. Per tant,
[z][h][z] ! = [zha~'] € H/F. Tenim, doncs, que H/F és subgrup normal de G/F. Considerem
ara o : G — G/F el morfisme de pas al quocient. Aleshores, o~!(H/F) = H i, aplicant 1.6.4,
obtenim que G/H és isomorf a (G/F)/(H/F). |

Teorema 1.6.6 (Tercer teorema d’isomorfia). Sigui G un grup, H i F' subgrups de G, amb H
normal en G. Posem HF := {hf } h e H, f e F}. Aleshores, HF és un subgrup de G, F N H
és un subgrup mormal de F' i H és un subgrup normal d’HF. A més, la inclusio d’F en HF
indueiz un isomorfisme de F/(FNH) en HF/H.

Demostracio. Provem primer que HF' és un subgrup de GG. Clarament, e € HF'. Sigui hf un
element ’HF amb h € Hi f € F. Es compleix que (hf)™' = f~'th~t = (f7'h7f)f~!. Com
H és normal a G, sabem que fhf™' € H < (fhf')'€e H < f~'h™'f € H, de manera
que (hf)™' € HF. Siguin hyfi i haofs elements d’HF, amb hi,hy € H i f1, f» € F. Es dona
que (hyfi)(hafs) = hi(fihofi ) fifs. Com H és normal a G, hs = fihof; ' € H; ens queda
(hihs)(fif2) € HF i, per tant, (hyf1)(hafs) € HF.
Provem ara que F' N H és un subgrup normal de F'. Sigui x € FN H, amb f € F. Com que H
ésnormal en G, fzf~' € H (en particular, z € H); a més, per ser F' subgrup de G obtenim que
fzf~' € F (en particular, x € F). Per tant, frf~' e FNH.
Ara, com H és subgrup normal de G per hipotesi, HF és subgrup de G, H C HF' i H és subgrup
normal d’'HF.
Considerem ara la composicio de la inclusi6 ¢ de F' en HF amb el morfisme de pas al quocient
mde HF en (HF)/H. La composicié 7 o i s’escriu com: mo i : F L s HF — T (HF)/H.
1. Veiem, primer, que 7o ¢s epimorfisme. Sitenim h € H i f € F, aleshores (hf)f ' =he
H implica la igualtat [hf] = [f] a (HF)/H,on hf € HF i f~! € F. Per tant,

[hf] = m(hf) = 7(f) = (moi)(f), (1.6.4)

és a dir, tot element de (HF')/H esta a la imatge de 7 o i.

2. Amb aquesta informacié, podem inferir I'existéncia de I'isomorfisme desitjat a partir del

primer teorema d’isomorfia 1.6.3.
ker(moi) = F Nker(r) = FNH —>* F/(FNH) ~ (HF)/H. (1.6.5)

Amb tot, ja hem demostrat el que voliem. [ |
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1.7
ORDRE D’UN ELEMENT D’UN GRUP

Definicié 1.7.1 (Subgrup de G generat per z). Si z és un element d’un grup G i n un enter,

posem:
A sin>0
" e sin=0 (1.7.1)
17T e sin<0
Definim:

fo: Z — G

n s g (1.7.2)
Clarament, f, és un morfisme de (Z,+) en G. La imatge de f, és un subgrup de G. L’escrivim

(x) =im(f,) i diem que és el subgrup de G generat per z.

Definicié 1.7.2 (Ordre d'un element). El subgrup (z) és el conjunt dels elements de G que sén
iguals a ™ per a algun n € Z. En particular, ker(f,) = mZ és subgrup de Z. Per 1.1.14, tenim
(x) ~ Z/mZ. Sim > 0, diem que m és 'ordre de x i posem ord(x). En cas que m = 0, diem que
x té ordre infinit. L’ordre de ’element és ['ordre del subgrup que genera. En particular, I'ordre
de z divideix l'ordre de G, |G|.

Observacio 1.7.3. L’ordre de l’element no és el mateix que l’ordre del grup. Quan 'ordre és
finit, quan considerem el subgrup de G generat per x (x), com m és generador del nucli, 2™ = e.
En aquest cas, (z) = {e,x, 22, ..., 2™ '}. Siordx = oo, (z) ~ Z: quan definim aquest morfisme,
hem d’assumir que m és ’enter més petit tal que la poténcia m-ésima ens dona el neutre i, per
tant, (z) = Z.
Exemple 1.7.4.

e Un r-cicle (ay,...,a,) té ordre r.

e Siagafem z € Z\ {0} té ordre infinit (suposant que Z és un grup amb la suma, si agafem

un element qualsevol i el sumem amb ell mateix tantes vegades com vulguem mai no ens

donara zero).

. ((1) 1) € GL(2,R) té ordre infinit, ja que la poténcia n-ésima de la matriu és <(1) T) ©

GL(2,R). En canvi, ( O) té ordre 2.

1
0 1
Exercici 1.7.5. Sigui G un grup no trivial. Proveu que, si els unics subgrups de G son el trivial

1 el total, aleshores G és un grup finit 1 el seu ordre és primer.

Resolucio. G és un grup no trivial, de manera que és diferent del buit i d’{e} (en aquest segon
cas, l'exercici resulta trivial). En efecte, tot element de G diferent de I’element neutre pertany
al subgrup total, i a cap subgrup més. Consegiientment, G = (x) i, per tant, és un grup finit.
A més, si n = kl, (2*) seria un subgrup propi de G, perd 'tinic subgrup no trivial és el total.

Aixi, n ha de ser necessariament primer. [
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Exercici 1.7.6. Siguin a,b dos elements d’un grup G. Proveu que ord(bab™') = ord(a). Es cert
que ord(ab) = ord(ba) ?

Resolucio. Sigui n = ord(bab™'). Fixem-nos que bab™' € G pel fet de ser G un grup. Per
definicié d’ordre d’un element de grup, (bab )" = e <= (bab™')---(bab™!) = e <= ba" =
b < a" = e. Per tant, ord(bab™') = ord(a). Pel que fa a la segona part de I'enunciat,

n n

ord(ab) =n <= ab™ - Tab=e < a 'aba" - bb' =a b7

= bag)ba = (ba)™' <= (ba)" =e. (1.7.3)
n—1
Per tant, tot i que a priori sembla que no, també es compleix la segona propietat. |
Exercici 1.7.7. Sigui M el conjunt de matrius de la forma:
(g i’) L a,be R, a 0. (1.7.4)

Proveu que M és grup amb el producte usual de matrius i que M té infinits elements d’ordre 2.

Resolucio. La primera part del problema és rutinaria: per provar que (M, ) és grup provem que
donats A, B € M, es compleixen les segiients condicions.

e L’associativitat és evident.

e Existéncia d’element neutre: efectivament, si a = 11 b = 0 I’element neutre és la identitat.

o Existéncia d’element invers:

-1
a b a b1 0 1
Ma(o 1) _<0101>N<0

que esta definit ja que a # 0 per hipotesi.

— O

1 _b
& ), (1.7.5)

e L’operacio6 és clarament tancada (tota multiplicaci6 de matrius d’aquesta forma cau dins
d’'M).
Per demostrar que M té infinits elements d’ordre 2, agafem un element qualsevol del conjunt i

fem la multiplicacié corresponent:

2
_ab_azab+b_10 -
A= (@) =2 ) (1) s am s

Podem escriure b en funcié d’a: per aa = —1, b—b = 0 per a tot b € R. Per tant, solament ens
cal fixar a = —1 1 b queda lliure en R. [ |

1.8
(FRUPS cCicLICS

Definici6 1.8.1 (Grup ciclic). Un grup G es diu ciclic si existeix z € G tal que G = (z) (és a
dir, que esta generat per un unic element). Diem que G esta generat per z. Denotem per C,, el
grup ciclic d’ordre n i aquest és isomorf a Z/nZ (ho veurem a 1.8.4).
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Teorema 1.8.2. Sigui G = (x) un grup ciclic. Si x té un ordre infinit, totes les seves poténcies
son diferents. Si |x| =n < oo, aleshores els elements de G son justament e, z,x%,... 2" . En

particular, |x| = |(x)].

Exemple 1.8.3.
e Z* = (1) és un grup ciclic infinit.

o (Z/mZ,+) = (1) és un grup ciclic d’ordre m.

Proposicio 1.8.4. Tot grup ciclic és isomorf a Z o bé a Z/mZ, per a un enter m > 0. Per

tant, dos grups ciclics del mateix ordre son isomorfs entre ells.

Demostracio. Sigui G = (z). Podem establir f, exhaustiu definit de la segiient manera:

fo: Z — G=(z)

PG (1.8.1)

Pel primer teorema d’isomorfia, Z/mZ ~ G si el grup G té ordre finit i ker(f,) = mZ amb

m > 0. En canvi, si G té ordre infinit tenim Z ~ G. [ |

Observacio 1.8.5. Per a cada ordre podem considerar que hi ha un tnic grup ciclic, tret
d’isomorfismes. Es a dir, si dos grups ciclics tenen el mateix ordre ha d’existir necessariament

un isomorfisme entre ells.
Corol-lari 1.8.6. Si G és finit, G és ciclic si, i només si, existeiz x € G tal que ord x = |G]|.

Demostracio. Es conseqiiéncia directa de la definicié de grup ciclic: existeix un element z de G
tal que (z) = G = |(z)| = |G|. L’ordre de x és l'enter natural més petit m tal que 2™ = e i
() = {e,m, 2% ... 2"} |

Exemple 1.8.7.

e S35 no és ciclic: no té cap element d’ordre 6.

e Tot grup d’ordre p, amb p primer, és ciclic: sigui x € G tal que x # e. Aleshores, ordx > 1
i, en particular, ord z divideix l'ordre de G, |G| = p. Per tant, ordz = p i (x) = G.

o (Z)TZ)* ={1,2,3,4,5,6} = (3). També, (Z/7Z)* = ([5]), ja que 315 sén arrels primitives
modul 7. Es pot comprovar elevant terme a terme a la tercera poteéncia i la cinquena,
respectivament.

e En canvi, (Z/87)* = {1,3,5,7} no és ciclic donat que [3], [5], [7] tenen ordre 2.

Teorema 1.8.8. Tot grup ciclic és abelia.

Demostracio. Sigui a un element de G tal que G = (a). Si b,c € G, aleshores b = a™ i c = a",

+m min també. M

per a certs m,n € Z. Aleshores, bc = a™a™ = ™1™, perd c¢b = a"a™ = """ = a

Lema 1.8.9. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n per a tot enter k > 0, es compleix:

n

ord(z") = med(n )

(1.8.2)
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Demostracio. Sigui £ € Z més gran que 0. Si (2%)" = e, aleshores 2% = e. Per tant, n | k(. Ara,
sigui d = med(n, k). Podem escriure n i k com a producte de factors: n = dn; i k = dky, amb

ny i ky primers entre ells. Aixi, dny | dki¢ = ny | k1f, de manera que n, | /.

(@) = at = = ) = = = ot = = s =T (183)

Notem que hem usat que nk; = dnik; = kny, ja que hem escrit k = dk;. [ |

Corol-lari 1.8.10. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n. Aleshores, x* genera G si, i només
si, med(n, k) = 1.

k

Demostracio. Tenim que xF és generador de G si, i només si, 2* té ordre n. Per 1.8.9, z* té

ordre n si, i només si, med(n, k) = 1. Per tant, ja hem acabat. |

Observacio 1.8.11. Siprenem G = (Z/mZ)* (que és el conjunt dels invertibles) amb m tal que
existeixen arrels primitives modul m, totes les poténcies primitives cauen en classes diferents i

per tant generen G. En concret, d’Aritmética sabem que a € (Z/mZ)* <= mcd(a,m) = 1.
Proposicio 1.8.12. Tot subgrup d’un grup ciclic és ciclic.

Demostracio. Si G = (x) i H és el subgrup trivial, el resultat és trivial: H = {e} = (e). Si
H és subgrup no trivial de G, sigui m l'enter estrictament positiu més petit tal que 2™ € H.
Volem veure H = (z™). Clarament, (z™) C H (tota poténcia d’x € H es troba en H perqué
'operaci6 és tancada). Sigui ara 2° € H; hem de veure que 2 € (x™), per demostrar I'inclusié.
Fem la divisi6 entera x* = 2™ = (2™)9 4+ 2" que implica 2" = z!(2z™)~? € H. Per I'eleccit de

m (element més petit tal que 2™ € H), ha de ser r = 0 i, per tant:
zf = (2™ € (™). (1.8.4)
Hem obtingut, doncs, H = (z™); en particular, que H és ciclic. ]

Proposicio 1.8.13. Si G és un grup ciclic d’ordre n, per a cada divisor d de n existeir un inic
subgrup de G d’ordre d.

Demostracio. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n (|G| = n) i d un divisor de n. Un subgrup
d’un grup ciclic G és ciclic, 1.8.12, i és d’ordre d si esta generat per un element d’ordre d. Per
1.8.9, 2@ té ordre d i (zd) és subgrup de G d’ordre d. De nou per 1.8.9, els elements de G que
tenen ordre d sén els zF amb m = d, és a dir, son els ¥ amb k maultiple d’% (k = €% per
algun ¢). Per tant,

= (%) € (x). (1.8.5)

Com hem vist, tots aquests elements estan continguts en el subgrup (:c%) Per tant, aquest

subgrup és I'inic d’ordre d. [ |

Proposicio 1.8.14. Un grup d’ordre parell ha de contenir un element d’ordre 2.
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Subgrup generat per un conjunt 1.9.7

Demostracio. Prenem qualsevol grup G d’ordre n i intentem emparellar els elements de G amb
les seves inverses. Suposem que podem formar m parelles, és a dir, alliberem 2m elements. Els

1 0 g% = e; aquests inclouen el neutre i tots els elements

elements restants son de la forma g = g~
d’ordre 2. Aleshores, hi ha d’haver n — 2m — 1 elements d’ordre 2. Si n és parell, n —2m — 1 és

senar i no pot ser zero: hi ha un element d’ordre 2 en G. |

1.9
SUBGRUP GENERAT PER UN CONJUNT

Definicié 1.9.1 (Subgrup generat per 5). Sigui G un grup, S un subconjunt de GG. Definim el
subgrup de G generat per S, que indicarem per (S), com la intersecci6 de tots els subgrups de
G que contenen S. Si H és subgrup de G i H = (S), direm que S és un conjunt (o sistema) de
generadors de H. Clarament () = {e}.

Proposicio 1.9.2. El subgrup de G generat per un subconjunt no buit S de G és el conjunt de
tots els elements de la forma
oo (1.9.1)

. r o

on r €s un enter positiu, xi,...,x, son elements de S iny,...,n, € Z.

Demostracio. Tot subgrup de G que contingui S ha de contenir els elements de la forma

Ny

" i el conjunt de tots els elements {z]*---al"} ¢és, en efecte, subgrup de G. |

ny
xl .--:I;

Definicié 1.9.3 (Subgrup finitament generat). Si S és conjunt finit, S = {1, ..., z,}, posarem
(x1,...,2,) en comptes de ({xy,...,z,}) i direm que (z1,...,z,) és el subgrup de G generat per
x1,...,%,. Direm que un grup G és finitament generat si existeix un subconjunt finit S de G tal

que (S) =G.
Exemple 1.9.4. (t;) = {Id,t;}, per ai =1,2,3; (s1) = (s2) = {Id, 51, 2} ; (t1, 51) = S5.

Observacio 1.9.5. Clarament, un grup finit és finitament generat perd no reciprocament. Per

exemple, Z és infinit i finitament generat.

Proposicié 1.9.6. Si S és un subconjunt d’un grup G i es compleiz ySy~' C (S), per a tot
y € G, aleshores (S) €és subgrup normal de G.

Demostracio. Qualsevol element de (S) és de la forma z7* ... 2", amb x4, ..., z, elements de S.
Tenim

y (it ap)y™t = (yay )" (yany ™) (1.9.2)
i, per hipotesi, yxiy~!, ..., yx,y~ " son elements de (S). Per tant, el seu producte també i
obtenim y(S)y~! C (S), per a tot y de G, que dona que (S) és subgrup normal de G. |

Exercici 1.9.7. Demostreu que S, admet els sistemes de generadors segiients:
1. (1,2),(1,3),...,(1,n).
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1.10 Grups

9
3 (1,...,n),(1,2).
Demostracio.

e Assignem A = (1,2),(1,3),...

,(1,n). Els elements de la forma (i, j) generen S, i podem
escriure (,7) com a (1,7)(1,7)(1

).
e Podem escriure un n-cicle (1, ..., n) com a producte d'n transposicions, (1,2),(2,3),..., (n—
e El procés inductiu en aquest cas, és el segiient: (7,7 +1) = (1,...,n)" % (1,2)(1,...,n)k1i

k =n — j — 1. Anem substituint aqui, progressivament, fins a obtenir la igualtat.

Gy GQ G GQ

Figura 1.5: Representacié d’un subgrup generat per un subconjunt

1.10
PRODUCTE DIRECTE DE GRUPS

Si G 1 G5 s6m grups, en el producte cartesia Gy X G9, podem definir una operaci6 binaria interna,
component a component, per:

(@1, 22) (Y1, 92) = (T1Y1, T2y2) - (1.10.1)

Es immediat veure que G; x G5 amb aquesta operacié és grup, 'element neutre és (e1,e2) (on
e és l'element neutre de G i ey el de Gy) i (xl,:cQ)_l = (:r;l’l,x;l). Diem que G X G5 amb

aquesta operacio és el producte directe de GG; i GGo. Les aplicacions

11 : Gl—>G1XG2 19 G2 — G1XG2

1.10.2
1 — (11, €9) xe > (e1,x2) ( )

son monomorfismes de grup i les aplicacions:
7Tl:G1><G2 —>G1 Ty - G1XG2 —>G2 (1103)

($1,132) — (Il, $2> — To

son epimorfismes de grups, i ker(m; ) = {(e1, z2) | 22 € Ga} = {e1}x Gy iker(m) = {(z1,€2) | 22 €
G1} = Gy x {eg}, respectivament. Clarament, si G; i G5 son abelians, G; X G5 també ho és.
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Producte directe de grups 1.10.4

Observaci6 1.10.1. En el cas de les aplicacions i; i is, im(i;) = {(21, €2) | 21 € G1} 1 im(is) =

{(e1,22) | 2 € Go}. A més, im(i1) ~ Gy iim(ip) ~ Gs.

Proposicio 1.10.2. Siguin G i@ Gy grups ciclics d’ordres ny i ng, respectivament. El producte
directe G1 X Gy €s ciclic si i només siny i ng son primers entre ells. En aquest cas, st x1 €s un
generador de Gy i xa €s un generador de Go, ((x1,2)) és un generador de Gy X Gs.

Demostracio. Per a (z1,x2) € Gy X Gg, es compleix
ord (z1,x9) = mem (ord 1, ord x2) , (1.10.4)

ja que, per a un enter natural n, (zry,x9)" = (2],2%) = (e1,62) < al =e; 11} =€y =
ordz; | niordzsy | n.

(l,l’xQ)mcm(ord(m),ord(:vz)) — (61, 62). (1.10'5)

Definim ny = ord(zy) i ng = ord(zy). Per tant, si med (ny,ny) = 11 Gy = (21),Gy = (x9),
aleshores (1, x2) és un element de G; X Gy que té ordre nyng = |Gy X Ga| 1 G1 X G és ciclic. En
aquest cas, G1 X Gy = ((x1,22)). Si med (ny,n2) # 1, Gy X G no pot tenir cap element d’ordre
igual a nins. [ |

Definicié 1.10.3 (Producte directe de G; X --- X G,). Generalitzant, si Gy, ..., G, grups en el
producte cartesia G X - - - X G, definim la operaci6 binaria interna per (z1,...,2.)(y1,...,Yr) =
(x1y1, -« -, 2py,). Gy X -+ X G, és grup:

1. 'element neutre és (eq,...,e,) (on e; és I'element neutre de G;, 1 < i <r),

2. existeix Uelement invers (z1,...,x,)"! definit per (z7',...,z1).

Diem que GG; X --- x (G, és el producte directe de Gy, ..., G,.

Donats un grup G i dos subgrups Hy, Hy de G:

fZ H1XH2 — G

(hihy) — hihs (1.10.6)

Loim(f) = {hihe } hy € Hy,hy € Hy} = H1Hs. f és exhaustiva si, i només si, HiHy = G.
2. Per comprovar que f és morfisme, siguin (hq, ho) i (h], hy) € Hy X Hy. Aleshores:

F((hih)(hihY)) = f(hahy, hohb) = hihhohl

IBN] / <:>h/h:h /,Vh/EH,hEH.
f(h'th)f(hlhg) = hlhghlhé } 1102 24 1 1,162 2

(1.10.7)

Per tant, f és morfisme si, i només si, tot element de H; commuta amb tot element d’Hs.

3. Si f és morfisme, ker(f) = {(h1, ha) € Hy x Hy | hihy = e}. Si hihy = e, podem posar que

hy =hy' € Hy i hy = hy' € Hy i reescriure el conjunt com {(h, h™!) ’ h € Hy N Hy}. Per
tant, f és injectiva si, i nomeés si, Hy N Hy = {e}.

Definicié 1.10.4 (Producte directe intern). Si f esta definida com (1.10.6) i és isomorfisme,
diem que G és producte directe intern de H; N Hy. Equivalentment, si es compleixen les tres

condicions segiients:
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1.11 Grups

. G = H1H, (és morfisme exhaustiu);

(NI

. per a tot hy € Hy i tot hy € Hy es compleix que hihy = hohy (és morfisme);
. HyN Hy = {e} (és morfisme injectiu).

cn
o

Si G és producte directe intern dels subgrups H; i Hs, aleshores Hy i Hs:

Hy ~ {(hi1,e2) | hy € Hy} subgrup normal d’H; x H,,

Hy ~ {(e1, ha) | he € Hy} subgrup normal d’H; x Hy; (1.10.8)

en altres paraules, Hy, H son normals en G ja que Hy X {ea} i {e;} X Hs son normals en H; x Hy
i Hy i Hy son les imatges de Hy X {es} i {e1} x Hy per isomorfisme f de Hy x Hy en G.

1.11
(GRUPS DEFINITS PER GENERADORS I RELACIONS

En aquesta secci6 presentem el concepte de grup definit per generadors i relacions. Una presen-
tacio totalment rigorosa d’aquest concepte exigeix el coneixement de grups lliures generats per

un conjunt. L’estudiant interessat pot consultar 'apéndix.

Definicié 1.11.1 (Relaci6 entre elements). Sigui G un grup generat per un conjunt finit S =
{z1,...,2,}, és adir, G = (z1,...,x,). Una relacio entre els elements de S és una igualtat del
tipus

fn—e onky,... ky,€Z. (1.11.1)

i Ty
Exemple 1.11.2. Considerem el grup Ss i el sistema de generadors {t1,s1}, on t; = (2,3),s; =

(1,2,3). Aleshores t2 = 1Id, s7 = Id, t15:t15; = Id son relacions entre els generadors ¢, s; de Ss.

Definicié 1.11.3 (Grup definit pels generadors). Si G és un grup i S és un sistema de gene-
radors d’un grup finit G i R és un conjunt de relacions entre els elements de S, direm que G
esta definit pel conjunt de generadors S i les relacions R si totes les relacions entre els elements
de S es dedueixen de les del conjunt R. Si G és un grup finit definit pel conjunt de generadors
S 1 el conjunt de relacions R, aleshores, tenint en compte les relacions de R, podem fixar una
Gnica manera d’escriure cada element de GG en funci6 dels generadors i podem escriure també el
producte de dos elements de GG a partir de les relacions de R.
En altres paraules, en aquest cas, si G és un grup finit definit pel conjunt de generadors S i el
conjunt de relacions R a partir de R i S podem escriure els elements de G i la taula del producte
de G.

G =(S|R). (1.11.2)

Exemple 1.11.4. El grup Ss és el grup definit pels generadors ¢, s; i les relacions 3 = e, s3 =

e,t1s1t1s1 = e. En efecte a partir d’aquestes relacions, tenim tys; = sl_ltl_l = s%ty i, per
tant, els elements del grup son e, t1, s1, Sit1, s, s5t;. Ara, les relacions ens donen també com
s’operen els elements. Per exemple, (s1t1) (s2t1) = sy (t151) s1t1 = 81 (82t1) s1ty = s5tys1t =
(tys1)t1 = (s3t1) t1 = 33 = s3. Posem S3 = (t1,51/t3 = e, 8% = e,t151t15; = e) per indicar que

S5 esta definit pels generadors ¢y, s; i les relacions t? = e, sil)’ =e, 1511181 = e.
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Grups resolubles 1.12.3

Exemple 1.11.5. El grup ciclic C,, = (x } "™ = e) és un grup definit pels generadors. Al seu

torn, si agafem Cy = (a | a®> =€) = (b | b? = e):

G=(a,b|a*=eb*=eab=ba) = Cy x Cy ={e,a,ab} < (ab)* = a(ba)b = a’b* =e.

(1.11.3)

També tenim que:

G = {(a,b ‘ at = e, b? = e, bab = a®) = {e, a,a?, a®,b, ba, ba*, ba’}
ab = ba? (1.11.4)
a’*b = a(ab) = aba® = ba® = ba?

1.12
GRUPS RESOLUBLES

Definicié 1.12.1 (Grup resoluble). Un grup G és resoluble si existeix una cadena finita de

subgrups de G de la segiient forma: comenga amb el trivial i cadascun esta inclos en el segiient

i cadascun d’ells compleix que cadascun és normal amb el segiient i els quocients son abelians:

1.
2.

{e}=GocGiC---CG,=G,i=0+n—-1 (1.12.1)

G; és normal en Gy,

Gi+1/Gi és abelia.

Una successié de grups es diu que és una torre normal si compleix la primera propietat i és

una torre abeliana si compleix la segona propietat. Es resoluble si és una torre abeliana I'altim

subgrup de la qual és el neutre (és a dir, que Gy = {e}, el subgrup trivial de G).

Exemple 1.12.2.

1.

GG ¢és abelia implica que G és resoluble. Els quocients de grups abelians és abelia i cada Gj
és normal en G;y1, ja que tot subgrup d’un grup abelia és normal.

Ss és resoluble: {e} C A3 C S3. En aquest cas, els dos quocients son ciclics i, en particular,
abelians.

. Sy ésresoluble. Sy/A4 ~ Cyiprenem el grup de Klein V, = {Id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

i es pot veure que és normal a S;. En particular, podem fer el conjugat de cadascun d’a-
quests elements per una permutacié qualsevol de manera que les seves imatges per aquesta

permutaci6 (una bijeccid) son tots diferents i ens torna a caure en Vj:
0(1,2)(3,4)0~" = (c(1),0(2))(c(3),0(4)) € Vi (1.12.2)

A més, aquest Vj és abelia (i no ciclic): tots els elements excepte el neutre tenen ordre
2. Calculant l'ordre del quocient Ay/Sy4, és a dir, |A4/Sys| = % =L =3 Com que 3
és primer, hi ha només un subgrup d’ordre 3 (concretament la identitat), aixi que Cj és

isomorf a A4/Vj.

Proposici6 1.12.3.
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1.12 Grups

1. Tot subgrup d’un grup resoluble €s resoluble.
2. Tot quocient d’un grup resoluble per un subgrup normal €s resoluble.
3. 8i G és grup i H subgrup normal de G tal que H i G/H son grups resolubles, aleshores G

és resoluble.

Demostracio.
1. Si G és resoluble, per definicio6 3Gy = {e} € G; C --- C G, = G amb G; normal a
Git1 1 Gi41/G;, aleshores sigui H subgrup de G. Posem H; = G; N H, amb H; C H;4;.

Considerem el segiient diagrama:

Hipy ———— Gy ——— Gia/G;

M} /
H—l/H

ker(@z-) = Hi+1 N C;z = (H N Gz‘+1) N Gz =HNG;=H, — H; Hz'+1

1.12.3
p; factoritza a través de H; 1 /H; 1Py : Hiy1/H; — G;/Giq1. ( )

e Per 1.5.8, ker(y;) < H;y1; aixi doncs, H; < H; ;.

e ; és injectiu pel teorema d’isomorfia: sigui [x] € H,;y1/H; tal que, en concret, [z] €
ker(;). Aleshores, @;([z]) = ¢i(xr) = €, on € és el neutre en G,y1/G;. Prenent
x € ker(p;) = H;, [x] és la classe del neutre en H;1/H;: @;([z]) = ¢i(x) =€

o Aixi, H;y1/H; és isomorf a im(®;) C G;41/G; abelia (ja que G és resoluble per hipo-
tesi), de manera que H,;.1/H; és també abelia.

2. Sigui G el quocient de G per un subgrup normal, 7 : G — G és un morfisme de pas al
quocient. G; = m(G;), amb G; C Gi i G, = G.

@ < Gi+1 | Vo € GZ,Vy € Gi+1, GZ < GHl,ya:y*l € Gz = YT gil € a (1124)
Per tant, considerem el segiient diagrama un altre cop:

/@\ -

G ML NENYE ™ G.l/G
i-‘rl—> i-i-l—> i+1/i

Per tant, G; C ker(y;); en particular, Giy1/ker(p;) és isomorf a Gy /G;. Aixi doncs,
G; C ker(yp;) C G4 implica, per 1.6.5:
z+1/G

ker(;)/Gi
— Giﬂ/ker(goi) abelia — Gi+1/§ abelia.

Git1/ ker(p;) ~ ¢és abelia (G;11/G; abelia, G és resoluble)

(1.12.5)
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Grups simples 1.13.2

3. Sigui G un grup, H un subgrup normal de G tal que H i G/H son resolubles. Posem
G =G/H. Sigui

una torre abeliana de H i
{e}=GycG,C---CG,=G (1.12.7)

una torre abeliana de G. Sigui 7 : G — G el morfisme de pas al quocient. Considerem la
torre de G. Sabem que G; = 7 '(G;) és subgrup de G, Gipy = 7 1(Giy1) és subgrup de
Giy1, 7 HGo) = 77 Y(€) = ker(n) = Hin YG) = G:

{ey=HycH C---CH =H=7"(Go) cn ' (G)) Cc---cn ' (G,) =G.
(1.12.8)
Tenim G; < 57;_’_1 implica 71 (EZ) Q! (§i+1> it (52) és el nucli de la composicio de
mor ! (Eiﬂ) — @Hl amb el morfisme de pas al quocient Eiﬂ — EHI/@,-.

ker=n"1(G5)

ﬂﬂ_l(Gi-H)

7 (Giy1) Giyn — Gin /G,

Per tant pel primer teorema d’isomorfia, 77! (Gi41) /77! (G;) =~ Gi41/G; és abelia. Hem
provat doncs que Gy41/G; és una torre abeliana de G i per tant G és resoluble.
[ |

1.18
GRUPS SIMPLES

Definicié 1.13.1 (Grup simple). Un grup G es diu simple si no té subgrups normals propis no
trivials, és a dir, diferents de {e} i G. Els grups Ss, Ay, Sy, D2, no son simples.

Proposicio 1.13.2. Un grup no trivial és simple i resoluble si, i només si, és ciclic d’ordre

primer.

Demostracio. Si G és simple 1 resoluble, I'inica torre abeliana possible és {e} C G. Aleshores,
G ha de ser abelia i, per tant tots els seus subgrups son normals. Com G és simple, {e} i G
son els seus tnics subgrups. Com G és no trivial, G té un element z diferent de {e} i ha de ser
() = G (ja que el subgrup que genera ha de ser diferent del subgrup trivial, al ser un element
diferent del neutre). Per veure que G és ciclic, si ord(G) = oo, aleshores (z?) # G, pero aixod no
pot ser. Ara sabem que un grup ciclic d’ordre n té un subgrup d’ordre d per a cada divisor d
de n. Per tant |G| ha de ser primer, ja que solament té dos subgrups. Ara si G és ciclic d’ordre
primer és clarament simple i {e} C G és torre abeliana de G, per tant G és resoluble. n
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1.13 Grups

Hem vist que el grup alternat A4 no és simple. El grup alternat As és ciclic d’ordre 3, per tant

simple. Volem veure ara que el grup alternat A, és simple per a n > 5.

Proposicio 1.13.3. Sigui n > 5 un enter i sigui N un subgrup normal del grup alternat A,,.
Si N conté un 3-cicle, aleshores N = A,,.

Demostracio. Si N conté un 3-cicle, podem suposar que ¢és el cicle (1,2,3). La relacio
(3,2,5)(1,2,3)%(3,2,7) ' = (1,2,5), 3<j<n, (1.13.1)
prova que N conté tots els 3 -cicles de la forma (1,2, 7), amb j > 3. Ara tenim

1.13.2
(i,7,k) = (1,4,5)(1,4,k), i,j,k diferents i > 1. ( )

Proposicio 1.13.4. El grup alternat A,, és simple si i només si n # 4.

Demostracio. En paraules textuals, no €s una demostracid interessant. Ja hem vist que As és
simple i A4 no és simple. Hem de veure que A,, és simple per a n > 5. Sigui N un subgrup
normal de A,, N # {Id}. Per la proposici6 1.13.3, n’hi ha prou amb veure que N conté un
3-cicle. Sigui z un element de N,z # Id. Aleshores, per a tot t € A, tenim z := tzt o=t € N.
Considerem la descomposicié de x com a producte de cicles disjunts i raonem per casos.

1. Sien la descomposicié de = com a producte de cicles disjunts hi ha només transposicions,
n’hi ha d’haver al menys dues. Podem suposar z = (1,2)(3,4)2’, on 2’ és un producte de
transposicions disjuntes de (1,2) 1 (3,4). Prenent t = (2, 3,4), obtenim z = (1,4)(2,3) € N
i, després, si u = (1,4,5), obtenim uzu~'z = (1,5,4) € N.

2. Si en la descomposicié de x com a producte de cicles disjunts hi ha un tnic 3-cicle, a més

d’un cert nombre de transposicions, podem suposar x = (1,2,3)x’, amb 2’ producte de

transposicions disjuntes de (1,2, 3). En aquest cas, 2*> = (1,2,3)* = (1,3,2) € N.

3. Si en la descomposicié de x com a producte de cicles disjunts hi ha al menys dos 3-cicles,

o

podem suposar que z = (1,2,3)(4,5,6)x’, on 2’ és un producte de cicles disjunts de (1,2, 3)
ide (4,5,6). En aquest cas, prenent ¢t = (2,3,4), trobem z = (1,4,2,3,5) € N, per tant
N conté un 5-cicle. Per acabar, només cal veure que si en la descomposicié de x com a
producte de cicles disjunts hi ha un cicle d’ordre n > 4, aleshores N conté un 3-cicle.
4. Suposem = = (1,2,...,r)2’, amb r > 4 i 2’ producte de cicles disjunts amb (1,2,...,r).
Prenent t = (1,2, 3), trobem que z = (1,2,4) € N.
|

Corol-lari 1.13.5. El grup simétric S,,, amb n > 5, no és resoluble.

Demostracio. Si S, fos resoluble, A,, seria resoluble. Com que A,, és simple si, i només si, n > 5
) b ) )

. L g . . , | , .
A, seria ciclic d’ordre primer. Com que el cardinal d’A,, és [A,| =% = 3-4-5---n, no és primer
per an > 5. [ |
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Introduccio: conceptes geomeétrics 1.14.4

Corol-lari 1.13.6. Tot p-grup és resoluble.

Demostracio. Sigui |G| = p", amb r > 0. Sir =0, G és el grup trivial i, per tant, resoluble; si
r =1, G és un grup ciclic d’ordre p; en particular, abelia i, per tant, resoluble. Suposem, doncs,
que r > 2 i que tot p-grup d’ordre p® amb s < r és resoluble. Ara, el centre de GG no és trivial i
és un subgrup normal i abelid de G; per tant, Z(G) és resoluble i G/Z(G) és un p-grup d’ordre
p°, amb s < r; aixi doncs, resoluble, per hipotesi d’inducci6é. Obtenim que G és resoluble. |

1.14
(GRUPS DIEDRALS

INTRODUCCIO: CONCEPTES GEOMETRICS

Abans, val la pena introduir alguns conceptes de Geometria Lineal. En els apunts de I'assignatura
els dona per sabuts, malauradament. Aqui se’n fara un petit recull seguint les meves notes,
[Vil22], a les quals podeu accedir senceres consultant la Bibliografia d’aquest document.

Definici6 1.14.1 (Simetria). Sigui L = a + F C A una varietat lineal. Suposem que G és
un subespai suplementari d’F en F, dimF < n, tal que £ = F & G. Un vector u € E
descompondra de manera tnica en una suma ur + ug on cada sumand pertany al subespai que

indica el subindex. Definim la simetria d’eix L i direcci6 G com I'aplicacio:

s: A — A
1.14.1
p > s(p)=a+app — apc- ( )

Observacio 1.14.2. Atés que per a qualsevol parella de punts p, g es té que

\
7

s(p)s(q) = s(p)a+ as(q) = pa — pad + aqp — age = pai — pac, (1.14.2)

obtenim que s és una afinitat amb endomorfisme associat s determinat per ser la identitat sobre
F i —1I sobre G. Dit d’'una altra manera, s diagonalitza amb VAPS 11 —1, F és el subespai de
VEPs de VAP 11 G és el subespai de VEPS de VAP —1. Notem que tots els punts de l'eix L
son fixos i que, per la mateixa definicio, s? és la identitat en A.

Definicié 1.14.3 (Endomorfisme ortogonal). Sigui F un espai vectorial amb un producte es-
calar. Es diu que un endomorfisme f : E — F és ortogonal si f(u) - f(v) = u-v,Vu,v € E. Si

f és ortogonal, aleshores preserva normes:

lf)=+f =Vv-v=|p|, YveE. (1.14.3)

Definicié 1.14.4 (Desplacament). Sigui (A, E') un espai afi euclidia. Una afinitat f: A — A
és un desplacament si 'endomorfisme f : E —s E és ortogonal.

Sigui f : A — A un desplacament amb dim E = 2. Llavors, f € O(E) = O(2).
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1.14.1 Grups

1r cas det f = 1. Llavors, f € SO(FE). En qualsevol referéncia ortonormal, f s’expressa com:

()= (e i) )+ 6), e

1. Siaa=0, f és una translacio, o bé f =1.

2. Sia# 0,7, f no té cap valor propi a R (en particular, no té VAP 1) i, per tant, f té
un dnic punt fix p. Llavors, f és una rotacio de centre p i angle . Aquestes afinitats
son el-liptiques. Si prenem p com a origen del sistema de referéncia, aleshores f queda

o (0) —sin(a)
r* cos(a) —sin(a x
(y*) o (sin(a) cos(a) ) (y) : (1.14.5)
El cas particular o = 7 correspon a una simetria central, i aleshores f = -1
2n cas det( f) — —1. Llavors, f té valors propis, i han de ser necessariament +1, ja que f és
ortogonal. Si escollim una base ey, e de E amb f(ey) = ey, f(ea) = —ey Uexpressio de f és
x* 1 0 x a . .
(y*) = (0 _1) (y) + (b) , ¥r=x4a, y=—-y+b. (1.14.6)
Estudiem els punts fixos que compleixen z = x +a, y = —y + b:

1. Sia=0,llavors y = %b és una recta de punts fixos i f és una simetria axial (també es
diu reflexi6). f és una homologia general de raé —1 amb el feix de rectes invariants
perpendicular a la recta de punts fixos.

2. Sia # 0, llavors f no té punts fixos. La recta y = %b és invariant per f: x* =r +a i
y* = —y +b. f és composici6 d’una simetria axial amb una translaci6 en la direccid
de la recta invariant. Es diu que f és una reflexi6 amb lliscament. El vector de la
translacio és:

1—

v = §pp**,p qualsevol. (1.14.7)

A més, la recta invariant passa pel punt mitja de p i p* per a p arbitrari. Comprovem

la descomposicié de f en una reflexio i una translacio:

1 0 a 1 0 «a 1 0 O
0 -1 bl =101 0 0 -1 b (1.14.8)
0 0 1 001 0 0 1

Punt mitja de P i P*

eix

P

Figura 1.6: Simetria axial seguida d’una translacio.
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El grup diedral 1.14.4

EL GRUP DIEDRAL

El grup diedral D, és el grup de desplagaments del pla que deixen invariant un poligon regular
P de n costats (n > 3).

Un poligon regular té 2n simetries diferents: n simetries de rotacié i n simetries de reflexio.
Les rotacions i reflexions associades configuren el grup diedral Ds,,. Si n és senar, cada eix de
simetria connecta el punt mig d’'una cara amb el veértex oposat. Si n és parell, hi ha § eixos de
simetria que connecten vértexs oposats. En qualsevol cas, hi ha n eixos de simetria i 2n elements
al grup de simetria. Una reflexi6 respecte a un eix seguida d’una reflexi6 respecte a un altre eix
resulta en una rotacié d’angle doble que 'angle format pels eixos.

Si deixen invariant P, han de deixar fix el centre de simetria O de P, per tant soén rotacions
amb centre O o bé simetries amb eix passant per O. Un desplagcament que deixi P invariant
ha de transformar un vertex de P en un altre vértex de P. Per tant les rotacions que deixen
P invariant son les rotacions amb centre O i angle multiple de 27” i les simetries que deixen P
invariant son les simetries axials respecte d’un dels radis de P.

Y

A

Figura 1.7: Si centrem el poligon regular a I'origen, llavors els elements del grup diedral actuen
com a transformacions lineals del pla. El funcionament seria el mateix per a tots els n-gons; en
particular, 3-gon, 5-gon i 8-gon que es mostren.

Podem escollir un sistema de referéncia ortonormal de forma que O sigui l'origen i el punt (1,0)
27

un dels vertexs de P. Posem p la rotacié d’angle =¥ i centre O i o la simetria axial respecte de

I'eix de les z. En el sistema de referéncia escollit, les matrius de p i o s6n
cos(2E)  —sin(2X) 1 0
P n . 1.14.
< sin(28)  cos(%) )° 0 —1 ( 9)
Podem comprovar que es compleix p* = Id, 0% = Id i opo = p~!. A més, les rotacions de Ds,
son les poténcies p*,0 < k < n — 1, ja que p* és la rotacié de centre O i angle 2kn/n. Ara si

fem el producte po, obtenim

(o) ) (6 )= (o) =5)). oo

La matriu obtinguda és de simetria axial. Calculem 'eix d’aquesta simetria. Posem o = 27”
L’equacio
(cosa — 1)z +sinay =0 (1.14.11)

35



1.14.2 Grups

té solucio
(sina, 1 — cosa) = (2sin(a/2) cos(er/2),1 — (cos®(a/2) — sin®(a/2)))

| " _ | (1.14.12)
= (2sin(/2) cos(a/2), 2sin*(a/2)) = 2sin(o/2)(cos(a/2), sin(/2))

Per tant, po és la simetria axial respecte de la recta que fa un angle de 7/n amb l'eix de les x.
Analogament, p*o és la simetria axial respecte de la recta que fa un angle de k7 /n amb l'eix de
les z. Obtenim doncs que totes les simetries de Dy, s’escriuen com p*o,0 < k < n—1. Aleshores
tenim que Dy, és generat per p i o i que Dy, = {Id,p,...,p" Y, 0,p0,...,p" Lo} és un grup
d’ordre 2n.

Veiem ara que les relacions p" = Id,0* = Id i opo = p~! sén suficients per definir el grup Ds,.
Primer, d’aquestes relacions se segueix que els elements de Ds,, sén exactament els 2n elements

n—1

escrits a dalt, ja que p té ordre n,o té ordre 21 op = p" 0. Ara, pel producte, tenim

pk’pl — karl (mod n)
pk: (plo_) — karl (mod n)o_ (1 y 13)
(,oka) pl=pF (Upl) = o (p_la) = i (mod n) - R
(pko_) (plo_) _ pk (Upl) o= pk (p_lU) o= pk—l (mod n)02 _ pk—l (mod n)

Definicié 1.14.5 (Grup diedral D,,). Per tant Dy, és el grup generat per p i o amb relacions
p" =1d, 0®> =1diopo = p~'. Posem

Dy, = {(p,o | p* =1d,0° =Id,opc =p"). (1.14.14)

Observacio 1.14.6. La segiient taula de Cayley mostra ’efecte de la composici6 en el grup D3
(les simetries d’un triangle equilater). La rotacio ry denota la rotacié identitat; 1 i ro denoten

rotacions de 120° i 240°, respectivament, en sentit antihorari, i s, s 1 sy denoten reflexions.

To T1 T2 So S1 S2
o To T1 T2 So S1 S2
T Tt T2 To S1 S22 So
o ' T2 To Ti1 S22 So Si1
S0 So S22 S1 To T2 N
S1 S1 So S22 "1 To T2
Sg S22 S1 S T2 T1 To

Figura 1.8: Taula de Cayley de la composici6 en el grup Ds.

Teorema 1.14.7. FEl grup diedral Dy.5 és isomorf a Ss. Per an > 3, Do, és subgrup propi de
Sh-

Demostracio. Tornem a emfatitzar, podem numerar els vértexs de P en sentit antihorari, de

forma que el vértex n-ésim sigui el punt (1,0) i definir una aplicaci6é ¢ de Dy, en S, que envii
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El grup diedral 1.14.10

cada element de Dy, a la permutaci6é que fa dels vertexs de P. Aleshores, ¢ és monomorfisme

de grups. Per tant, podem identificar D, amb el subgrup ¢(Dy,) de S,. Tenim:

c,n),

(L,n—1)(2,n—2)---(2—1,2+1) sin és parell (1.14.15)
(o) = _ _9)...(n=l n+l in 6
(Ln—=1)(2,n—2)-- (%5, ) si n és senar
Tenim que ¢(Da,) = (p(p), ¢(0)), obtenint el que voliem. |

Exercici 1.14.8 (El grup dels quaternions). Sigui Hg el subgrup de GL(2,C) generat per les

matrius:
. 1 0 . 0 1 0 =2
P ) R A P U T R

1. Demostreu que Hg és subgrup d’ordre 8 tal que Id és l’element neutre i es compleixen les
igualtats i* = Id, i* = 5% i ij = ji°.

2. Calculeu Uordre de cadascun dels elements d’Hg.

3. Demostreu que, si H és un grup definit pels generadors a,b i les relacions a* = 1, a* = b?
i ab = ba®, llavors H és isomorf a Hg.

Demostracio. Dividirem el nostre problema en els tres apartats separats que se’ns demanen:

1. Primerament, verificarem que es compleixen les igualtats que se’'ns demanen. Notem que,

demostrat i* = Id, ij = ji% es pot reescriure com iji = j, forca més intuitiva per calcular.

2 (8 —Oi>4:<ig (—01')2)2:((1) (1))2 (i* = 1d)
(_01 é) _ <—(01)2 _8)2) _ (Zg (_02,)2) _ (é _OZ> @ =7 (11417
(é —Oz> <—01 3) (6 —O@) - <_01 (1)) (iji = j)

L’element neutre del grup dels quaternions és Id. Notem que i~ ! = —i, j7! = —j i
k=1 = —Fk; per tant, les inverses han de caure dins d’Hg perqué sigui grup (existéncia de
I'element invers). També ens falta —Id. Notem que ij = k € Hg i ki = j € Hs.

2. L’ordre de la identitat és 1, per definici6. ord(i) = 4 ja que no existeix cap poténcia més
petita que ens doni la identitat. ord(j) = ord(i) = 4 a causa que (i%)? = (5%)? = Id.
ord(k) = 2 donat que k? = (ij)* = i* = Id.

Com que ij = k, podem escriure £ com a combinacié lineal d’i, 5. Com que el nombre

w

d’elements generadors és el mateix i les relacions es corresponen, H és isomorf a Hg.

Exercici 1.14.9. Calculeu tots els subgrups del grup dels quaternions Hg 1 digueu quins son

normals.

Exercici 1.14.10. Considerem el grup diedral Do, :
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1.14.2 Grups

1. Expliciteu tots els subgrups Ds.4 @ digueu quins son normals.
2. Demostreu que Do, té un subgrup normal d’ordre n que és ciclic.

3. Demostreu que Do.3 >~ Ss.
Demostracio. Primerament, mostrem Ds.4 segons la definici6 1.14.5:
Doy ={o,p|0*=1d,p" =1d,ops=p~"). (1.14.18)

Pel teorema de Lagrange, sabem que els subgrups cal que siguin d’ordre 1, 2, 4 o bé 8.

1. Ordre 1: {Id}, que és un subgrup normal.

2. Ordre 2: {Id,o},{Id,po},{Id,p*c},{Id, p>0?} no sén normals i {Id, p*} és normal.

3. Ordre 4: {Id,p,p* p*}, {Id,o,p,0p?} i {Id,op,p,op®}. Tots son d’index 2 i, per tant,
normals.

4. Ordre 8: Ds.4, que és un subgrup normal ja que és el total.

El segon apartat és molt més simple. Escollim qualsevol H subgrup tal que H = (p) i |H| = n.
|Daoy| = |H| - [Day,- H| <= 2n=n[Dy, : H| <= [Ds, : H =2 = H és normal. (1.14.19)

En la altima implicaci6 hem usat un exercici on provavem que si 'index [G : H] = 2, H era

normal. [ |

Exercici 1.14.11. Siguin n un nombre enter i d un divisor propi de n. Demostreu que el

subgrup (p?) de Do, €és subgrup normal i que el grup quocient és isomorf a Dog.

Demostracio. Comencem amb un parell d’observacions. La primera és que, per a qualsevol
rotacié en un sistema de referéncia prou bo, podem fer p‘pp=* = p? € (p?). Al seu torn, tenim
que opo = p~ !, per a tota rotacié p i qualsevol simetria 0. Ens val amb comprovar solament la

propietat amb els generadors:
O'ipdeai — (pdé)fl — pnfdf c <pd>’ (1.14'20)

ja que d | n. |
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Accions d’un grup sobre un conjunt

2.1
DEFINICIONS

Definirem el que és una acci6é per ’esquerra i una accidé per la dreta, separadament, i treballarem

generalment amb accions per ’esquerra.

Definicié 2.1.1 (Acci6 d’un grup per la dreta). Siguin G un grup i X un conjunt no buit. Es
diu que el grup G opera per la dreta en X, o que el grup actua per la dreta en X, si existeix una
accio G x X — X, que escriurem (g, x) — 29, per a la qual se satisfan les dues propietats
segilients:

e per a tots els elements g, ¢’ € G i tot element z € X és 299 = (29)7;

e per a tot element x € X és x° = x.

Definicié 2.1.2 (Acci6 per l'esquerra d’'un grup). Sigui S un conjunt i G un grup. Una accid

de G sobre S és una aplicacio:
((;g?(s;g : gss (2:1.1)
Complint:

1. g,h € G tal que (gh)s = g(hs), per atot gh € GiseS.

2. eg =g, per atot g € G.

Exemple 2.1.3. Podem definir S,, x {1,...,n} — {1,...,n} tal que (0,7) — (). Si tenim
una acci6 p: G x S — S, per a g € G, fix:

pg: S — S

s s g (2.1.2)

és una aplicaci6 bijectiva (és injectiva i exhaustiva clarament) i, per tant, podem definir una

Inversa pg-1:

(g-1095)(s) =g (9(s) =g (gs) = (g 'g)s =es =5 = pgrop,=1Ids.  (2.1.3)

Observacio 2.1.4. Notem la diferéncia essencial entre una accié per ’esquerra i una accié per
la dreta. En una acci6 per I'esquerra, donats elements g, ¢’ € G i un element x € X, I'acci6 del
producte gg’ sobre un element z € X es produeix primerament per 1’acci6 de g sobre x i, després,
per I'accié de ¢’ sobre el resultat anterior. Obviament, si el grup és commutatiu, tota acci6é per
I’esquerra ho és per la dreta i reciprocament. Es parla d'una accié bilateral o bé, simplement,

d’una accid.
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2.1 Accions d’un grup sobre un conjunt

Definicié 2.1.5 (Permutacié d'S). Diem permutacié de S una bijeccio d’S en S. El conjunt
Perm S de permutacions de S és un grup amb la composicié d’aplicacions.

®,: G — PermS

g —s 2y (2.1.4)
i ® és un morfisme de grups, @gn, = @4 © Ph.
(¢pg so@(ii’hfzog_(sg@; = g(hs). (2.1.5)
Reciprocament, si ® : G — Perm S és morfisme de grups, definim
pi Gx5 — S (2.1.6)

(9,5) = @(g)(s)

Es accié de G sobre S ja que ®(e) = Id; per tant, ®(e)(s) = s per atot s € S. Pera g,¢' € G
tenim ®(gg') = ®(g) o P(¢') ipera s e S,

(99")s = plgg’ss) = P(g9')(s) = (®(g) 0 B(g')(s) = D(9)(P(9')(s))

(2.1.7)
=p(g,0(d';5)) = g(g's).

Com comentarem a continuaci6, donar una accié de G sobre S és, per tant, equivalent a donar
un morfisme de grups de G en Perm S. Si p és una accié d'un grup G en un conjunt S, diem
que G actua o opera sobre S.

Observacio 2.1.6. Donada una acci6é per 'esquerra d'un grup G en un conjunt X, G x X —
X, podem considerar una aplicaci6 ® : G — Bij(X), de G en el conjunt de les aplicacions
bijectives (Perm(X) C Bij(X)) del conjunt X en si mateix. D’aquesta manera, és equivalent
considerar accions per I’esquerra del grup G en el conjunt X o bé considerar morfismes del grup
G en el conjunt Bij(X).

Definicié 2.1.7 (Accio fidel). Una acci6 de G en S es diu fidel si el morfisme de grups cor-
responent és injectiu. En general, diem nucli de l’accio el nucli del morfisme G — Perm S
associat.

Definicié 2.1.8 (Accio transitiva). Donada una accié p d’'un grup G en un conjunt S, diem que
p és transitiva o que G actua transitivament sobre S (mitjangant p) si per a tot parell d’elements
s,s de S, existeix un element g de G tal que gs = s’. Un subgrup de S,, es diu transitiu si opera

transitivament sobre {1,2,...,n}.

Definicié 2.1.9 (Orbita d’una accio). Si G x S — S és una accio, s € S, diem orbita de S el
conjunt {gs | g € G} = O, (0 Gs). L'estabilitzador de s ¢s E(s) = {g € G | gs = s}.

Lema 2.1.10. Sigui S i s € S, qualsevol. L’estabilitzador E(s) és subgrup de G.
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Definicions 2.1.15

Demostracio. Clarament el neutre pertany a 'estabilitzador de S, e € E(s). Per veure que és
una operacio tancada: donats g,h € E(s), (gh)s = g(hs) = gs =s = gh € E(s). Ara, per

veure l'existéncia d’element invers:

g € E(s) ‘ gs=s = g gs)=(g'g)s =g 's = g '€ Es). (2.1.8)

Definicié 2.1.11 (Fix per 'accio). Diem que s € S és fix per I'accio de G si gs = s, per a tot
g € G. Equivalentment, O(s) = {s} o E(s) =G.

Proposicio 2.1.12. Donada una accio p de G sobre S, amb s € S, l'aplicacio:

G — S

S (2.1.9)

dona una bijeccid del conjunt de classes per la dreta de G modul E(s) en O(s). Si G és finit,
0(s)] - [E(s)] = |G-

Demostracio. Hem de veure que la imatge de l'aplicacio és O(s): g,h € S tenen la mateixa

imatge per I'aplicaci6 si. i només si:
gs=hs < h7'(gs)=h"'(hs) =s < h™'g€ E(s) < g€ hE(s). (2.1.10)

Veiem clarament que g cau a la classe d’equivaléncia per la dreta d’h sobre 'estabilitzador E(s)
si, 1 només si, tenen les mateixes imatges. Per tant, tenim una bijeccio G/E(s) <— O(s).

G/E(s) = G : E(s)] = %

I ja hem acabat. [ |

= |0(s)|. (2.1.11)

Proposicio 2.1.13. Sigui p : G x S — S una accioc s € S i g € G. FEs compleix que
gE(s)g™! = E(gs) per a tot s € S i tot g € G.

Demostracio. Agafem h € E(gs).

h e E(gs) <= h(gs) = gs <= g '(h(gs)) = (97 hg)s = g '(g5) =5

1 1 (2.1.12)
< g hg€ E(s) < hegE(s)g .
Com que tot son equivaléncies, obtenim les igualtats directament. [
Observacié 2.1.14. Sip: G x S és una accio, es compleix ker(p) = (.4 £(s).
Exercici 2.1.15. Considerem el subconjunt de GL(3,7Z/3Z)
1 a b
G = 01 ¢ |:abceZ/3Z,. (2.1.13)
0 01
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2.1 Accions d’un grup sobre un conjunt

1. Proveu que G és subgrup de GL(3,Z/37Z) i determineu l'ordre de G.

2. Proveu que tots els elements de G diferents de la identitat tenen ordre 3.

> i Hy = < > (2.1.14)

3. Determineu si els subgrups de G

o

4. Determineu el centre de G.

o O =
O = O
=
O O =
o~
_ o O

son normals.

Demostracio. Fixem-nos que G descriu un subconjunt de matrius triangulars superiors tal que
el seu determinant és 1. El producte de matrius triangulars superiors és, en efecte, triangular
superior (la operaci6 és tancada), el neutre val per a a = b = ¢ = 0 i té inversa (triangular
superior, també) ja que és invertible.

L’ordre de G és el nombre d’elements que té el grup. En aquest cas, quantes matrius podem

escriure?

#{valors d’a} - #{valors de b} - #{valors de ¢} = 27. (2.1.15)

L’ordre dels elements s’ha de determinar mitjancant la definicio:

1 a b\" 1 na nb+uc
01 c| =Id = (0 1 ne =1d (2.1.16)
0 0 1 0 0 1

On hem generalitzat la poténcia de la matriu triangular superior a aquesta forma, mitjancant
inducci6. Necessariament, a,b,c € 0 i I'ordre és 3.

Per veure si és normal, apliquem la definicié (i ho passem pel MatrizCalc):

1 a b 1 01 —a —b+ac 1 01
01 ¢ 010 1 —c =101 0] = H <G, Va,b,c.
0 01 0 0 1 1 001
(2.1.17)
1 a b 1 10 —-b+ ac 1 1 —c
01 ¢ 010 O —c =101 0 :HQﬁG,chéﬁ.
0 0 1 0 01 0 1 00 1

Per determinar el centre de GG, volem saber quins parells de matrius sén commutables quan

les multipliquem. Siguin a,b,c € Z/nZ i 'V, € Z/nZ els valors d’aquestes dues matrius.

Necessitem:
b+ad +b =b+cd +bV < ad = cd (ens val amb qué ac’ = da’c mod 3). (2.1.18)
En particular, com que b € Z/3Z queda lliure obtenim, justament, Z(G) = H;. |
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Acci6 per conjugacié d’'un grup sobre el conjunt dels seus subgrups 2.2.1

2.2
EXEMPLES D’ACCIONS

AcciO PER CONJUGACIO D’UN GRUP SOBRE ELL MATEIX
L’acci6 per conjugacié d’un grup sobre ell mateix és:

GxG — G
(9,h) +— ghg™! (22.1)

El nucli és {g € G | ghg ' =h,VYhe G} < {geCG | gh = hg,Yh € G}. Es diu centre de G,
es denota per Z(G) i Z(G) < G.

Eh)={9g€e G | ghg™ = h} = Zg(h), centralitzador d’h en G. (2.2.9)
O(h) = {ghg™! | g € G}, és la classe de conjugacio d’h. -

ACCIO PER CONJUGACIO D'UN GRUP SOBRE EL CONJUNT DELS SEUS
SUBGRUPS

Sigui H subgrup de G. Sigui ¢ € G. El conjugat d’H per g és un subgrup de G tal que
gHg™
és

= {ghg™! | h € H}. L’acci6 per conjugacié d’'un grup sobre el conjunt dels seus subgrups

(gh1g7 ") (ghag™") = g(hihe)g™' € gHg™".
(ghg ')t =gh™'gt e gHg™ .

En particular, gHg™! és el conjugat d’H per G. Prenem J# = {H ‘ H és subgrup de G}.

(2.2.3)

GxH — H

(g.H) +—s gHg"! (2.2.4)

L’orbita d’un subgrup H de G per aquesta accid és el conjunt dels seus conjugats. Els punts
fixos per aquesta acci6 son els subgrups normals de G. E(H) = {g € G | gHg™' = H} és el
normalitzador d’H en G i el denotem per NgH (evidentment, H <NgH,i H<<NgH <= Vg €
NgH,gHg™' = H). Es el subgrup més gran de G que conté H com a subgrup normal.

Exercici 2.2.1. Sigut G un grup.

1. Proveu que, per a x € G, Uaplicacio ¢, : G — G,y — xyx™?

grups.
2. Un subgrup H d’un grup G es diu caracteristic si es compleiz o(H) = H per a tot auto-

és un automorfisme de

morfisme ¢ de G. Proveu que un subgrup caracteristic és un subgrup normal.

7. Proveu que Z(G) = {x € G | zy = yz,Vy € G} és un subgrup caracteristic de G.

4. Proveu que si H és subgrup caracteristic de G, el seu normalitzador N(H) = {z € G |
rHx™' C H} també és un subgrup caracteristic de G.

Demostracio. Com que @, és un endomorfisme, ens cal comprovar les condicions d’injectivitat i

exhaustivitat per inferir que és un automorfisme i, en particular, un morfisme de grups.
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2.2.8 Accions d’un grup sobre un conjunt

e Per comprovar que és injectiu, provem que . (y) = ¢.(v') = y=1v.

1

ryr P =ays! = sTlayr e = aya e = y=1v. (2.2.5)

e Per comprovar que és exhaustiu, cal que im(p,) = G. En efecte, im(¢,) = {z € G | z =
ayr}={2€G|y=a"'2a} ={y € G| y=a"'za} = G (també podriem argumentar
que l'ordre de im(¢p,) coincideix amb el de G i im(p,) C G; per tant, han de ser iguals).

e Cal que es conservin les operacions, és a dir, que es doni ¢, (2)¢.(y) = v.(2y):

0r(2)pu(y) = v2a™' - ayr™ = waya = @, (2y). (2.2.6)

Per tant, ¢, és un morfisme de grups.
Amb aixo, obtenim que és un automorfisme de grups.
Per altra banda, ens demanen demostrar que donat un subgrup invariant per ¢, un automorfisme
qualsevol, aquest ha de ser necessariament normal. Un subgrup és normal si xHa~ ! = H.
Solament ho farem per I'automorfisme del primer apartat, tot i que s’hauria de provar per tot
automorfisme:

H=yp(H)=xHxz ", ¢,(H)={zyz ' € G|y € H}. (2.2.7)

Z(@), en particular, compleix que ker(p,) = Z(G) 1 Z(G) <G (pero la normalitat és una condicio
necessaria i no pas suficient per ser subgrup caracteristic).

PZ(G) = Z(G) < oly) =y, ¥y € Z(G) —2L 5 o(y) = aye™ = yaat =y, (22.8)

on hem usat que y € Z(G) <= yz = zy,Vz € Z (i, en particular, per a z = z). Finalment, si
H és subgrup caracteristic també és normal en G, 1 N(H) = G perqué és el subgrup més gran
de G que conté H com a subgrup normal. Com im(yp) = G (és exhaustiva), o(G) = G i N(H)

és caracteristic. [ |
ACCIONS PER TRANSLACIO

Si H és un subgrup d'un grup G, podem considerar ’accié de H en G per translacié a I'esquerra

HxG — G

(ha) s hy (2.2.9)

Observacio 2.2.2. Siguin hy,hy € H i e € H. Notem que 'accié de translacié per la dreta no

és la mateixa de translacioé per 'esquerra, ja que la commutativitat no esta assegurada.

HxG — d HxG — d

(h,g) > hg. (h,9) —s gh. (2.2.10)

Si prenem (hihsg, g), aleshores clarament g(hiha) = (ghi)he # (gh2)h;.
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Equacions d’orbites 2.2.2

Més en general, si F' és qualsevol subgrup de G, podem considerar ’acci6 per translacié a

l'esquerra de H sobre el conjunt quocient G/Dp de classes per la dreta de G modul F":

(h.gF) +— (hg)F. (2.2.11)

L’acci6 de G sobre G/Dp per translacio a l'esquerra és transitiva. L’accié de H sobre G per

translacio a l'esquerra és fidel. Per a l'acci6 de H sobre G/Dp, el nucli és

HnN (ﬂ gFgl> . (2.2.12)

geG

En efecte, posem ¢ : H — Perm (G/Dp) tal que h — py. Tenim py(gF) = (hg)F = gF <~
g 'hge F <= hegFg . Pertant, p, =Idg/p, < he ﬂgeg gFgt.
Analogament per la dreta, la translacié per la dreta d’H sobre G és

(h,g) +— gh™!

(Inhag) — glhha)™ = (ghg" i (2:2:19)
F és subgrup de G i G/Dp classes per la dreta de G modul F.
H(Z’%?F — gl/gl)); (2.2.14)
I ens queda que E(gF) ={h € H | hgF = gF} i
hgF = gF <= ¢ 'hgF =F <= g 'hge F < hegFg " (2.2.15)

Per tant, E(gF) = HNgFg™!iel nucli és HN(yeq gFg~!. Aquesta ultima interseccio (Nyec
sempre un subgrup normal: posem ﬂgeG gFg~! = Fyiselleccionem h € G, qualsevol. Aleshores:

) és
hFof~ = ()(hgF(hg)™) = () 9Fg " (2.2.16)
geG geG
2.8

EQUACIONS D’ORBITES

Donada una acci6é p d'un grup G en un conjunt S, la relaciéo s ~ t <= t = gs per a algun
g € G és una relacié d’equivaléncia a S.

ERNE s=es
s~ t — t=gs = s=g 't (2.3.1)
s~tAt~u t=gsANu=ht = u=(hg)s.

La classe d'un element s € S és la seva orbita GGs. Per tant les orbites formen una particié de

S. Si posem S/G el conjunt d’orbites, tenim

1S|="Y" 0] (2.3.2)

0€es/G
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2.8 Accions d’un grup sobre un conjunt

En particular, si S és finit, i Sy C S és el conjunt de punts fixos per p, aleshores

1S = 1So] + > _ 104, (233)
i=1
on {Oq,...,0,} és el conjunt d’orbites amb més d’un element. Equivalentment:
(81 = 1ol + >_[G+ B ()], (23.4)
i=1

amb x; € O;,1 < i < r. Qualsevol de les relacions (2.3.3), (2.3.4) es diu equaci6 d’orbites. Veiem
ara exemples d’aplicacié de I’equaci6 d’orbites.

Proposicié 2.3.1 (Equaci6 de les classes). Si G és un grup finit, es compleizx

Gl =1Z(@)]+ DG Za (x)] (2.3.5)
i=1
on{xy,...,x.} ésun conjunt de representants de les classes de conjugacio amb més d’un element.

Demostracio. Considerem 'accié de G sobre ell mateix per conjugacié. Aleshores Z(G) és el
conjunt de punts fixos, Zg (x;) és l'estabilitzador de z; i (2.3.4) dona la formula de '’enunciat. M

Definicié 2.3.2 (p-grup). Sip és un nombre primer, un grup finit G' s’anomena p-grup si |G| =
p", per a algun r enter natural > 0.

Proposicié 2.3.3 (Congruéncia dels punts fixos). Si G és un p-grup que opera sobre un conjunt
finit S, aleshores

|S| = 1So] (mod p) (2.3.6)

Demostracio. Si x; € O; de manera que O; son Orbites amb més d’un element, és a dir, no és
punt fix, [G : E'(x;)] divideix |G| i és > 1. Per tant, [G : E (x;)] és divisible per p. Ja sabem que
|S| =[S0l = >°i_, [G: E(z;)]. Com que l'ordre de G és una poténcia de p per ser un p-grup,
(G : E(x;)] és divisible per p. |

Corol-lari 2.3.4. Si G és un p-grup, el seu centre Z(G) és no trivial.

Demostracio. Z(G), els punts fixos per 'accié de G sobre G per conjugacio, conté, per definicio,
al menys e. Per tant, |Z(G)| > 1. Per 2.3.2, obtenim |Z(G)| = |G| (mod p) i, per tant, |G| = 0
(mod p) ip||Z(G)|. En concret, |Z(G)| > 1. |

Corol-lari 2.3.5 (Congruéncia del normalitzador). Sigui H un p-subgrup d’un grup finit G.

Aleshores

[N(H): H| =[G : H] (mod p). (2.3.7)
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Teoremes de Sylow 24.1

Demostracio. Considerem 'acci6 de H en G /Dy per translacions per l'esquerra, és a dir
HxG/Dyg — G/Dy, (h,gH)+— hgH. (2.3.8)
Es dona que gH és fix si, i només si, tenim hgH = gH, per a tot h € H. Si, i només si:
g'hge H < g 'Hg=H <= gHg '=H <= g€ Ng(H), Vh € H. (2.3.9)
Per tant, el conjunt de punts fixos és Ng(H)/H. [

Teorema 2.3.6 (Teorema de Cauchy). Sigui G un grup finit d’ordre n i p un nombre primer
que divideix n. Aleshores G té un element d’ordre p.

Demostracio. Sigui S = {(gl, ooy gp) € GX LoxG g gy = e}. Podem definir una accié de
S x Z/pZ sobre S que corre els indexs k posicions:

(k7 (917 e 7gp)) — (ngrl’ o 7gk+p) ) (2310)

per a k € Z/pZ,(g1,-..,9p) € S, on la suma en els subindexs es fa modul p. Com Z/pZ ¢és
un p-grup i |S| = n?~! (g, queda determinat per gi,...,g, 1) és divisible per p, tenim que el
cardinal del conjunt Sy de punts fixos és divisible per p.

|Sol = |S| (mod p) = p||Sol- (2.3.11)
El conjunt en qiiesti6 és el segilient:
So=A{(z,....z) |z € G,aP = e}. (2.3.12)

Com (e,...,e) € Sy ip]|[Sol, el conjunt Sy ha de contenir algun (z,...,z) € Sy amb x # e,x €
G. En particular, x és, doncs, element d’ordre p. [ |

Exercici 2.3.7. Calculeu totes les classes de conjugacio del grup diedral Ds.4.

2.4
TEOREMES DE SYLOW

Sigui G un grup finit, p un nombre primer dividint |G|. Volem estudiar els p-subgrups de G. Els
p-subgrups de G amb ordre la maxima poténcia de p dividint |G| es diuen p-subgrups de Sylow
de G. En particular, si G és grup d’ordre n i p primer amb p | n, diem p-subgrup de Sylow de
G un subgrup de G d’ordre p” amb p" | nip"tt {n.

Teorema 2.4.1 (Primer teorema de Sylow). Sigui G un grup finit, p un nombre primer ir > 0
un nombre enter tals que p" divideix |G|. Aleshores existeizen subgrups Hy,--- , H, de G tals
que |Hy| =p',1 <i<wr,i H <A H;y,1 <i<r—1. En particular, H, és subgrup de Sylow.
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2.4 Accions d’un grup sobre un conjunt

Demostracio. Raonem per inducci6é. Sir = 1, és conseqiiéncia directa del teorema de Cauchy
2.3.6. Seguim la induccié sobre r. Suposem que r > 2 i que existeixen subgrups Hy,..., H,_1 de
G tals que |H;| = p" i H;<<H;,. Com p | [G : H,_4], per la congruéncia del normalitzador 2.3.5,
tenim p | [Ng (H,—1) : H,_1]. Pel teorema de Lagrange, el grup quocient Ng (H,_1) /H,_; (on
H, 1 << Ng(H,_1)) té un subgrup divisible per p i, per 2.3.6 un altre cop, aquest és precisament
p. La seva antiimatge per la projeccio

7t Ne (Ho_y) — Ne (Ho_y) JH,_, (2.4.1)

és un subgrup H, de Ng (H,_1) d’ordre p" (ja que [H, : H._1] = p) i tal que H,_; < H, (ja que
H, C Ng (H,_1)). [ |

Corol-lari 2.4.2. Si G es un grup finit i p un nombre primer dividint |G|, aleshores ezisteizen
p-subgrups de Sylow de G.

Corol-lari 2.4.3. Tot p-grup és resoluble.

Demostracio. Si G és grup d’ordre p”, amb p un nombre primer i » > 0 un nombre enter, pel
primer teorema de Sylow, existeixen subgrups Hi,..., H, de G tals que |H;| = p',1 < i <,
i H; < Hiyq,1 < i <r—1. Tenim doncs que {e} C H; C Hy C --- C H, = G és una torre
abeliana i, per tant G és resoluble. Altrament ho podem raonar dient que |H,;1/H;| = p i, per
tant, que H;1/H; és ciclic i, per tant, que son tot subgrups abelians; de manera que Hy, ..., H,
formen una torre abeliana i G és, en efecte, resoluble. [ ]

Sigui H subgrup de G i x € G, amb |tHz ™| = |H|. Aleshores:

p: G — (G

o et (2.4.2)

@ és un automorfisme de G i el conjugat d’un p-subgrup de Sylow de G es també p-subgrup de
Sylow de GG. Veiem ara el reciproc.

Teorema 2.4.4 (Segon teorema de Sylow). Siguin G un grup finit, H un p-subgrup de G i S
un p-subgrup de Sylow de G, amb p primer. Aleshores existeiz v € G tal que H C xSx™1. En

particular dos p-subgrups de Sylow de G son conjugats.

Demostracio. Considerem 'accié de H en GG/ Dg per translacio a l'esquerra:

H x G/DS — G/DS

(h, g5) G (2.4.3)

Per a tot element ¢S € G/Dg,g € G, lestabilitzador de ¢S és el subgrup conjugat gSg—'.

Aleshores, mirem el conjunt de punts fixos per aquesta accio: si existeix algun punt fix, ja hem
acabat. Donada una classe z.5, tenim que =S queda fixa <= hxS = zS:
¢S punt fix <= hgS =¢S < ¢ 'hgS=8 <= ¢ 'hge S

. . (2.4.4)
< hegSg <= HCgSg ,Yhe H.
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Teoremes de Sylow 2.4.6

Per tant, el conjunt de punts fixos és Xy = {#S € G/Dg | H C xSz~ '}. Com que H és p-grup
i |G/Dgs| = [G : S], la congruéncia de punts fixos 2.3.3 dona |Xy| = [G : S] (mod p). Com
p1[G:S] (G/S és p-subgrup de Sylow), tenim p { | Xo| i, per tant, | Xo| no és buit. |

Corol-lari 2.4.5. El grup G té un unic p-subgrup de Sylow S si, © només si, G té un p-subgrup

de Sylow que és un subgrup normal.

Demostracio.
= Suposem S p-subgrup de Sylow. Per veure que existeix un p-subgrup normal necessitem
que es compleixi S" = ¢S’¢g™ !, la qual cosa és directa ja que, com tots els p-subgrups de
Sylow de G séon conjugats, en particular, com S és tnic, S és conjugat de si mateix i
S =gSg L.
< Denotem per S el p-subgrup normal de Sylow, S = ¢Sg¢~!. Tornem a aplicar que per a tot
p-subgrup de Sylow de G podem trobar el seu conjugat, S = ¢gS’¢g~!. Aleshores:

gSgt=¢gS¢g! = S=09" (2.4.5)

Per tant, el p-subgrup de Sylow és tnic.

Teorema 2.4.6 (Tercer teorema de Sylow). Sigui G un grup finit i n, el nombre de p-subgrups
de Sylow de G. Aleshores es compleix

1. n, =[G : Ng (Sp)], per a tot p-subgrup de Sylow S, de G

2. ny | [G 1Sy, per a tot p-subgrup de Sylow S, de G

3. n, =1 (mod p).

Demostracio.
1. Pel segon teorema de Sylow 2.4.4, n, és el cardinal de I'0rbita d'un p-subgrup de Sylow S,
per l'accié de G per conjugacio sobre el conjunt dels subgrups de GG. L’estabilitzador de
S, per a aquesta acci6 és N¢ (S,), de manera que n, = [G : Ng(S,)].
2. Ara [G : S, =[G : Ng (Sp)] [Na (Sp) = Sp), per tant, n, divideix [G : S,], ja que S, C Ng C
G.
Gl 1G] [Na(Sy)l
1Sp]  INa(Sp)l 1Sl

|G : Sy =[G : Ng (Sp)] [Na (Sp) : Sp] <= (2.4.6)
D’aquesta manera, n, | [G : S].

3. Sigui ara X el conjunt de p-subgrups de Sylow de GG. Considerem l’acci6 de S, en X per
conjugaci6. Aleshores el conjunt de punts fixos és Xo ={T € X | 2Tz ' =T,Vz € S,} =
{T'e X |5, C Ng(T)}. Volem veure Xy = {S,}. En efecte, si T' € Xy, aleshores S, 1 T
son p-subgrups de Sylow de Ng(T) i T és normal en Ng(7T). Com que T'<d Ng(T') implica
que Ng(T) té exactament un p-subgrup de Sylow, apliquem 2.4.5 i ens queda T' = S, i
Xo = {S,}. Com |X| =mn,1|Xo| =1, per la congruéncia dels punts fixos, 2.3.3, tenim
n, =1 (mod p).
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2.4 Accions d’un grup sobre un conjunt

Amb tot, havent provat els tres apartats, ja hem acabat. ]

Observaci6 2.4.7 (Un aclariment sobre la demostraci6 anterior). Pel segon teorema de Sylow,
tots els p-subgrups de Sylow de G so6n conjugats; aix0 és, formen una orbita per a ’accidé per
conjugacio de G en el conjunt dels subgrups de G. I I'estabilitzador d’'un qualsevol dels elements
de l'orbita, posem S, és el normalitzador, Ng(.5).

Exercici 2.4.8. Si l'ordre d’un grup G és 96, aleshores G no és simple.

Demostracio. Cal trobar un subgrup normal de G que no sigui ni el normal ni el total. Si trobem
un p-subgrup de Sylow (un wnic p-subgrup de Sylow) és normal i, per tant, ja hauriem acabat.
Fem la factoritzacié de 96 = 2°-3 i obtenim que ny és ny | 3ime = 1 (mod 2) i, per tant, ny = 1
ony =3. Alavegada, nz | 2° in3 21 (mod 3) i ng = 1,4,16. Recordem que n,, és el nombre
de p-subgrups de Sylow que tenim en G.

1. Si ny = 1, I'nic subgrup de Sylow és normal en G pel segon teorema de Sylow, |Sy| = 2°

i Sy és p-subgrup propi i no trivial. Per tant, G no és pas simple.
2. Si ng = 3, posem X = {2—subgrups de Sylow} = {H;, Hy, H3}. Considerem ’acci6 per

conjugacio p:
p: GxX — X

@ G  — Perm(X)~S;. (247)

El subgrup ¢ no pot ser ni el trivial ni el total. Si ker(p) = G, aleshores xH;x~! = H; per
a tot x € G, que voldria dir que H; << G i aix0 implicaria que només hi ha un p-subgrup,
pero hi ha tres per hipotesi (ny = 3 implica que tenim H;, Ho, H3, com ja hem comentat);
per tant, no pot ser el subgrup trivial. Tampoc pot ser el subgrup total: si ker(¢) = {e},
pel primer teorema d’isomorfia tindriem que G' ~ im(p) C S5 1 |G| < |S3] = 6, la qual
cosa contradiu que |G| = 96. Aixi doncs, ker(¢) és subgrup normal de G diferent de {e} i
també de G: G no és simple.

|

Exercici 2.4.9. Considerem G un grup tal que l'ordre de G és 3304.

1. Proveu que G té un subgrup normal H d’ordre 59.
2. Proveu que G té un subgrup d’ordre 413.

3. G/H no és simple.

/. G és resoluble.

Demostracio. Factoritzant, ens queda que 3304 = 23 -7 -59. Un subgrup de G d’ordre 59 és un
59-subgrup de Sylow:

segon teorema d’isomorfia

nso =1 (mod 59)
T59 | 56

> el 59-Sylow és normal en G.

(2.4.8)
Considerem H el subgrup Sylow de G d’ordre 59. Factoritzem el 413 i obtenim 413 = 59 - 7.
Si apliquem el teorema de Sylow obtenim que existeixen 7 subgrups de Sylow de G. Com que

}:>n59:1
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Teoremes de Sylow 2.4.10

7 divideix exactament l'ordre del grup G, aquests subgrups han de tenir ordre 7. Sigui F' un

subgrup de Sylow de G.

HF F
?sg} —> HF és subgrup deGiFZFmH. (2.4.9)
Com que aquests dos grups son isomorfs, els indexs [HF : H|i [F': FNH] han de coincidir i hem
de veure l'ordre de la interseccio, |F'N H|. Si la interseccio és buida, obtenim |HF| = |H| - |F)|.
[H|-|F]

[HF : H|=[F:FNH] = |HF| = (2.4.10)

|[FNH|
Com que H és grup (i subgrup normal) d’ordre 59, els elements diferents d’e, tenen ordre 59 (59
és un nombre primer i podem aplicar una proposicio de teoria). Analogament, els elements d’F
diferent del neutre tenen ordre 7. Per tant, H N F' = {e} i |HF| = |H|- |F| = 413.

Per al tercer apartat, |G/ H| = 23-7. Definim 7, el nombre de p-subgrups de Sylow de G = G/ H.

;=1 (mod 2)

|7 } — My =1VT. (2.4.11)

I per a n7:
mr=1 (mod 7)} — T =1VS. (2.4.12)
n7 | 8
1. Si @7 = 1, I'anic 7-subgrup de Sylow és normal en G i, per tant, G no és simple.
Sim; =8, Hy 1 H} son 7-subgrups de Sylow tals que H; N H, = {e}. G tindria 8 - 6 = 48

elements d’ordre 7 i, per tant, G té 56 — 48 elements d’ordre diferent que 7. G té almenys

\}

un 2-subgrup de Sylow d’ordre 8.
3. Si Mz = 1, Itnic 2-subgrup de Sylow de G és normal i G no és simple.
Pel que fa a I"altim apartat, H C G. Com que H és resoluble, solament ens falta veure que G/H
és resoluble per implicar que G és resoluble. Dins de G tenim un H; normal i ciclic, aix{ doncs
resoluble, i |G/ Hy| = 2° és resoluble pel fet de ser p-grup. Per tant, G resoluble. |

Exercici 2.4.10. Sigut G un grup finit d’ordre 2p, on p és un nombre primer més gran que 2.

Demostreu que, o bé G és ciclic o bé que G és 1somorf al grup diedral Ds),.
Demostracio. Denotem per ng el nombre de 2-Sylows i per n, el nombre de p-Sylows. Aplicant
el tercer teorema de Sylow obtenim el segiient:

ny =1 (mod 2)
na | p

n,=1 (mod p)

0 |2 } — n,=1. (2.4.13)

} — n2:1ap;

Per tant, tenim un tnic 2-Sylow S, 1 S, < G. Siny = 115, és el 2-Sylow, pot veure’s que
G = 555,. Suposem ara que ne = p i sigui Sy un 2-Sylow, aleshores podem escriure Sy = (y) ¢
S, = (x) 1, per tant, yzr ¢ (z) amb la qual cosa ord(yxz) = 2 de manera que yryr = e =

yry = 'y i tenim que:
G = (z,y| ord(z) = p,ord(y) = 2, yzy~' = z) = D, (2.4.14)
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2.4 Accions d’un grup sobre un conjunt

Exercici 2.4.11. Sigui |G| = p?, amb p primer. G és ciclic o bé G és isomorf a C), x C,,.

Demostracio. Qualsevol element de G té ordre 1, p o p* (un divisor de |G|). Si G té elements
d’ordre p?, aleshores G és ciclic (ja que |G| = p?). Altrament, és a dir, si G no té elements d’ordre
p? is6n d’ordre 1 o bé d’ordre p, podem usar que tot p-grup té centre no trivial (1 < |Z(G)| < p):

1Z(G)| <p = Fz € G| ord(z) =p, z € Z(G). (2.4.15)

(x) té ordre p. Agafem y € G\ (z) i com, en particular, no ¢és el neutre, necessariament

ord(y) = p. Volem veure que G = (z) x (y) ~ C, x C,. En efecte:
1€ Z(G) = ry=yz,Vye G = 'y =¢y'2' = ()N (y) = {e}. (2.4.16)

Aquesta ultima implicacié es dona perquée si (x) N (y) # {e}, tindriem que (x) = (y), pero
y ¢ (x). Si (x) i (y) estan en producte directe i (z) x (y) té ordre p* i (x) x (y) = G. |

Observacio 2.4.12. Recordem que cada vegada que determinem n, estem resolent congruéncies

de l'estil, aplicat a ’exemple anterior:

n13\32-29 n29|32~13
29=3 (mod 13) (2.4.17) 3-13=10 (mod 29) (2.4.18)
29-3=3-3=9 (mod 13) o 32-13=30=1 (mod 29).
29-32=3-3=27=1 (mod 13)

Exercici 2.4.13. i |G| = 3393 = 3%-13-29. Trobeu que G té un subgrup normal d’ordre 13 o
un d’ordre 29. Proveu que G és resoluble. Proveu que G té un unic subgrup d’ordre 13 - 29 que

és normal.

Demostracio. Per veure que G té un subgrup normal d’ordre 13 o un d’ordre 29, hem d’aplicar

els teoremes de Sylow:

ni3 =1 (mod 13)
13 | 32 - 29

ngge =1 (mod 29)

} — ny3=1,3-29 oo | 32 - 13

} - n2921,32'13.

(2.4.19)
Ara, si ny3 # 11 ngg # 1 (no podem trobar un unic subgrup normal d’aquests ordres), aleshores

cal que ny3 = 3%2-29 i ngy = 32 - 13.

G té 3%-29 - 12 elements d’ordre 13

p— 2 . 2 . . 2 . .
O t6 32 13 28 clemonte d'ordee 29} — |G| =3%.377<32.29-12+3%.13-28. (2.4.20)

Per tant, un dels n, (no els dos, o I'un o 'altre) és 1 i, per tant, tenim un tnic p-subgrup normal.
Ara vegem que G és resoluble: si ngg = 1, Hog << G. Com Hyg és ciclic d’ordre primer, Hag és

resoluble. Pel teorema de Lagrange i els de Sylow, separadament:

nig =1 (mod 13)

=3%.13,
7”L13’9

G
— — = 1. 2.4.21
‘Hm } n13 ( )
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Teoremes de Sylow 2.4.14

Si posem G = H%s, té un tnic 13-Sylow i G és normal. Per acabar de veure que G és resoluble,
G

== 32 (el seu ordre és una poténcia de p, un p-grup). Per tant,

Hi3 és ciclic d’ordre primer = resoluble

G/H,3 és p-grup = resoluble (24.22)

Has i G resolubles impliquen que G és resoluble. Finalment, G' té un tnic subgrup d’ordre 13-29,

el qual és normal: si ngg = 1,

G

7:G— G=—,
Hg

|7~ (H)| = 29|H]|. (2.4.23)
Hi ha una correspondéncia bijectiva entre els subgrups de G que contenen Hyy (3 7 '(H)) i els
subgrups de G (3 H). Com que H <G, aleshores 77 (H) <1G (és resultat de teoria, I'antiimatge
d’un normal també és normal). Si H és subgrup de G d’ordre 13 -29, H té un subgrup normal
d’ordre 29, que és subgrup de G. Per tant, és Hag. Com G té un tnic subgrup d’ordre 13, G té
un dnic subgrup d’ordre 13 - 29.

Efectivament, Hi3Ho9 és subgrup de G que té ordre 13 - 29 i, en conseqiiéncia, Hy3Hsg és 'inic
subgrup de G d’ordre 13 - 29, que anomenarem F'. Si suposem nog = 1, tot 13-Sylow de G és
subgrup de "inic subgrup de G d’ordre 13 - 29 i n’és un 13-Sylow a F"

nig = 1 (mod 13)

= ny3 =1 = G té un tnic 13-Sylow. (2.4.24)
13 | 29

|
Exercici 2.4.14. Troba l’ordre del grup G = (a,b | a® =10 =1,aba"*b=1).

Demostracio. D’a® = 1, podem concloure que a té ordre 5 o bé té ordre 1. De manera analoga,
b té ordre 4, 0 2, o 1. Pero no podem concloure a priori que els ordre sén exactament 4 i 5. Com
podem afrontar els problemes de grups determinats per relacions? Malauradament, no tenim
cap manera sistematica que ens garanteixi ja no una resposta adient, sin correcta.

En aquest cas, la relacié aba™'b = 1 ens dona que aba™' = b~! i, per tant, que ab~'a™! = b.
Aixo ens diu que ab~! = ba, de manera que podem extreure tota expressié que involucri a i b i
anorrear cap b que ens aparegui a I'esquerra d’una a intercanviant ba per ab=.

Podem escriure tot element d’aquest grup de la forma a‘b’ amb 0 <i <410 < j < 3. De fet,
podem dir més: com que aba™! = b7 i ab~ta~! = b, tenim el segiient.

aba™t =0b"!

a’ba* =ab'a' =b

a*ba™® =aba™' =b7! (2.4.25)
atba™ =ab a7 =b

a’ba® =aba"t =b7!
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2.4 Accions d’un grup sobre un conjunt

Pero a® = 1, de manera que a’ba—> = b. Concloem que b = b~! i b? = 1; podem reduir la tercera
relacié a aba™! = b <= ab = ba. Aixo vol dir que 'ordre mazim del grup és 10, donat que
cada element es pot escriure com a’t’/,0 <i<4,0<j < 1.

Per a provar que l'ordre de G és exactament 10, notem que el grup ciclic d’ordre 10, Cy =
(z | 1% = 1) té elements que satisfan les relacions z* = 1 i z° = 1. El mapa definit per a — 2
i b — 2° indueix un morfisme G — Cly, i com Cjy = (x?, 2°), és exhaustiu. Aixi doncs,
|G| > 10, pero com abans hem vist que |G| < 10, ens queda que |G| = 10. El mapa que hem

trobat indueix un morfisme bijectiu i G resulta un grup ciclic d’ordre 10. |
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Grups abelians finitament generats

En aquest capitol, considerarem grups abelians i denotarem 1’operacié del grup com a suma,
I’element neutre per 0, 'element simétric d’un element x per —x. Si (F,+) és un grup abelia,
x € B,n € Z, posem
T+ -t sin>0
ne:= 40 sin=0 (3.0.1)
(—x)+ - +(—x) sin<0
Anomenarem suma directa el producte directe de grups abelians i el denotarem per @&. Haviem
vist que un grup finit és finitament generat pero no reciprocament. El grup Z i, més generalment,
la suma directa Z®- - -@Z d’un nombre finit de copies de Z soén grups infinits finitament generats.

Proposicio 3.0.1. St A és un grup abelia finitament generat, existeiz un enter r > 0 i un grup
finit F' tals que
A~TZx - XL xF (3.0.2)

i es diu rang d’A, F es diu subgrup de torsid.

Proposicié 3.0.2. Sigui F un grup abelia finit, |F| = pi* - -p';", amb pi,...,p; nombres pri-
mers, diferents dos a dos. Aleshores, ' ~ Fy X --- X F; és subgrup abelia d’ordre pfi, 1< </,
Per a1 <r </, existeix un enter s; i enters k;, > --- > k:Z-Si > 0 tals que k; = ki, +--- + kisi'

Fy = Fyy x---x F;_, amb Fy; grup ciclic d’ordre pfij. Els enters pfij es diuen divisors elementals

de F'. Dos grups abelians finits amb els mateizos divisors elementals son isomorfs.

Exemple 3.0.3. Els grups abelians d’ordre 200 = 23 - 52. Notem que podem escriure:

3=24+1=1+1+1

P14 (3.0.3)

Quan tenim dos p-grups ciclics tals que el producte és ciclic i els dos ordres sén primers entre

ells, el producte cartesia dels dos és isomorf al grup ciclic que surt de fer el grup del producte
dels dos ordres. En forma d’exemple:
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(3,2) Z]8 x Z]25 ~ 7/200 (24 1,2) Z/AXZ]2xZ]25 ~7Z]4x Z]50
(3,1+1) 7/8 x 7.)5 x 7/5 ~ 7,/40 x Z./5 (2+1.2+1) Z/4AXZ/2xL/5~Z/20XZ[10 .
(1+1+1,2) Z]2 X Z]2xZ]2 X Z]25 ~7/50 X Z]2 X 72 (3.0-4)

(I+14+1,14+14+1) Z/2XZ)2X7Z)2xZ/25~7/10 x Z/10 X Z/2

En altres paraules, hem d’escriure totes les possibles particions dels grups primers i podem associar factors tenint en compte el
producte directe de grups. Podem fixar I'ordre que vulguem i podem descriure exactament tots els grups abelians que tenen aquest

ordre.

Podeu trobar una extensié d’aquest capitol a I’ Apéndiz, aixi com altres continguts de grups que no s’han donat a les classes.

SIB.IQ[IS% justrejiuyg sueijoge sdru{)
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vV

Anells

4.1
DEFINICIONS

Definicié 4.1.1 (Anell). Es un conjunt A no buit dotat de dues operacions internes, la suma i
el producte, tals que:

e la suma és associativa, commutativa, amb element neutre 0 i oposat (és grup abelia amb
la suma),

e el producte és associatiu ((ab)c = a(be)) i distributiu (a(b+c¢) = ab+aci (b+ca) = ba+ca)
respecte de la suma.

Si, a més, el producte és commutatiu (ab = ba), direm que A és anell commutatiu. Si A té

element neutre pel producte (14-a =a-14 = a), direm que és un anell amb unitat.

Exemple 4.1.2.

e 7 és anell commutatiu i unitari (amb la suma i el producte com a operacions internes).
e R[X] és anell commutatiu i unitari (amb la suma i producte de polinomis).

o M, ,n(R) és anell unitari i no commutatiu per a n > 2.

e També podem considerar I'anell trivial, A = {0}.

Definicié 4.1.3 (Element invertible). Un element @ d’un anell amb unitat A es diu invertible
si té invers a A. Si a és element invertible de I'anell A es compleix ab =0 = b = 0, ja que
ab=0 = a'(ab) =a'-0=0, i daltra banda, a ' (ab) = (¢ 'a)b=1-b=1b.

A* ={a € A| a és invertible}, A* és grup amb el producte d’A. (4.1.1)
Es diu que A* és grup multiplicatiu de 'anell A.

Definici6 4.1.4 (Cos). Un cos és un anell commutatiu amb unitat en qué tot element no nul

és invertible.

Exemple 4.1.5. Q,R,C, amb la suma i el producte usuals, son cossos.

Proposicio 4.1.6. Sigui A un anell, a € A. Aleshores, a0 =0 i 0a = 0.

Demostracio. Es resultat directe de la definici6 d’anell a0 = a(0+0) = a0+a0 = a0 =0. M

Definicié 4.1.7 (Subanell). Sigui A un anell. Un subanell d’A és un subconjunt no buit B d’A
tal que:

e (B,+) és subgrup d’(4,+).
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4.1 Anells

e B és tancat respecte del producte d’A: b, € B = bb' € B.
A partir d’ara, anell = anell commutatiu i unitari

Definicié 4.1.8 (Divisor de zero). Un element a d'un anell A, a # 0, es diu divisor de zero si
existeix b € A,b # 0 tal que ab = 0.

Exemple 4.1.9. Per exemple, posem A = Z/67Z. Agafem 2 € Ai 3 € A. La seva multiplicacié
ens dona la classe del 0,2-3=2-3=6=0 ¢ A.

Definicié 4.1.10 (Domini d’integritat). Sigui A un anell. Diem que A és un domini d’integritat
si no té divisors de zero. Si A és domini d’integritat i prenem a,b € A tals que ab = 0, aleshores
a=0o0béb=0 (o, per contrarreciproc, a # 0,b #0 = ab # 0).

Definicié 4.1.11 (Subcos). Un subanell B d'un cos K és subcos de K si per a tot z € B\ {0}
iz7!' e B.
Exemple 4.1.12. 7Z és subanell de Q i Q és subcos de R.

Definicié 4.1.13 (Centre). Sigui A un anell. El centre d’A és el conjunt d’elements que com-
muten amb tot element d’A; aixd és, Z(A) = {z € A | az = za,Va € A}.

Proposicio 4.1.14. El centre de tot anell és un subanell.

Demostracio. Sigui A un anell 1 Z(A) el seu centre. Sia € A, aleshores 0a =0 =a0,10 € Z(A).
Prenem y, z € Z(A) qualssevol. Per a tot a € A tenim a(y — 2) = ay —az = ya— za = (y — 2)a,

pel fet que y, z son del centre. Aixi, y — z € Z(A). De la mateixa manera, ayz = yaz = yza i
yz € Z(A). |

Corol-lari 4.1.15. Si A és un anell commutatiu, el seu centre és tot A; és a dir, A= Z(A).

Proposicio 4.1.16. Sigui A un anell 1 a € A. Aleshores, que a sigui invertible implica que a

no és diwisor de zero. Per tant, tot cos és domini d’integritat.

Demostracio. La demostracié ve donada per la definicié que hem fet d’element invertible, 4.1.3:
si a és element invertible de I'anell A es compleix ab = 0 = b =0, ja que ab = 0 =
a 1(ab) =a™'-0=0, i d’altra banda, a~!(ab) = (a*a)b=1-b=0. |

Proposicio 4.1.17. Si A és domini d’integritat, aleshores A[X] és domini d’integritat.

Demostracio. Siguin P(zx), Q(x) dos polinomis no nuls, posem n el grau de P i m el grau de Q;
a, el coeficient de X™ en P i b, el de X™ en (). Aleshores, el coeficient de X" en P() és
anb, # 01, per tant, PQ # 0.

P(X)=apz"+ - +,Q(X) = bpz™ + - - -

P(X)Q(X) = apb,z™™™ + -+ £ 0. (4.1.2)

Aix0 es dona per la definicié de domini d’integritat. |
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Definicions i primeres propietats 4.2.2

Exercici 4.1.18. Proveu que tot domini d’integritat finit és un cos.

Demostracio. Podem dir que un cos és aquell on tot element no nul és invertible. Sigui A
un domini d’integritat. Aleshores, per definici6 ab = 0 <= a = 00 béb = 0, que, pel
contrarreciproc, és equivalent a considerar que ab # 0 <= a # 01 b # 0. Volem veure que per

a tot a # 0, a és invertible. Sigui una funci6é f definida de la segiient forma:

fi A — A

(4.1.3)
r +—— ax

f és injectiva, ja que donats =,y € A tenim que:

a=0

fle)=fly) = ar=ay <= a(z —y) =0 < Ty =0

} = f ésinjectiva. (4.1.4)
Com l’endomorfisme f: A — A és una aplicacié amb A finit i f injectiva, f és bijectiva. En
particular, f és exhaustiva i, per tant, existeix b € A } f(b) =ab=11ab=ba =1 pel fet que
A és commutatiu. [ ]

Exercici 4.1.19. Caracteritzeu, en funcio del nombre enter m > 1, quins son els elements in-
vertibles i quins els divisors de zero de l'anell Z./mZ. Deduiu que Z/mZ és un domini d’integritat

st, @ només si, Z/mZ €s un cos; si i nomeés si, m €s un nombre primer.

Demostracio. L’anell Z dels nombres enters és un domini d’integritat; en efecte, si m,n sén
nombres enters diferents de zero, el seu producte mn és un nombre enter diferent de zero; per
tant, I'anic nombre enter divisor de zero és 0. Generalment, per a un nombre enter n > 2, 'anell
Z/nZ admet divisors de zero si, i només si, n és un nombre enter compost. En efecte, sin =a-b
és una descomposiciéo de n com a producte de dos nombres enters a,b ¢ {0,1, —1}, llavors a i
b son divisors de zero en Z/nZ. Amb tota generalitat, la classe modul n d’un nombre enter a
és un divisor de zero en Z/nZ si, i només si, med(n,a) # 1. Si Z/mZ és un cos, tot element
excepte el neutre és invertible, és a dir, med(n,a) = 1, per a tot a representant d’alguna classe.

D’aquesta manera, n ha de ser primer. L’altra implicacié és similar. [ |

4.2
IDEALS D’UN ANELL

DEFINICIONS I PRIMERES PROPIETATS

Definicié 4.2.1 (Ideal). Donat un anell A commutatiu (i unitari), un ideal d’A és un subcon-
junt I d’A tal que

1. (I,+) és subgrup d’(A, +).
2. Ya € A,Vx € I, aleshores azx € I.

Exemple 4.2.2 (Trivial, total i ideal principal).
e Si A és anell, {0} i A soén ideals (el trivial i el total) d’A.
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4.2.1 Anells

o Sigui a € A, tal que I = {ab | b € A} és ideal d’A:

(I,+) éssubgrup d’'Aiael = T1#0
ab+ac=alb+c) e l;—ab=a(-b) el (4.2.1)
ce ANabel = cab=a(bc) € I.

Diem que [ és ideal principal. Per exemple, {0} = (0) i A = (1) son ideals principals.

Proposicio 4.2.3. Totideal I deZ és igual a (m), per a algun enter naturalm. A Z, (m)N(n) =

(mem(m,n)).

Demostracio. Per 1.1.14, tot subgrup de Z és isomorf a (m), per a algun enter natural m, i (m)
és també un ideal de Z. |

Proposicio 4.2.4. Tots els ideals de [’anell dels nombres enters, 7, son principals.

Demostracio. En efecte, tot ideal és, en particular, un subgrup additiu; i tots els subgrups
additius de Z sén generats per un sol element; és a dir, de la forma nZ, amb n > 0. Per tant,
tots els ideals de ’anell Z so6n principals. |

Corol-lari 4.2.5. Siguin € Z,n > 2. Tots els ideals de l’anell Z/nZ son principals.

Demostracio. Tot ideal de Z/nZ és la imatge per la reduccié modul n,Z — Z/nZ, d'un ideal
de 7Z; i la imatge d’un ideal principal per un morfisme d’anells és un ideal principal de la imatge.
Equivalentment, és suficient recordar que Z/nZ és un grup ciclic, de manera que tot ideal, com
que en particular és un subgrup additiu, admet un sol generador. [ ]

Observacio 4.2.6. Com que els ideals de Z s’identifiquen amb els nombres naturals n, i la
relacio d’inclusio d’ideals és la relacio de divisibilitat en N, resulta que els ideals de Z/nZ estan
en correspondéncia bijectiva amb els divisors naturals de n. En efecte, per a m,n € N, és

mZ C nZ si, i només si, m és miltiple de n.

Definicié 4.2.7 (Domini d’ideals principals). Si A és domini d’integritat i tots els ideals d’A

son principals, diem que A és un domini d’ideals principals (DIP).
Proposicio 4.2.8. Si K és cos, Uanell K[X] és domini d’ideals principals.

Demostracio. Com K és un cos, és domini d’integritat, i K[X] també ho és. Sigui ara I un ideal
de K[X]. Si I = {0}, tenim I = (0). Si no, I té elements no nuls; per tant, amb grau més gran
o igual que 0. Sigui P un element de I'ideal I amb grau minim entre els elements no nuls de I.
Vegem que [ = (P):
I D (P) Pel fet que P pertany a I.
I Cc(P) Si A€ I, fem la divisi6 euclidiana d’A entre P: A = PQ + R, amb gr(R) < gr(P) i
0 <grR. Ara, R=A — PQ € I implica que R = 0, per l'elecci6 de P (grau minim). Per
tant, A = PQ € (P).
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Operacions amb ideals 4.2.13

Com que hem demostrat les dues inclusions, ja hem obtingut el que voliem. ]

Definicié 4.2.9 (Divisor). Si A és un anell, amb a,b € A, diem que a divideix b si existeix
c € A tal que b = ac. Ho denotem per a | b. Clarament, a | b <= b € (a).

Exercici 4.2.10. Demostreu que l’ideal (2, X) de Z[X] no és principal.

Demostracio. Es veu clarament que el terme independent és parell:
I=(2,X)={ax" + -+ ax + ag | ag és parell}. (4.2.2)

Ara, suposem una funci6 f tal que I = (f(z)) per a algun f(z) € I. Si f és un polinomi
constant, aleshores (f(x)) conté solament els polinomis amb coeficients parells (no obtenim x).
En canvi, si f(z) és de grau més gran o igual que 1, els polinomis diferents del nul que es troben

a (f(z)) tenen grau com a minim 1 (no obtenim 2). Per tant, I no és de la forma de (f(x)). M

Exercici 4.2.11. Siguin A un anell i f,g € A[X].

1. Demostreu que si g és monic, aleshores existeizen polinomis q,r € A[X] tals que f = gq+r,
ambr =0 o bé gr(r) < gr(g). Demostreu que q i v son unics per a aquestes condicions.
2. Doneu un exemple de no-unicitat i un de no-existéncia del parell (q,7) en cas que g no

Stqui monic.

Teorema 4.2.12. Sigui A un anell unitari (amb element neutre pel producte). Si I és un ideal
d’A i conté una unitat (un element invertible), aleshores I = A.

Demostracio. Sigui uw € I una unitat. Per ser u una unitat, 1 = vu~' € I. I per a tot a € A,
també tenim a = la € I (per la definicié d’ideal). Per tant, I = A. [

OPERACIONS AMB IDEALS

Sigui A un anell i {I,};c7 una familia d’ideals d’A. La interseccio:
() I és ideal d’A. (4.2.3)
JET
Si S és un subconjunt de I’anell A, no necessariament finit, I’ideal generat per S és la interseccio
de tots els ideals d’A que contenen S. El denotem per (S)4 o (S). Clarament, si S = 0,

(5) = {0}.
Proposicio 4.2.13. Si S és subconjunt no buit de ’anell A:

(S)A:{b1a1—|—~--—|—bkak } k’GN;CLl,...,CLk GS;bl,...,bkEA}. (4.2.4)

Demostracio. Clarament, el conjunt S" = {bja; + - - - + bray ‘ keN;ay,...,a € S;by,...,b, €
A} és un ideal que conté S i, si I és ideal d’A contenint S, ha de contenir S’ per la definici6
d’ideal. m

63



4.2.2 Anells

Notacié 4.2.14. Si S = {ay,...,a,} és un subconjunt finit de 'anell A, posem ({ay,...,a,}) =

(a1,...,a,).

Definicié 4.2.15 (Ideal suma). Donats dos ideals I, J de 'anell A, posem I + J el conjunt dels
elements de I'anell A que sén suma d’un element d’/ i un element de J. Clarament, I + J és un
ideal d’A i és I'ideal d’A generat pel conjunt I UJ. Anomenem [ + J ["ideal suma de Ii J. Més
generalment, si {/;},cs és una familia d’ideals d’A:

L’ideal suma ZIj és 'ideal generat per U ;. (4.2.5)
jeg jeg

Proposicio 4.2.16. Si {[;};cs és una familia d’ideals d’A:

Y Li={a+ - +a|keN, .. k€T ia €I;,1 <i <k} (4.2.6)
JjeT
Demostracio. El conjunt {aq + - -+ + ay, } keN;ji,....jn € Tia; € 1;,1 <i <k} ésideal de
l’anell A, conté Ujej i esta contingut en tot ideal I d’A que contingui Ujej I;. |

Definicié 4.2.17 (Ideal producte). Donats dos ideals I,.J de l'anell A, posem I.J el conjunt
dels elements de I'anell A que sén producte d’un element d’/ i un element de J.

[J:{G1b1+"'+(lkbk | kEN;ai EI,bi € J,l §z§k} (427)

Anomenem I.J [’ideal producte de I i J. Més generalment, si Iy, ..., [ son ideals d’A, posem
I - - - I} I'ideal generat pel conjunt dels elements de ’anell A que sén producte d’un element d’I;,
un element de I, i aixi fins un element d’l;. Diem que I --- I} és 'ideal producte dels ideals
I, ... 1.

Esta format pels elements de 'anell A que s6n sumes finites d’elements de la forma a; - - - ay,
amba;, € i1 <i<k. Clarament, I,---I, C Iy N---NI;. Sil és un ideal, posarem I* per
denotar el producte de 'ideal I amb ell mateix k& vegades.

Exercici 4.2.18. Siguin I, Jy, Js ideals d’un anell A. Proveu que:
LI+(hNnh)c(I+7)N{T+Jy). SilCJyobélCJy llavors tenim igualtat.
2. IN(Si+J)DUNJ)+UNJdy). SilDJyobél D Jy, llavors hi ha igualtat.
9 I+ J) = (L) + (IJs).
L+ D) (N ) C T

Demostracio. Ens haurem d’ajudar de les definicions que hem introduit fins ara i, també, de
teoria de conjunts:
e Sigui a € I+ (J1NJy). Per definici6 d’ideal suma, podem escriure a = a3 +as,a; € I, a9 €
(J1 N J2). Per tant, podem afirmar que:

acel+J, jaqueas€;

acl+Jy, jaqueay€ Jo (4.2.8)
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Operacions amb ideals 4.2.20

Aix{ doncs, a € (I + J1) N (I + J3). Com aquest raonament val per a tot a € A, la inclusio
queda demostrada. Suposem I C J; (I C Js es provaria de manera analoga). Aleshores,
donat a € (I + J1) N (I + J3) tenim que a € Jyia € [+ Jy, és a dir, que a = a; +ay € J;
amb a; € I,a3 € J3 (ag € J1,as € J3) 1 es compleix laltra inclusio.

e Siguia € (INJy)+ (INJy). Analogament a apartat anterior, a = ay +azsiay € INJy i
as € INJy. Siay,a0 € 1,a € 1. Alavegada, a; € J; i ay € Jo, respectivament. Obtenim,
doncs, a € I N (J; + Jo).

I1D>J = aG[ﬂ(J1+J2)Ea€[/\a1€J1CI/\CL2€J2,iagef(aef). (429)

Analogament per a I D Js.
e Ara hem d’usar les propietats de I'ideal producte. En aquest, cas, tenim que:

I(J1+J2) :{al(b1+b2) ‘ aGI,b:bl—i—bQE J1+J2},

(I) + (IJs) = {arby +ashs | a; € I,by € J1,by € Jo}. (4.2.10)

Amb les definicions ja es veu de manera prou clara la igualtat.
e Sigui a € (J; + Jo)(J1 N J2). Provarem que a € J;Jo. En efecte, per definicié tenim que:

a = Zylzlayl € Jl + JZ;ZZ' € Jl N J2 — a = Zyﬂzi + Zyigzi c J1J2. (4211)

e Sigui a € (J; + Jo)(J1 N Jy) C JiJy. Podem escriure a com a combinacio6 lineal de termes
Jl + J2 i Jl N JQ, és a dir:

n n

a=ab+- -+ anbn — a = Z(aﬂ + aig)bi — a = Z ailbi + Zaﬂbz-. (4212)
i=1 i=1 i=1
Aixi, a € (IJ}) + (I.J2).

Ja hem provat tots els apartats. [ |

Exercici 4.2.19. Siguin I, J ideals d’un anell A. Proveu que (I : J)={a € A|abe I,Vb € J}
és un tdeal d’A.

Demostracio. Se segueix de la definicié d’ideal: si (I : J) és ideal d'un anell A és un subconjunt
(I:J)d’Atal que (I :J,+) és subgrup d’'(A,+)iar € ([ :J),ac A,z € (I :J). En efecte:

o (I:J,+) és subgrup ja que ac —bc € I,Yc € J, amb a,be (I :J),jaqueac € [ibcel
per la sel-lecci6 d’a i b. Fixem-nos que ac — bc € I[,Ve € J <= (a —b)c € I,Vc € J i,
aixi, a — b € (I : J) (si recordem de Grups, per provar que és subgrup és suficient amb
demostrar que xy~! és tancada).

e Per altra banda, siguin a € Aix € (I : J) qualssevol. Per definici6 de (I : J), xb € I. Pel
fet de ser I un ideal, també azb € I, per a tot b € J. Per tant, ax € (I : J).

Havent provat les dues condicions d’ideal, ja podem dir que (I : J) és un ideal d’A. [ |

Exercici 4.2.20. Sigui A un anell. Proveu que A és cos, si i només si, els seus unics ideals
son (0) 1 A.
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4.4.1 Anells

Demostracio. Provarem el resultat per a ambdues implicacions:
= Sigui [ un ideal d’A. Si I = {0}, ja hem acabat, aixi que sigui 0 # a € A. Aleshores, a és
una unitat pel fet de ser A un cos i, per 4.2.12, [ = A.
< Solament ens cal provar que tot element diferent de zero té inversa. Per tant, sigui a # 0
un element d’A. Tenim que (a) # (0), ja que a # 0; per tant, (a) = (1) = A.
I ja hem acabat. [

4.3
ANELL QUOCIENT

Proposicié 4.3.1 (Anell quocient). Sigui A un anell i I un ideal d’aquest anell A. Aleshores,
A/I és anell. En particular, direm que A/l és lanell quocient d’A per 1.

Demostracio. Si I és un ideal d'un anell A, (I,+) és subgrup del grup commutatiu (A4, +). Per
tant, podem definir el quocient A/I i sabem que A/I és grup quocient commutatiu, amb la suma
definida per [a] + [b] = [a + D], per a [a], [b] classes en A/I dels elements a,b € A. Volem veure

que podem definir un producte en A/I per [a][b] = [ab] i que, amb la suma i el producte que
hem definit, A/I és anell.
1. Veiem primer que el producte esta ben definit. Sia’,d’ € A son tals que [a] = [a'] i [b] = [V],

tenim @' =a+x, ¥’ =b+y, amb z,y € . Per tant:
at = (a+z)(b+y) =ab+ zb+ ay + xy. (4.3.1)

Per la definici6 d’ideal b+ ay + zy € I, per tant, [a'b/| = [ab] i el producte d’A/I esta ben
definit.

2. Clarament, el producte d’A/I és associatiu, commutatiu i distributiu respecte de la suma,
per ser-ho el d’A, i [1] és element neutre pel producte d’A/I.

Per tant, A/ és 'anell quocient d’A per I. |

44
MORFISME D’ANELLS

PROPIETATS BASIQUES DELS MORFISMES

Definicié 4.4.1 (Morfisme d’anells). Si A, A’ son anells, una aplicaci6 f : A — A’ és morfisme
d’anells si compleix:

fla+b) = f(a) + f(b) i fab) = f(a)f (D), (4.4.1)

per a tot parell d’elements a,b d’A, i f(14) = 14. Notem que si f : A — A’ és morfisme
d’anells, aleshores f és morfisme de grups d’(A, +) en (A’ +).

Observaci6 4.4.2.
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Propietats basiques dels morfismes 4.4.9

1.Sif:A— A’ és morfisme d’anells i @ és un element invertible d’A, aleshores f(a) és
invertible i f(a™') = f(a)~'. En efecte, tenim: aa™! =1, = f(a)f(a™ ') = faa™t) =
f(la) = 1a.

2. Diem que A* és el conjunt d’elements invertibles d’A i que B* és el conjunt d’elements
invertibles de B. En particular, A* és grup amb el producte d’A i B* és grup amb el
producte de B.

3. Amb aix0, tenim que f|4+ : A* — B* és morfisme de grups.

Definicié 4.4.3 (Morfisme injectiu). Si f : A — A’ és morfisme d’anells, el nucli de f és
ker(f) ={a € A | f(a) = 04/}; és a dir, el nucli de f com a morfisme de grups. Tenim, doncs,

que f és un morfisme injectiu si, i només si, ker(f) = {04}.
Exemple 4.4.4. Si I és ideal d’A, I'aplicacio

T A — A/l
o (4.4.2)

és morfisme d’anells. S’anomena morfisme de pas al quocient.

Proposicié 4.4.5. Si f: A — A’ és morfisme d’anells, ker(f) és ideal d’A iim(f) és subanell
d’A’.

Demostracio. Sabem que ker(f) és subgrup d’(A,+) i im(f) és subgrup de (A’,+). Sigui ara
a€ Aix e ker(f). Tenim:

flax) = f(a)f(z) = f(a) - 0=0; (4.4.3)

per tant, ax € ker(f) i ker(f) és ideal d’A. Siguin o', € im(f). Podem posar a’ = f(a) i
b' = f(b), per a certs a,b € A. Per tant, a't/ = f(a)f(b) = f(ab) € im(f) i im(f) resulta ser un
subanell d’A’. ]

Observacio 4.4.6. Recordem que en teoria de grups tant el nucli com la imatge per un ho-
momorfisme de grups séon subgrups, perd amb el resultat anterior hem vist que el nucli d’un
morfisme ¢ és, rarament, un subanell. Tot i que compleixen quasi totes les propietats d'un
subanell, quasi mai contenen la identitat multiplicativa. El resultat el concretem en el segiient

teorema.

Teorema 4.4.7. Sigui f : A — A" un morfisme d’anells. La imatge per f és un subanell d’A’,
pero ker(f) és subanell d’A si, i només si, A’ = {0}.

Observacio 4.4.8. De la mateixa manera, la imatge d’un ideal per un morfisme d’anells habi-
tualment no és un ideal. Per exemple, la imatge de 7 per la inclusio Z — Q.

Exercici 4.4.9. Siguin Jy, Jy ideals d’un anell A, m : A — AJJy im : A — A/Jy els
corresponents morfismes de pas al quocient. Considerem 'anell producte directe (A/Jy) x (A/J2)

i el morfisme:
p: A — (A)J) x (A)Js)

o s (m(a), m(a)) (1.44)

@ €s morfisme ezhaustiu si, i només si, JJy + Jo = A. ¢ €és injectiu si, i només si, J; N Jo = (0).
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4.4.2 Anells

Demostracio.
1. Si ¢ és exhaustiva, en particular existeix x € A tal que ¢(x) = (1,0). Per tant, z + J; i
x + Jo = 01, aleshores:

1:(1—[L’)+ZL‘€J1+J2:J1+J2:A. (445)

Reciprocament, si demostrem que existeixen x,y € A tals que p(z) = (0,1) i p(y) = (1,0)
ja haurem acabat, ja que per a tot (a,b) € (A/J;) x (A/J2) tenim que:

play +bx) = p(a)p(y) + (b)p(x) = (a,a')(1,0) + (', 0)(0, 1) = (a,b). (4.4.6)
Arabé, 1€ A= Ji+Jo, = 1=zx+y,z € J1,y € Jyipot comprovar-se que ¢(y) = (0, 1)
ip(r) = (1,0).

2. Calculem ker(¢p) i tenim que:
(E,E)Z(O,O) <~ erl,wEJQ <— z e JiNJ. (447)

Per tant, ¢ és injectiva si, i només si, ker(yp) = J; N Jo = (0).

TEOREMA D’ISOMORFIA APLICAT A ANELLS

Definici6 4.4.10 (f factoritza a través d’un anell quocient). Siguin A, A’ anells, f: A — A’
un morfisme d’anells, I un ideal d’A i 7 : A — A/I si existeix un morfisme d’anells f : A/I —
A’ f factoritza a través d'un anell quocient si f = f o, és a dir, si el diagrama posterior és

commutatiu:

A ! , A
N
AJl
Figura 4.1: Diagrama de factoritzacié a través del quocient

Proposicié 4.4.11. Siguin A, A" anells, f : A — A" un morfisme d’anells, I un ideal propi
d’Aim: A— A/l el morfisme de pas al quocient. Aleshores, f factoritza a través d’A/1 si, i
només si, I C ker(f).

Demostracio. Hem de seguir la demostracié que vam donar per a la factoritzacié a través del
quocient (per a grups), solament ens queda veure que, si existeix f : A/I — A’ tal que f = fom,

aleshores f és 1'inic morfisme d’anells que compleix f = fox. Com f([a]) = f(a), per a a € A:

Fayr) = F([La]) = f(1a) = 15 i f([a]b]) = f([ab]) = f(ab) = f(a)f(b) = f([a]) F([b]). (4.4.8)

Amb f([14]) = 15 hem trobat I'existéncia de neutre i f([ab]) = f([a])f([b]) tenim morfisme de
grups. |
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Caracteristica d’un anell 4.4.14

Teorema 4.4.12 (Primer teorema d’isomorfia per a anells). Si A, A’ son anellsi f : A — A’
és un morfisme d’anells, aleshores [ factoritza a través d’A/ker(f) i tenim f =10 fo m, amb
f isomorfisme d’anells d’A/ker(f) en im(f), i la inclusic dim(f) en A, w: A — A/ ker(f) el
morfisme de pas al quocient. Tenim, doncs, un diagrama commutatiu:

l/T

A/ ker(f —r im(f

Figura 4.2: Diagrama commutatiu del primer teorema d’isomorfis per a anells

Demostracio. La proposicié anterior ens dona que existeix un morfisme d’anells f : A/ ker(f) —
A tal que f = fom A més, [ és injectiu, i im(f) = im(f). Per tant, f = io f amb
f: A/ ker(f) — im(f) isomorfisme d’anells definit per f([a]) = f([a]). |

CARACTERISTICA D’UN ANELL

Definicié 4.4.13 (Caracteristica). Donat un anell A (commutatiu i unitari), existeix un tnic
morfisme d’anells ¢ : Z — A. En efecte, ¢ ha de complir (1) = 14 i aquesta propietat
determina ¢, ja que, per a m € Z, tenim ¢(m) = @(1+ . +1) = mla. A més, (0) = 04.
1. Ara, ¢ definit per p(m) = ml, és morfisme d’anells. Direm que ¢ és el morfisme carac-
teristic de 'anell A.
2. El nucli de ¢ és un ideal de Z i, per 4.2.3, tenim ker(¢) = (k), per a un enter natural k
univocament determinat. Diem que k és la caracteristica de 'anell A. Posem car(A) = k.
e Sicar(A) =0, ¢ és injectiu i im(p) = Z i A conté un subanell isomorf a Z.
e Sicar(A) >0, Z/(k) =2 im(¢) i A conté un subanell isomorf a Z/(k).

La segilient proposicié aprofundeix més en aquesta idea.

Proposicio6 4.4.14.

1. 8i A és un anell de caracteristica k, existeiz un unic morfisme de Z/(k) en A i aquest
morfisme €s un monomorfisme.

2. 81t A és un anell i k un enter, k > 0, es compleix car A = k <= k és el menor enter
positiu tal que ka = 0, per a tot a € A.

3. 81 A és domini d’integritat, la caracteristica de A és o bé 0 o bé un nombre primer.

Demostracio.
1.Sif:Z/(k) — A, f(O) =141 fom és morfisme de Z en A, on 7w : Z — Z/(k) és
el morfisme de pas al quocient. Com el morfisme caracteristic f o 7 és I'inic morfisme
d’anells de Z en A, f ha de ser unic. Ara aplicant el primer teorema d’isomorfia aplicat a
anells, al morfisme caracteristic de A, obtenim un monomorfisme de Z/(k) en A.
2. Provem les dues implicacions:
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4.5 Anells

= Prenem p(m) = m - 14. Sicar(4) =k, (k) = {m | m-14 = 0} = ker(y) i (k) és el
nucli del morfisme caracteristic de A. En conseqiiéncia, k és el menor enter positiu
tal que k- 14 = 04. Aleshores, per aa € A, ka = k(14a) = (kla)a =04a =0.

< Reciprocament, si k és el menor enter positiu tal que ka = 0, per a tot a € A,
aleshores com k1,4 = 0 implica ka = 0 per a tot a € A, k és també el menor enter
positiu tal que k14 = 0 i, per tant, car(A) = k.

3. Sicar(A) = k, amb k > 0 i no primer, existeixen enters m,n amb 0 < m,n < k tals que
mn = k i els elements m14,nl4 séon divisors de zero a A. En particular, A no seria domini
d’integritat.

I ja hem acabat la demostraci6 dels tres apartats. [

4.5
IDEALS PRIMERS I MAXIMALS

Definicié 4.5.1 (Ideal primer). Sigui A un anell, un ideal I d’A es diu ideal primer si és ideal
propi (I C A) i es compleix el segiient per a tot a,b € A: abel = a€lobébel.

Proposicié 4.5.2. Sigui [ un ideal de l'anell A. Aleshores, I és primer si, i només si, A/I és

domini dintegritat.

Demostracio. D’entrada, ja sabem que a € I <= [a] = [0].
= Si [a][b] = [0], per definici6 de quocient tenim que [ab] = [0] i aixd implica que ab € I. Per
tant, a € I o bé b € I; és a dir, [a] = [0] o bé [b] = [0].
< Sigui ara ab € I. Aleshores, [ab] = [a][b] = [0] en A/I. Per tant, [a] = [0] (de manera que
a € I) o bé [b] =[0] (de manera que b € I).
[

Proposicié 4.5.3. Els ideals primers de Z son (p), amb p primer, i (0).

Definicié 4.5.4 (Ideal maximal). Un ideal I d'un anell A es diu maximal si és ideal propi i no

existeix cap ideal J d’A tal que I C J C A. En altres paraules:

ICJ — J=A

[CTCA — J:[} <= [ és maximal. (4.5.1)

Definicié 4.5.5 (Ideal maximal, alternativa). Sigui A un anell. Es diu que I un ideal d’A és

maximal si
l.silT#Ai
2. si I és contingut per un ideal J, aleshores J =1 o bé J = A.

Proposicié 4.5.6. Sigui I un ideal d’un anell A. Aleshores, I és maximal si, i només si, A/l

és un cos. En particular, tot ideal mazximal és primer.

Demostracio.
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Ideals primers i maximals 4.5.10

= Suposem [ maximal. Siguia € A/I, talquea # 0. Aixi, a ¢ [i I C I+ (a) C A =
I + (a) = A pel fet de ser I un ideal maximal. En particular, podem escriure 1 com una
combinaci6 lineal d’un element d’I i 'ideal generat per I’element a, (a): 1 = x 4+ Aa, amb
x € I,\ € A. Prenent classes modul I, obtenim:

T=7+Xa = 1=a-\ = Xésinversd’@en A/I. (4.5.2)

Aixo passa perqué T = 0, ja que x € I. Per tant, @ és invertible i hem provat que tot
element no nul d’A/I és invertible i, per tant, A/I és un cos.

< Sigui, ara, A/I un cos (I C J) i J unideal d’A tal que I C J C A. Existeix a € J amb

a¢Ital quea#0en A/I. Pel fet que A/I és un cos, existeix b € A/I tal que ab =1 (a

és invertible). Ens queda:
ab—1l=2 = l=ab—2 = 1leJ = J=A (4.5.3)

Hem usat quex € I, I C Jiab—x € J.
|

Corol-lari 4.5.7. Tot ideal maximal és primer. En particular, els ideals maximals de Z son

(p), amb p un enter primer.

Demostracio. Sigui I un ideal maximal d’A. Com ja hem vist, se segueix que A/ és cos i, per
tant, que A/I és domini d’integritat. Si A/I és domini d’integritat, I és primer. |

Demostracio alternativa. Certament, (0) no és maximal, ja que (0) € (2) € A. De la mateixa
manera, (1) no és maximal, ja que (1) = A. Sin és un nombre compost, que denotem per n = kl
per a certs k, [, tenim (n) C (k) € A1 (n) no és maximal. Finalment, sigui n un nombre primer.
Suposem que [ és un ideal d’A amb (n) C I C A. Prenem a € I\ (n). Com a no és divisible per
n i n és primer, sabem que med(a,n) = 1. Per la identitat de Bézout tenim que au + nv = 1,
perd com a,n € I, aixo implica que 1 € [ i [ = A i arribem a contradiccio. |

Proposicio 4.5.8. Sigui f : A — A" un epimorfisme d’anells i sigui P un ideal primer d’A.
Aleshores, f(P) és un ideal primer d’A’.

Observacio 4.5.9. Ara, sigui m : A — [ la projeccié canonica per a un ideal I. L’assignaci6
P +—— 7(P) amb P ideal primer ens dona una correspondéncia bijectiva entre el conjunt d’ideals
primers d’A que contenen [ i el conjunt d’ideals primers d’A/I. Com w és epimorfisme, la seva

inversa ve donada per P —— 7 }(P). Es pot veure més a l'exercici 4.7.1.
Volem veure ara que tot anell té ideals maximals. Per provar-ho, necessitem el lema de Zorn.

Definicié 4.5.10 (Element minim i minimal). Sigui S un conjunt ordenat. Diem que un ele-
ment a d’.S és minim si es compleix que a < x per a tot x € S. Clarament, si S té minim, aquest
és tnic. A més a més, diem que un element m d’S és minimal si es compleix que x € Siz < m
implica que z = m.
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Definicié 4.5.11 (Element méaxim i maximal). Sigui S un conjunt ordenat. Diem que un ele-
ment a d’S és maxim si es compleix que z < b per a tot x € S. Clarament, si S té maxim,
aquest és unic. A més a més, diem que un element m d’S és mazimal si es compleix que = € S

ix > m implica que x = m.

Definicié 4.5.12 (Cota superior i inferior). Sigui S un conjunt ordenat i 7" un subconjunt.
Una cota superior de T en S és un element b d’S tal que z < b, per a tot x € T. Analogament,

anomenem cota inferior de T en S un element a d’S tal que a < z, per a tot x € T.

Definicié 4.5.13 (Ordenat inductivament). Sigui S un conjunt ordenat i 7' un subconjunt. Di-

em que S esta ordenat inductivament si tot subconjunt de S totalment ordenat té cota superior.
Exemple 4.5.14. Sigui C' = {a, b, c}. El conjunt de les parts, P(C), és:
P(C) = {0,{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}, (4.5.4)

ordenat amb la inclusio. P(C) \ {a,b,c} no té maxim i té 3 maximals, {a,b},{a,c},{b, c}.

Podriem representar-ho de la segiient forma:

{a,b,c}
AN
{a,b} {a,c} {b, c} {a,b} {a,c} {b, ¢}

{T} >< {b} >< {T} {T} >< {0} >< {T}
N

Al seu torn, tenim que P(C) \ {a, b, c}.

Lema 4.5.15 (Lema de Zorn). Sigui S un conjunt no buit ordenat inductivament. Aleshores,

existeiz un element maximal a S.

Proposicio 4.5.16. Sigui A un anell i a un ideal propi d’A, és a dir, un ideal d’A diferent d’A.

Aleshores, existeix un ideal mazimal d’A que conté a.
Demostracio. Considerem el conjunt S dels ideals propis de 'anell A que contenen a, és a dir:
S={I|ac1, Iideal propi d’A}. (4.5.5)

El conjunt S és no buit, ja que conté 'ideal a i esta ordenat per la inclusi6é. Volem veure que S
esta ordenat inductivament. Sigui 7' un subconjunt de S totalment ordenat, és a dir tal que per
a tot parell I, I, d’elements de T', tenim [y C Iy o Iy C I;. Volem veure que T té cota superior,
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és a dir que existeix un ideal J propi de A contenint a tal que I C J, per a tot I € T. Sigui J
la reuni6 de tots els ideals de T', és a dir:

J=JI (4.5.6)
I€eT
Vegem que J és ideal de A:
1. Siay,ar € J, tenim aq € I, ay € I, per certs elements I, I, de T. Com T esta totalment
ordenat, podem comparar els ideals; tenim I; C I o I, C I, per tant:
e aj,as € Iy, que implica a; — ay € I, 0
e ai,as € I, que implica a; — ay € 1.
2. En qualsevol cas, a; —as € J. Sia € J,b € A, tenim a € I, per un cert I de T'; per tant,
ba € I C J. Clarament J conté a.
Vegem ara J C A, és a dir, que J és un ideal propi. Raonem per reduccié a l'absurd: si fos
J = A, tindriem 1 € J, per tant 1 € I, per a algun I de T, que donaria I = A, que contradiu la
definici6 de S (el conjunt dels ideals propis també és propi). Hem provat doncs que J és cota
superior de T
Aplicant el lema de Zorn, obtenim que S té un element maximal, és a dir que A té un ideal
propi M contenint a tal que si I és ideal propide A1 M C I, es té M = I. Per tant M és ideal
maximal de A. [

Corol-lari 4.5.17. Si A és un anell 1 I un ideal d’A tal que I # A, aleshores A conté un ideal
maximal m tal que I C m.

Demostracio. Resulta immediata aplicant 4.5.16 amb a = 0. [ ]
Corol-lari 4.5.18. Tot element no invertible esta contingut en un ideal maximal.

Demostracio. Si z no és una unitat, ja hem vist que (z) # A. Per tant, podem aplicar 4.5.17
i obtenim que l'ideal generat per (z) esta contingut en un ideal maximal; en altres paraules, x
esta contingut en tal ideal maximal. [ |

Exercici 4.5.19. Siguin A, B anells. En el producte cartesia A X B definim les operacions:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) i (a,b) x (¢,d) = (ac, bd). (4.5.7)

~

. Proveu que (A X B,+,-) és un anell. Aquest anell s’anomena producte directes dels anells
A B.

. Determineu quan A X B és un domini d’integritat.

3. Proveu que si [ C A i J C B son ideals, llavors I x J és un ideal d’A X B i que:

[\

(Ax B)/(I x J)= A/I x B/J. (4.5.8)

BN

. Proveu que tot ideal d’A X B és de la forma I x J.
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5. Proveu que els unics ideals primers d’A x B son els de la forma I x B, amb I C A primer,
o bé els de la forma A x J, amb J C B primer.

0. Demostreu el resultat que s’obté de 'apartat anterior en substituir primer per mazimal.

Demostracio. Per provar que és un anell, s’han de complir la seva definicié: una operacié interna
suma tal que (A X B, +) és grup abelia i una altra operaci6 interna producte tal que és associatiu
i distributiu respecte la suma:
1. Donat que (A,+) i (B, +) son, respectivament, grups abelians amb la suma, (A x B, +)
és un grup abelia amb la suma.
2. L’associativitat es manté clarament, un altre cop, perqué A i B sén anells.
3. Per veure que el producte és distributiu respecte la suma:

alb+c) = (a,b)((c,d) + (e, f)) = (a,b)(c + e, d+ f) = (alc+e€),b(d+ f)) = (ac + ae,bd + bf),
ab+ ac = (a,b)(c,d) + (a,b)(e, f) = (ac,bd) + (ae,bf) = (ac + ae,bd + bf).

(b+c)a = ((c,d) + (e, f))(a,b) = (c+e,d+ f)(a,b) = ((c+ €)a, (d + f)b) = (ca+ ea,db + fb),
ba + ca = (¢,d)(a,b) + (e, f)(a,b) = (ca,db) + (ea, fb) = (ca + ea,db + fb(). |
4.5.9

On hem usat que el producte és distributiu en cadascun dels anells A i B.
SEGON APARTAT: A x B és un domini d’integritat si tenim que ab = (0,0) si, i només si, a =0
0 bé b= 0. Aix0 és, (a,b)(c,d) = (ac,bd) = (0,0) <= ac =0V bd = 0. Es veu clarament que
si A (resp. B) fos un domini d’integritat, estariem requerint que a o ¢ (resp. b o d) fossin 0. En
altres paraules, A x B és un domini d’integritat si A i B sén dominis d’integritat.

TERCER APARTAT: Per veure que I x J és un ideal d’A x B, hem de comprovar la definicio:
1. (I x J,+) és subgrup de (A x B,+): siguin a,b € I x J. Aleshores:

(ay,a2) — (by,b2) = (a1 — by, as — bo). (4.5.10)

Com [ és ideal, a; — b; € I. El mateix per J i la segona coordenada.
2. ar € I x J: siguia € Ax B. Peratot x € I xJ tenim ayxy € I i asxy € J, perser I,.J
ideals.
Hem de veure que (A x B)/(I x J) és isomorf a A/I x B/J. Sigui:
p: AXxB — A/IxB/J

wh) @) (4.5.11)

Hem construit ¢ de manera que tot element (a,b) € I x J sigui enviat a la classe del neutre,

0 = (0,0). La comprovacié que és morfisme d’anells és rutinaria. ker(yp) = I x J pel que
comentavem, i im(p) = A/I x B/J (és exhaustiva). Aixi, (A x B)/(I x J) = A/I x B/J pel
primer teorema d’isomorfia.

La resta d’apartats es deixen com a exercici. |

Definicié 4.5.20 (Nilradical). Sigui A un anell commutatiu. El nilradical d’A és 'ideal que

esta format per tots els elements nilpotents de ’anell.

Ma={feA ‘ f™ =0 per aalgun m € Z-¢}. (4.5.12)
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Proposicio 4.5.21. Sigui A un anell commutatiu. Aleshores, N4 €s la interseccid de tots els

tdeals primers p de l'anell.

Exercici 4.5.22. Sigur A un anell commutatiu.

1. Demostreu que A\ A* (el conjunt dels invertibles) és un ideal si, i només si, A té un unic
1deal maximal.
2. Demostreu que A té un unic ideal primer si, i només si, tot element d’A és invertible o bé

nilpotent.

Demostracio. PRIMER APARTAT: Hem de demostrar les dues implicacions:

= Per hipotesi, A\ A* és ideal (compleix ax € A\ A* per a tot a € A). Per tant, A\ A* # A
esta contingut en un ideal maximal. Sabem que tot element no invertible esta contingut
en un ideal maximal. Aleshores, 'ideal format per totes les no-unitats, A\ A*, és maximal.
Si I' fos un altre ideal maximal (I’ propi i format per no invertibles), I’ C A\ A*. Com
tots dos son maximals, I’ = A\ A* 1 A\ A* és 'tinic ideal maximal.

< Ara suposem que A té un unic ideal maximal, I. Com que tot element no invertible cau
dins un ideal maximal, i I és I'inic ideal maximal, tot element no invertible cau dins I.

Per tant, A\ I és el conjunt d’invertibles (que forma un ideal) i A\ A* = I és un ideal.
SEGON APARTAT: Un altre cop, demostrem les dues implicacions.

= Si A té un unic ideal primer, té un tnic ideal maximal, ja que tot ideal maximal és primer.
Com el nilradical (I'ideal que conté tots els elements nilpotents) és la interseccio dels ideals
primers, 91 és I'anic ideal maximal. Per apartat anterior, A\ A* = 91 i, per tant, A esta
format per elements nilpotents i invertibles.

< Reciprocament, si tot element d’A és invertible o nilpotent, A\ A* és el nilradical, que
és un ideal. Per l'apartat anterior, 91 és I'inic ideal maximal. Com el nilradical és la
intersecci6 dels ideals primers, i ja hem vist que el nilradical és I'inic ideal maximal, tenim
un unic ideal primer.

Definicié 4.5.23 (Anell reduit). Un anell s’anomena reduit si no té cap nilpotent no nul. Un
anell és reduit si, i només si, el seu nilradical és zero. Si A és un anell commutatiu arbitrari, el

seu quocient pel radical és un anell reduit i el denotem per A,..4.

4.6
CO0S DE FRACCIONS D’UN DOMINI

Sigui A un domini d’integritat. En el conjunt A x (A \ {0}), definim (a,b) ~ (d',0) <=
ab’ = a’b, on ~ és una relacié d’equivaléncia. La prova que és, en efecte, d’equivaléncia, és prou
senzilla. Solament indicarem la transitivitat:

(a,b) ~ (a/,0') <= abl =d'b

ANV I NN N I N S N N S AN X
(a’,b’) ~ (a”,b”) — a/b//:a//b/} = (ab )b =abl’ =a’b'b= (a b)b

(4.6.1)
— abt’ =d"b <= (a,b) ~ (a",b").
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en I'ultima implicaci6 hem hagut d’usar que A és un domini d’integritat, ja que hem aplicat la

propietat cancel-lativa.

Definicié 4.6.1 (Cos de fraccions d’A). Sigui K(A) el conjunt quocient de A x (A \ {0}) per
la relacié d’equivaléncia ~. Posem ¢ la classe d’(a,b) de manera que:

a a

E = y <~ (lb, = a’b. (462)
Volem definir a K(A) una suma i un producte. Definim la suma per:

a N c ad+bc
b d bd
Volem veure que no depén del representant. Si § = Z—,’ i

per tant, (ad + be)b'd = (a'd + JV)bd i

, (4.6.3)

c _ ¢ : (AR} NI A N
¢ =%, tenim que ab’ = a’b i cd’ = d;

ad + be B a'd +bc

a'd'bd + b'bd = adb'd' + bb' cd = = 5d (4.6.4)
Per a la suma tenim que el neutre és % i Poposat, —3 = 3%. Per tant, la suma no depén del
representant i esta ben definida. Pel que fa al producte, el definim per:
ac ac
—— = 4.6.5
bd bd ( )
Hem de veure que no depén del representant. En efecte, si § = @ g S = %, tenim ab’ = a’b o
cd = d i, per tant:
/ 7/ / / / / !/ ac a,cl
(ac)(V'd') = (ab')(cd") = (a'b)(d) = (a'd)(bd) = v = ya (4.6.6)
Clarament, % és el neutre pel producte. Per tant, K(A) és anell amb aquestes suma i producte.

Tot element no nul de K(A) té inversa, ja que per a § # O, tenim que a # 0 i %% = Z—Z = Ig(a)

Per tant, K(A) és un cos que anomenem cos de fraccions d’A.

Observacio 4.6.2. L’aplicacio:
i: A — K(A)

o (4.6.7)

1
és monomorfisme d’anells i, per tant, podem veure A com un subanell de K(A).

Proposicié 4.6.3. Siguin A un domini d’integritat, L un cos i g : A — L un monomorfisme
d’anells. Aleshores, existeix un unic monomorfisme de cossos h : K(A) — L tal que g = hoi;

€s a dir, tal que el diagrama:

Figura 4.3: Diagrama de 4.6.3

commuta.
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Demostracio. Si h ha de complir que g = hoi, ha de ser h($) = h(i(a)) = g(a), per a tot a € A.

Per tant, si b € A\ {0}, ha de ser:
@ (0))-er

h(2) = (; . %) (&) (%) — ga)g(®) ",

de forma que h queda determinat per g. Per tant, si h existeix, és tnic. Veiem ara que h, en

1

efecte, existeix. Definim h(}) = g(a)g(b)~'. Hem de veure que h esta ben definit. Si tenim

7 = ¢ a K(A), es compleix que ab = bc a A. Aleshores, com g é morfisme d’anells, tenim
g(a)g(d) = g(b)g(c), que implica g(a)g(b)™* = g(c)g(d)~t, com voliem. Ara, és clar que com g

és morfisme d’anells, h també. I com K(A) és cos, h és injectiu. |

Corol-lari 4.6.4. Sigui A un domini d’integritat © F' un cos que compleix:
1. Existeiz un monomorfisme d’anells f : A — F.
2. 81 L ésun cos i g: A — L és un morfisme d’anells, aleshores ezisteix un unic mono-
morfisme de cossos h : F' — L tal que g = ho f.
Aleshores, existeix un isomorfisme de cossos ¢ : K(A) — F tal que poi = f, oni: A — K(A)

i compleir a — .

Demostracio. Per la proposicio 4.6.3, el seglient diagrama (sense tenir en consideraci6 1) com-

muta;:

A d K(A)

Figura 4.4: Diagrama on volem demostrar ¢ o) = Idp i 9 o ¢ = Idg(a).

Fixem-nos que 'existéncia i unicitat del monomorfisme ¢ és directa per 4.6.3. Si demostrem que
existeix un morfisme ¢ tal que p o) = Idp i1 o ¢ = Idg(a), tindrem que ¢ és un isomorfisme,
tal com volem provar.

Aplicarem la segona propietat de la hipotesi per dir que existeix un monomorfisme 1 : F' —
K(A) tal que it = 1o f. Com poi= fitof =i, obtenim f =poi= (pow)o f. Al seu torn,

utilitzant les mateixes igualtats, i = ¢ o f = (Y o) 0.

A ! . I A : » K(A)
i -
\fJ pou—Td \ wop=1Id
e I'¢
F K(A)
Figura 4.5: f = poi=(pot)of Figura 4.6: f =poi=(po)o f
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Fonamentalment, apliquem 4.6.3 amb L = K(A) i g = 4, i obtenim 9 o¢ = Idg4); d’altra banda,
apliquem la propietat segona de la hipotesi amb L = F,g = f i queda ¢ oy = Idp. D’aquesta
manera, @ o = Idp i1 o p = Idga). ]

Exercici 4.6.5. Determineu quin dels anells segiients son dominis d’integritat i+ doneu-ne els
cossos de fraccions corresponents: Z[X|/(X),Z[X]/(X?), (Z/nZ)|X],Z[X]/(p, X), amb p € Z

primer.

Demostracio.
1. Z|X]/(X) = Z; per tant, és un domini d’integritat amb cos de fraccions isomorf al cos dels
nombres racionals, Q.
2. Z[X]/(X?) és un anell amb un element nilpotent no nul, X; per tant, no é¢s un domini
d’integritat.
3. (Z/nZ)[X]. L’anell de polinomis amb coeficients Z/nZ és un domini d’integritat si, i

, . ) . . , . . X
només si, n és primer. El cos de fraccions és el cos de les fraccions racionals IX) amb

9(X)
f(X),9(X) € (Z/nZ)[X],9(X) # 01 med(f(X),g(X)) = 1.
1. ZIX]/(p, X), amb p € Z, primer; 'anell és isomorf a Z/pZ que és un cos i, per tant,

coincideix amb el seu cos de fraccions.

4.7
EXERCICIS FINALS

Exercici 4.7.1.

1. Sigui ¢ : K — L un morfisme d’anells commutatius. Demostreu que si b és un ideal de
L, llavors tenim un morfisme injectiu d’anells K/o~'(b) — L/b.

2. Sigui K un anell commutativ i @ C K un ideal. Demostreu que la bijeccio entre el conjunt
d’ideals de K/a i el conjunt d’ideals de K que contenen a que proporciona el morfisme de
projeccio w : K — K/a transforma ideals primers en ideals primer i ideals maximals en

ideals mazximals.

Demostracio. PRIMER APARTAT: podem considerar el morfisme 1 : K — L/b composicio del
morfisme ¢ : K — L amb la projecci6 7 : L — L/b. Llavors, ker(v)) = ¢~ !(ker(7)) = ¢ 1(b).
Per tant, pel primer teorema d’isomorfia, K/p~!(b) = K/ker(v) s’injecta en L/b (és isomorf a
la imatge de 1, que és un subanell de L/b). En particular, tenim un morfisme injectiu.

SEGON APARTAT: Podem aplicar I'apartat anterior a L = K/ai ¢ = 7 : K — L, la projeccio.
En aquest cas, donat un ideal b de L, com 7 és exhaustiu, també ho és el corresponent morfisme
¢ : K — L/b. Llavors, obtenim un isomorfisme K/7~!(b) ~ L/b. En particular, K/7~1(b) ¢s
un domini d’integritat si, i només si, ho és L/b; és a dir, 7—1(b) és un ideal primer de K si, i
només si, b és un ideal primer de K/a i 77!(b) és un ideal maximal de K si, i només si, b és un
ideal maximal de K/a. |
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Observacio 4.7.2. Respecte el segon apartat de l'exercici anterior, podem dir que els ideals
primers de K/a es corresponen amb els ideals primers de K que contenen a, i els ideals maximal
de K es corresponen amb els ideals maximals de K que contenen a.

Definicié 4.7.3 (Contraccio i extensio). Siguin f : A — B un morfisme d’anells, I un ideal
d’A'i J un ideal de B. J¢ := f~!(J) és un ideal I’A i 'anomenarem contraccio de J en A.

Definim ’extensié d’I en B, que denotarem per I¢ com l'ideal de B generat per f([).

Exercici 4.7.4.

1. Siguin J un ideal d’A i m : A — A/J el morfisme de pas al quocient. Proveu que
I¢e=(I+J)/J, per a I ideal d’A.
2. Considerem el morfisme d’inclusid i : A — A[X]. Proveu que 1¢ = I[X] i que:
AX] A
—— = —[X]. 4.7.1
Demostracio. PRIMER APARTAT: El morfisme de pas al quocient envia tot element a la seva
classe corresponent; aixo és, tot element de l'ideal I d’A s’envia a la seva classe en A/J. En
aquest sentit, sigui 7 € I, qualsevol. Aleshores,

(i) =i=i+j=i+j, jEJ (4.7.2)

Per tant, podem posar a =i+ j per aa € I + J. Llavors, a € (I + J)/J per a a arbitrari i, en
conseqiiéncia, [¢ = (I + J)/J.

SEGON APARTAT: L’ideal generat per a en A[X] conté tots els productes d’elements de a per
elements de A; en particular, tots els monomis a; X", per a; € a,k > 0; i, per tant, totes les
sumes d’aquests elements. Es a dir, 1'ideal generat per a en A[X] conté a[X]. I com que a[X] és
un ideal que conté a, els dos ideals a® i a[X] coincideixen.

Ara, el morfisme d’anells A — A/a, que és exhaustiu, s’estén a un morfisme A[X]| —
(A/a)[X], també exhaustiu, el nucli del qual és exactament a[X]. Només cal aplicar el pri-

mer teorema d’isomorfia. [ |

Exercici 4.7.5. Sigui p un nombre natural primer.

1. Proveu que
A= {T | m,n € Z,n > 0,mcd(m,n) =1 ip no divideix n} (4.7.3)
n

és un subanell de Q.

2. Proveu que M := { € A | p diideiz m} és ideal mazimal de A i és Iinic ideal mazimal
d’A.

3. Proveu A/M ~ 7,/ pZ.

Demostracio. PRIMER APARTAT: La prova de subanell es basa en demostrar que és subgrup per
la suma i el producte és tancat. En efecte:
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e A és subgrup amb la suma de Q ja que donats a,b € A qualssevol, la diferéncia a — b cau
dins A clarament. Indicacio: Compleix % les condicions imposades per al subanell?
e A és tancat pel producte de Q. Prenent ZL—,/ € A, % € A perqué p fnn’ (no divideix cap
dels dos factors) i, després, esdevé condici6 necessaria que med(m,n’) = med(m’, n) = 1.
Amb les dues condicions provades, doncs, ja hauriem acabat.
SEGON APARTAT: M és un ideal maximal si, i només si, M és propi i donat J un ideal que el
conté, aquest és J = M o bé J = A. Es clar que M és propi, ja que p | m. Per provar que
aquest ideal és tnic, veurem que A\ A* és un ideal que, concretament, serd M. Per definicio,

A\A*:{%eA\pm,m}. (4.7.4)

Tenim que M = A\ A* i, per tant, A\ A* és un ideal i M és I'anic ideal maximal.
TERCER APARTAT: Ara, construim un morfisme de la segiient manera:

— Z/pZ
—  mn

v (4.7.5)

SIE

Es un morfisme exhaustiu tal que ker(¢) = M. Pel primer teorema d’isomorfia, existeix un
isomorfisme entre A/M 1 Z/pZ i A/M = Z/pZ. |

Exercici 4.7.6. Sigui A = R[X] i considerem [ = (X*+1) i J = (X? + 3) ideals d’A.
1. Determineu un sistema de representants d’A/I. Proveu que A/l és un cos isomorf al cos

dels nombres complezos.
2. Demostreu que A/I = A/J i expliciteu un isomorfisme.

Demostracio. Com A és, en particular, un domini d’integritat i I és un ideal, A/I és l'anell
quocient d’A per I. Per definicié d’ideal i, en concret, d’'I, tenim que (2% + 1)q(x) € I per a tot
q(z) € R[X]. Siguin p(z),r(x) € R[X] tals que p(x) = r(z), és a dir, que:

= — anell quocient

p(z) —r(x) =0

i p(x) —r(z) = qlx)(z* + 1), amb gr(r(z)) < 1. Per tant, podem triar com a conjunt de

p(z) —r(z) =0, (4.7.6)

representants de R[X]/(2? 4+ 1) polinomis de la forma aX + b (de grau més petit o igual a 1).
Per provar que A/I ~ C, cal trobar una aplicacié ¢ que factoritzi a través del quocient:

pri RX] — € (4.7.7)
p(x) — p(i)
Es un morfisme d’anells clarament. A la vegada, tenim que ker(p;) = (22 +1) <= 22 +1 =
0 < xz =i (d’aqui la definici6 de I'aplicacio). Com que im(p;) = C, pel primer teorema
d’isomorfia existeix un isomorfisme ¢; entre R[X]/(z? + 1) i els complexos; en altres paraules,
A/I = C. També es podria haver fet a partir de la definici6 del producte en els complexos.
SEGON APARTAT: Ens val amb demostrar que R[z]/(2?+3) = C; aixo, ¢és, trobar un isomorfisme
entre aquests dos anells. El procediment és el mateix que a ’apartat anterior: cal trobar una
aplicacio ¢, que factoritzi a través del quocient:

9 RIX|] — C

v pgx)] (V3 (4.7.8)
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Exercicis finals 4.7.8

Es un morfisme d’anells clarament. A la vegada, tenim que ker(py) = (22 4+ 3) <= 2?2+ 3 =
0 <= z = /3i. Com que im(yp;) = C, pel primer teorema d’isomorfia A/J = C. Ja tenim
que A/1 = A/J, donat que tots dos son isomorfs al cos dels complexos. De totes maneres, se’ns
demana un isomorfisme explicit.

Per tltim, isomorfisme entre A/(X? + 1) i A/(X? + 3) es pot raonar de la segiient manera:

A v » AJ(X?+3)
l” T b A — AJ(X2+3)
] : - (4.7.9)
A/ ker(yp) ——2— im(1)) plz) — p(Tﬁ>

Certament, si agafem p(x) € (X?+1) (posem, sense pérdua de generalitat, p(z) = 2 +1) resulta

2 1 _
w(x2+1):%+1:§-a:2+3:0. (4.7.10)
Per tant, ker(y)) = (X2 4 1) i obtenim l'isomorfisme 1 : A/(X?+1) — A/(X?+ 3) desitjat pel
primer teorema d’isomorfia per a anells. [ |

Observaci6 4.7.7. En lexercici anterior, A/(X? 4 1) és un cos. Primerament, pel fet de ser
isomorf al cos dels complexos. Després, com que A és un domini d’ideals principals (com R és
un cos, R[X] és domini d’ideals principals) i 2% + 1 és irreductible en A, per 5.3.10, (X? + 1) és
maximal. Donat que A és anell commutatiu amb unitat i (X? + 1) és maximal, A/(X? + 1) és

un Ccos.

Exercici 4.7.8.

1. Demostreu que, donat un morfisme d’anells commutatius, la contraccio d’un ideal primer
és, en efecte, un ideal primer.

2. Considerem la injeccio de Z en Zl[i]. Proveu que l’extensid de l'ideal (2) no és un ideal
primer.

3. Siguin K un anell commutatiu i p un ideal primer. Proveu que l'extensio de p a K[X] és

un tdeal primer.

Demostracio. PRIMER APARTAT: Si ¢ : K — L és un morfisme d’anells commutatius i J és
un ideal primer de L, sigui ab € ¢~ !(J); aleshores, p(ab) € J i, per la definici6 de morfisme
d’anells, p(a)p(b) € J. Pel fet que J és un ideal primer, p(a) € J o bé p(b) € J. J¢ = f~1(J)
és, per tant, un ideal primer.

SEGON APARTAT: L’ideal (2) en Z és justament 2Z. Per tant, lextensié de 2Z en Z[i] és
justament 2Z[i]. Tot element de 2Z][i] té la forma 2(a + bi), on a,b € Z. Com a contraexemple,
podem prendre ab = (1 +14)% = 2i € 2Z[i] i a = b & 27Z][i].

TERCER APARTAT: p és ideal primer d’A si, i només si, A/p és domini d’integritat si, i només

A[X]

si, (A/p)[X] és domini d’integritat si, i només si, Tx ¢s domini d’integritat si, i només si, p és

ideal primer en A[X]. Hem d’observar que p en A[X] és p[X]. |
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Factorialitat

5.1
DIVISIBILITAT

Definicié 5.1.1 (Elements associats). Dos elements a,b d’un anell A es diuen associats si exis-
teix una unitat u € A (element invertible) tal que b = ua. Posem a ~ b per indicar que a i b s6n
associats. Clarament, la relacié ~ és d’equivaléncia.

Proposicio 5.1.2. Sigui A un anell, a,b € A. Si més no un dels dos elements a,b és no divisor
de zero, es compleix:
albibla < a~0b. (5.1.1)

En particular, si A és domini d’integritat, aleshores es compleix ’equivaléncia per a tot parell
d’elements a,b € A.

Demostracio. Si a ~ b, tenim b = ua, amb u unitat i, per tant, a | b i, si v és U'invers d’u, tenim
a = vb, que implica b | a. Sia |bib| a, tenim b = ac i a = bd, per a certs elements ¢,d € A.
Suposem que a no és divisor de zero. Aleshores, a = bd = acd implica que 1 = cd; per tant, ¢ i
d son unitats. [ ]

Definicié 5.1.3 (Divisors propis). Si a és un element no nul d’un anell A, les unitats d’A i els
elements associats d’a divideixen a. Direm divisors propis d’a els divisors d’a diferents d’aquests.

Definicié 5.1.4 (Element irreductible). Un element a no nul d’'un domini d’integritat d’A s’a-
nomena rreductible si no és una unitat i no té divisors propis. Un element a no nul i no unitat

s’anomena compost si té divisors propis.

Exemple 5.1.5. Els elements irreductibles de Z son els +p amb p primer. Si K és cos, els
elements irreductibles de K[X] son els polinomis de grau més gran o igual que 1, irreductibles.

Definicié 5.1.6 (Maxim comu divisor). Siguin A un anell, a,b,d € A. Diem que d és un maxim
comu divisor d’a i b si se satisfan les dues propietats segiients:

l.d|a,d|bi

2. sl c € A satisfa que ¢ | aic|b, aleshores ¢ | d.

Definicié 5.1.7 (Minim coma multiple). Siguin A un anell i a,b,m € A. Diem que m és un

maxim comu miltiple d’a i b si se satisfan les dues propietats segiients:
I.a|lm,b|mi
2. sin € A satisfa que a | nib | n, aleshores m | n.
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5.2.1 Factorialitat

Observacid 5.1.8. Tenint en compte 5.1.2, si A és domini d’integritat i a,b,d € A tals que d
és maxim comu divisor d’a i b, aleshores d’ € A és maxim comu divisor d’a i b si, i només si, d’
és associat de d (d' | did | d, per la segona propietat del maxim comu divisor). Analogament,

el minim comd miltiple queda determinat tret d’associats.

5.2
DOMINIS EUCLIDIANS

DOMINIS EUCLIDIANS

Definicié 5.2.1 (Domini euclidia). Sigui A un domini d’integritat. Direm que A és un domini
euclidia si existeix una aplicacié 0 : A\ {0} — N tal que:
1. Sia,be A\ {0} 1ia|b, aleshores d(a) < (b).
2. Divisid entera respecte de 6: Donats a,b € A, amb b # 0, existeixen ¢, € A tals que
a=0bq+r1id(r) <), sempre que r #0 (sir =0, a = bq).
Si A és un domini euclidia i ¢ : A\ {0} — N és una aplicacié que compleix ambdues propietats,

direm que (A, ¢) és un domini euclidia.

Exemple 5.2.2. Z és domini euclidia amb §(a) = |a|, per a a € Z \ {0}. Si K és un cos, K[X]
és un domini euclidia amb 6(P) = gr(P), per a P € K[X] \ {0}.

Proposicié 5.2.3. Sigui (A,6) un domini euclidia. Siguin a,b € A\ {0}.
1. Si a,b son associats, aleshores §(a) = d(b).
2. 8Sia|bidla)=0(b), aleshores a,b son associats.

Demostracio.

1. Si a,b son associats, tenim a | b1 b | a, respectivament; per tant, 6(a) < d(b) i 0(b) < d(a),
respectivament. Aixi, necessariament, §(a) = d(b).

2. La divisi6 entera d’a entre b respecte de ¢ ens dona que existeixen ¢,r € A tals que
a = gb+r, amb §(r) < 4(b) sempre que r # 0. Com a | b, existeix @’ € A tal que b = d'a.
Per tant, r = a — ¢b = a — qa’a = (1 — ga’)a. Si r # 0, tindriem que 6(a) < §(r) pel fet
que a | r (recordem 5.2.1), i també que §(r) < §(b) (per la definicié de divisi6 entera).
Obtenim que 6(a) < §(r) < d(b), en contradicci6 de la hipotesi 6(a) = §(b). Tenim, doncs,
r=01ib|a. Com a|b per hipotesi, tenim a ~ b.

Observaci6 5.2.4. En general no és cert que 6(a) = 6(b) = a ~b. Enel cas de Z, |m| = |n|
si implica que m i n son associats, pero a K[X] tenim, per exemple, X i X + 1 amb el mateix

grau i no associats.

Corol-lari 5.2.5. Un element a € A\ {0} és una unitat si, i només si, 6(a) = §(1).
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Normes euclidianes 5.2.10

Demostracio. Un element a € A\ {0} és una unitat; en altres paraules, una unitat a és element
associat a 1; per tant, d(a) = §(1). Com 1| a, si (a) = §(1), tenim a associat a 1 i, per tant, a

és una unitat. |
Proposicio 5.2.6. Tot domini euclidia és domini d’ideals principals.

Demostracio. Sigui (A, ) un domini euclidia i I un ideal d’A. Vegem que I és un ideal principal.
Com (0) = {0}, podem suposar I # (0). Sigui b € I\ {0} amb §(b) minim, és a dir, 6(b) < d(x)
per a tot © € I\ {0}. Aleshores, és clar (b) C I. Vegem I C (b): sigui a € I i posem a = gb+r,
amb 6(r) < §(b), sir # 0. Com r = a — ¢b € I ha de ser r = 0 per 'elecci6 de b. Per tant,
a=qbe (b). |

NORMES EUCLIDIANES

Definicié 5.2.7 (Norma euclidiana). Sigui A un anell. Una norma d’A és una aplicacio N :
A — 7 tal que compleix les segiients propietats:

1. Sia€ A, N(a) =0 si, i només si, a = 0;

2. N(ab) = N(a)N(b) per a qualssevol elements a,b d’A.

Exemple 5.2.8. La identitat és una norma per a Z. Si K és cos, I'aplicacié P — 28"F) i
P # 010+ 0 ¢és una norma per a K[.X].

Proposicio 5.2.9. Sigui A un anell que té una norma N ; aleshores:
1. A és domini d’integritat.
2.6 A\ {0} — N definida per §(a) = |N(a)| compleix la primera propietat del domini
euclidia.
7. N(1) = 1.
4. u€ A" = N(u)==+l.

Demostracio.

1. Siguin a,b € A tals que ab = 0. Prenent normes, tenim N(a)N(b) = N(ab) = N(0) = 0.
Com Z és domini d’integritat, hem de tenir N(a) = 0 o bé N(b) = 0 i, per la primera
propietat de la definici6 de norma, a =0 o bé b = 0.

2. Siguin a,b € A\ {0} tals que a | b. Aleshores, tenim b = ac per a un cert ¢ € A\ {0} i

N(b) = N(a)N(c). Com |N(c)| > 1, obtenim |N(a)| < |N(b)|.

Tenim 1-1 =1 i, prenent normes, N(1)N(1) = N(1), que implica N(1) = 1.

4. Siu € A*, tenim wv = 1 per a un cert v € A i, prenent normes, N(u)N(v) = N(1) =1,
que implica N(u) € Z* i, per tant, N(u) = £1.

/-.\
o

Observacié 5.2.10. Per a un anell Z[v/d], amb d lliure de quadrats, I'altim apartat és una
equivaléncia; és a dir, si tenim A un anell que té una norma N, u € A* <= N(u) = +1.

Estudiarem aquest tipus d’anells més a fons en el segiient exemple.
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Exemple 5.2.11. Per a un nombre enter lliure de quadrats, d, considerem Z[/d] := {a+bv/d :
a,b € Z} C C. Comprovem que Z[v/d] és subanell de C. Si <a1 + bl\/a> ) <a2 + bg\/3> e Z[Vd],

tenim

<a1 + bl\@) - (a2 + bQ\/Ez) — (a1 — a3) + (by — b)) Vd € Z|Vd]

(a1 + bl\/c_i) <a2 + bzﬂ) = (ayag + dbiby) + (a1by + azby) Vi e Z[\/c_l], (5.2.1)

Definim I’aplicacio
N :Z[Vd = Z
a+b/d— (a+bVd)(a—bVd) = a® — db>.
Comprovem que 'aplicaci6 N és una norma. Clarament N(0) = 0. Reciprocament sigui a +
bWd € Z[\/d) amb N(a+bvVd) = a>—db*> = 0. Sib# 0, tenim d = (a/b)?, que contradiu d lliure

de quadrats; ara, b = 0 implica a = 0. Vegem ara la segona propietat de la definicié de norma.

Si <a1 + bl\/c_l) , <a2 + bg\/&) € Z[\/E], tenim

(5.2.2)

N <<a1 + blx/ﬁ) <(l2 + b2\/c_l)) =N ((a1a2 + dbyby) + (arby + aghy) \/E>
— ((@raz + dbyba) + (arba + asby) V) ((araz + dbiba) = (arbe + asby) Vi)

N (al +b ) (a2 +b2\/2z) - <a1 +b1\/3) (al . bl\/c_i) <a2 +bQ\/E) (a2 . ng/Zz) (5.2.3)
(a1 + by ) (a2 + bQ\/E) (a1 - b1\/8> (az - bQ\/Zl)

— (a1 + dbyby) + (ands + axb) V) (@10 + dbiby) = (anbs + azdy) Vad)

Per a o = a + bv/d € Z[\Vd], N(a) = +1 implica « invertible. En efecte, si N(a) = 1,a — bv/d
és invers de a i, si N(a) = —1, —a + bv/d és invers de a.

5.3
FACTORITZACIO EN UN DOMINI D’IDEALS PRINCIPALS

Proposicio 5.3.1. Si A és un domini d’ideals principals, llavors d és un mazim comi divisor
d’'a 1 b si, i només si, es compleix la igualtat d’ideals principals (d) = (a,b) i sempre existeiz el

maxim comu divisor de dos elements.

Demostracio.
= Sid és maxim comu divisor d’a i b, tenim d | a i d | b; per tant, a € (d) i b € (d) i obtenim
(a,b) C (d) (I'ideal generat per aquests dos elements es troba contingut en 'ideal generat
per d). Com A és domini d’ideals principals, tenim (a,b) = (c), per a un cert ¢ € A. Com
a € (c), tenim ¢ | a, i com b € (c¢), ¢ | b. Per la segona propietat de la definici6 de maxim
comu divisor tenim ¢ | d; per tant, (a,b) C (d) C (¢) = (a,b) i (d) = (a,b).
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< Reciprocament, si (a,b) = (d), tenim a,b € (d); per tant, d |aid |b. Sic|aic]|b, tenim
¢ | ma+ nb, per am,n € A qualssevol (c|a = ¢|maic|b = c¢|nb de manera que
¢ | ma + nb) i, en particular, ¢ | d, ja que per (d) = (a,b), d és combinaci6 lineal d’a i b.
Per tant, d és maxim comu divisor d’a i b.

Com hem demostrat les dues implicacions, cap a ’esquerra i cap a la dreta, ja hem acabat. M

Volem veure que en un domini d’ideals principals, tot element diferent de zero i no unitat és

producte d’elements irreductibles.

Proposicio 5.3.2. Sigui A un domini d’integritat © a un element d’A diferent de zero i no
unitat. Si a no és producte d’elements irreductibles, aleshores existeix una successio {an}nen
d’elements d’A tals que a,1 és divisor propi d’a,, per a tot n € N.

Demostracio. Construirem inductivament una successiéo amb la propietat de 'enunciat i, a més,
de forma que a, no és producte d’irreductibles per a tot m. Posem ag = a i suposem que
ag, - - ., an,n > 0, ja estan construits. Com a,, no és producte d’irreductibles, ha de ser compost,
i ho denotarem per a,, = bc, amb b, ¢ divisors propis de a,, i, clarament al menys un dels dos
factors no pot ser producte d’irreductibles (b i ¢ no unitats). En altres paraules, almenys b o ¢

no és producte d’irreductibles i posem a, 11 = b o ¢, el que no és producte d’irreductibles. [ ]

Proposicié 5.3.3. Sigui A un domini d’ideals principals © {an}n>1 una successio d’elements
d’A tal que (a,) C (any1) per a tot n. Aleshores, existeix m € N tal que (a,) = (an), per a tot
n>m.

Demostracio. Prenem I = |, ~;(a,), que és un ideal d’A (la reuni6 d’ideals és ideal). Com, per
hipotesi, tot ideal d’A és principal, és I = (a), per a un cert a € I. Ara, a € I implica que
a € (an), per a algun m i, per tant, per a n > m:

(am) C (a,) C (a) C (am) = (an) = (am). (5.3.1)
]

Demostracio analoga, feta a classe. Prenem I =, <,(ay), que és un ideal d’A (la reunié d’ide-
als és ideal). Prenem b, c € I, de manera que podem_ triar ny 1 ng tals que b € (ap,) i ¢ € (ay,).
Siny < ng aleshores (a,,) C (an,) ib,¢ € (an,) = b—c € (ay,) C 1. Sixc Aibel,be (ay,)
implica que xb € (a,) C I. Com que A és domini d’ideals principals, I = (a) per a algun a € A
ia € (ay). Pertant, I = (a) C (am) C (a,) C I per a n > m i obtenim (a,) = (a,,) per a tot
n > m. [ |

Corol-lari 5.3.4. Sigui A un domini d’ideals principals. Si a € A\ {0} i a no és una unitat,

existerxen elements irreductibles pq, ..., p, tals que a = py -+ - p,..

Demostracio. Si existis un element ¢ no nul i no unitat d’A que no fos producte d’elements
irreductibles, tindriem una successio (a,,) d’elements d’A amb a,,,; divisor propi d’a,, per 5.3.2.
Aleshores, les inclusions d’ideals (a,) C (an+1) serien estrictes (és a dir, subconjunts propis), en
contradiccié amb la proposicié anterior. [ ]
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Exemple 5.3.5. Sigui A = {z € C | z és arrel de P(z) € Z[X], P(z) monic} subanell de C.
A és anell dels enters algebraics tals que V2 € A arrel de X2 —2, /2 € A, arrel de X" — 21
%%AarreldeXz—%i

(V2) € (V2) ¢ - C (V2) (5.3.2)

Definicié 5.3.6 (Element primer). Un element p d’'un domini d’integritat A es diu primer si p

és no nul i no unitat, i per a a,b € A es compleix:
plab = plaobép|b. (5.3.3)
Proposicio 5.3.7. En un domini d’integritat, tot element primer és irreductible.

Demostracio. Sigui p un element primer d’A i suposem p = ab, Aleshores, p | ab = p|ao
p | b. Suposem p | a. Aleshores, existeix ¢ € A tal que a = pc. Aleshores, a = pc = abc i, per
tant, 1 = bc (per la propietat cancel-lativa dels dominis d’integritat). L’element b és, per tant,

una unitat i p és irreductible (la seva factoritzacié és unica exceptuant associats). |

Proposicio 5.3.8. En un domini d’integritat A, un element p no nul és primer si, i només st,
lideal (p) és primer.

Demostracio. En efecte, per a a € A, la condicio6 p | a equival a a € (p). [ |
Proposicio 5.3.9. En un domini d’ideals principals, tot element irreductible és primer.

Demostracio. Sigui p un element irreductible d’'un domini d’ideals principals A. Volem veure
que p és primer. Suposem p | ab i p { a. De la definicié d’irreductible, es dedueix que p i a
son coprimers, és a dir, med(a, p) = 1. Tenim, doncs, la igualtat d’ideals (a,p) = (1); per tant,
existeixen elements p’,a’ € A tals que 1 = pp’ 4+ aa’ d’on b = pp'b + aba’ (realment, ba’a, perod
el producte és commutatiu ja que estem en un domini d’integritat). Com p és factor del primer
sumand i, per hipotesi, p | ab, obtenim p | b. |

Proposicio 5.3.10. Sigui A un domini d’ideals principals. Un element no nul p d’A és irre-
ductible si, © només si, l'ideal (p) és maximal. Per tant, en un domini d’ideals principals tot
tdeal primer no nul és maximal.

Demostracio. Hem de provar les dues implicacions:
= Sigui p un element irreductible d’A i suposem que existeix un ideal I d’A tal que (p) C I.
Com A és domini d’ideals principals, tenim I = (a) per a un cert a € A. Ara, (p) C (a)
implica a | p i com p és irreductible,
1. a ha de ser una unitat, que implica (a) = A;
2. 0 a associat de p, que implica (a) = (p).
Tenim, doncs, que (p) és maximal.
< Reciprocament, sigui p un element no nul d’A tal que 'ideal (p) és maximal. Sigui a € A
un divisor de p. La relaci6é a | p implica (p) C (a) i, com (p) és maximal, ha de ser
(p) = (a). La relaci6 a | p implica (p) C (a) i, com (p) és maximal, ha de ser:
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e (p) = (a), que implica a associat de p,
e 0 (a) = A, que implica a unitat.

Com ja hem provat les dues implicacions, hem acabat. [ ]

Proposicio 5.3.11. Sigui a un element no nul i no unitat d’un domini d’ideals principals A i
a = pi...p, una descomposicio d’a en producte d’elements irreductibles. Si p és irreductible,
p | a siinomés si existeiz un index i,1 <1i <r, tal que p i p; son associats.

Demostracio. Sip | a = py...p,, com p és primer, per la proposicio 5.3.9, tenim p | p;, per a

algun ¢. Com p; és irreductible i p no és unitat, p i p; han de ser associats. [ ]
Corol-lari 5.3.12. Siguin p1,...,pr q1,---,qs elements irreductibles d’un domini dideals prin-
cipals A i suposem py ...p, = q1 . ..qs. Aleshores, r = s i existeix una permutacio o de {1,...,r}

tal que p; ~ qo(), 1 < i <.

Demostracio. Veurem que existeix o com a l'enunciat, donant successivament o (1) tal que p; ~
0o(1), 0(2) tal que ps ~ g (2) 1, en general, p; ~ ¢o(;), per a tot i =1 +r.

Sipi...pr=q1...qs, tenim py | gy ... qs1per 5.3.11 existeix j; € {1,2,...s} tal que p; és associat
de gj,. Tenim doncs p; = u;q;,, amb u; unitat. Posem o(1) = j;. Ara tenim uiq;,p2...p, =
¢ - gs 1, simplificant el factor g;,, obtenim

P2 - Pr = q1 - ¢j;—195,+19s- (5.3.4)

Tenim ps | 1 ... ¢j,-1¢j,+19s 1, de nou per 5.3.11, existeix jo € {1,2,...5s},ja 7# j1 tal que po és

associat de gj,. Tenim doncs ps = usq;,, amb uy unitat. Posem o(2) = jo. Ara tenim

U U2q5,P3 - Pr = q1 -~ @i —195:+19s (5.3.5)

i, simplificant el factor g;,, obtenim

ULUaP3 * * * Py = H q;- (5.3.6)

J#71,J2
Repetim el procés. Notem que no pot ser r > s ja que arribariem a u - - - uspsy1---pr = 1 que
donaria p,y1,...,ps unitats, que seria absurd. Tampoc no pot ser r < s, ja que en aquest cas,

arribariem a uy - - u, = [ ;s que donaria que els ¢; que queden a la dreta de la igualtat

j;é.jla"'y
son unitats, un altre cop absurd. Tenim doncs r = s i existeix una permutacio o de {1,...,r}

tal que p; ~ qo(iy, 1 <@ < 7. [ |

5.4
DOMINIS DE FACTORITZACIO UNICA

Definici6é 5.4.1 (Domini de factoritzaci6 tinica). Un domini d’integritat A es diu domini de
factoritzacio unica si es compleixen les dues propietats segiients:
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1. Per a tot element a no nul i no unitat d’A, existeixen elements irreductibles py,...,p, d’A
tals que a = py - - - p,..

2. Si p,p1,...,pr sOn elements irreductibles d’A i p | py - - - p,, aleshores p és associat amb
algun p;.

Definicié 5.4.2 (Domini de factoritzacio). Si A és un domini d’integritat que compleix la pri-
mera propietat de la factoritzaci6 tnica, direm simplement que és un domini de factoritzacid.

Proposicio 5.4.3. Sigui un domini de factoritzacio unica A. Si p1,....Prq1,--.,qs SO0 ele-
ments irreductibles d’A tals que py---p. = q1 -+ - qs, aleshores, r = s i existeir una permutacio o
de {1,...,7} tal que p; ~ qoiy 11 <0 <

Demostracio. En efecte, es dedueix de la propietat segona de la definici6. ]

Observacio 5.4.4. Tenim que tot domini euclidia és un domini d’ideals principals. Al seu torn,
tot domini d’ideals principals és domini de factoritzacié tnica. Es dona, doncs, aquesta cadena
d’equivaléncies.

Proposicio 5.4.5. Sigui A un domini de factoritzacio. Aleshores, A és domini de factoritzacio
unica st, © només si, tot element irreductible d’A és primer.

Demostracio. Sigui A un domini de factoritzaci6 tnica, p un element irreductible tal que p | ab.
Per veure que p és primer, anem a plantejar una série de casos:

e Sia=0,pla,isib=0,p|b.

e Sia és unitat, p | b i, si b és unitat, p | a.
Siaib=#0, tals que a,b no sén unitats, podem escriure a i b com a =p;---p,ib=q1 - -qs
(p1-+-priqi---qs son irreductibles), respectivament. Aleshores, podem escriure p | ab com:

p~pi = pla / :
e ceeqs = b b = . 5.4.1
plpr-prqr---qs {quj:pM}plao ép | p primer (5.4.1)
Reciprocament, suposem ara que tot irreductible d’A és primer p, py, ..., p, irreductibles d’A i
p | p1---p-. Com p ésprimer, en particular p | p; per acerti € {1,...,r} i, com p; és irreductible
per a tot i, resulta que p ~ p;. [ |

Exemple 5.4.6 (Identificaci6 de dominis de factoritzaci6 tnica). Donem ara un exemple d’a-
nell que no és domini de factoritzacié tnica. Considerem I'anell Z[\/—5] = {a + by/—5 | a,b e
Z} C C. Tenim la igualtat segiient: 6 = 2 x 3 = (1 + +/=5)(1 — /=5). Volem veure
que 2,3,1 4+ +/=5,1 — /=5 s6n elements irreductibles d’aquest anell i, per tant, 6 = 2 -3 i
6 = (14 +v/—5)(1 — v/—5) sén dues descomposicions de 6 en producte d’irreductibles.
Considerem la norma de Z[\/—5] definida per

N = (a+byV/=5) = a* + 5V, a,b € Z. (5.4.2)
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Observem que N(«) > 0 per a tot a € Z[y/—5]. Els elements invertibles de Z[/—5] son els de
la norma igual a 1. L’equacié a? + 50> = 1 només té les solucions enteres a = £1,b = 0; per

tant, (Z[v/=5])* = {£1}. Tenim:

N(2) =4 N(3)=9
N(1++v/=5)=6 N(1-+-5) =6

e Si 2 no fos irreductible, tindriem 2 = aff, o, € Z[v/—5], no unitats. 1 4 = N(2) =
N(a)N(B),

(5.4.3)

N(a) =1,N(B) =4 = « invertible,
N(a) =2,N(f) =2 = « a continuaci6 veiem que no pot ser, (5.4.4)
N(a) =4,N(f) =1 = p invertible.

Hauria de ser, doncs, N(a) = N(8) = 2, perd I'equacioé a4+ 5b* = 2 no té solucions enteres
(2 no és un quadrat modul 5); per tant, a Z[v/=5] no hi ha elements de norma 2 i tenim
que 2 és irreductible.

e Si 3 no fos irreductible, tindriem 3 = a8, o, € Z[v/=5], no unitats. 9 = N(3) =

N(a)N(B),

N(a)=1,N(8) =9 = « invertible,
N(a) =3,N(f) =3 = « a continuaci6 veiem que no pot ser, (5.4.5)
N(a) =9,N(f) =1 = [ invertible.

Hauria de ser, doncs, N(a) = N () = 3, pero 'equacié a? 4+ 5b* = 3 no té solucions enteres
(3 no és un quadrat modul 5); per tant, a Z[v/—5] no hi ha elements de norma 2 i tenim
que 2 és irreductible.

e Com no hi ha elements de norma 2 ni de norma 3, tenim que 1+ /—5,1 — /=5 també
son elements irreductibles. En efecte, 6 = N(1 &+ v/=5) = N(a)N(B) i

N(a)
N(a)
N(a)

1, N(B) =6 = « invertible,
2, N(f) =3 = « no pot ser,
3, N(f) =2 = « no pot ser,
6, N(f) =1 = p invertible.

(5.4.6)

(0%

N(a)

e Com (Z[/—5])* = {£1}, és clar que cap dels factors 2,3 no és associat a un dels factors
1+ +/-=5,1—+/=5 1, llavors, aquestes dues descomposicions en producte d’irreductibles

son diferents.

Obtenim que Z[v/—5] no és un domini de factoritzaci6 tnica.

Proposicié 5.4.7. Per a un nombre enter d lliure de quadrats, Uanell Z[v/d) és domini de

factoritzacio.

Demostracio. Per veure-ho, raonem per ’absurd. Suposem que existeixen a Z[\/c_l] elements
no nuls i no unitats que no sétn producte d’irreductibles. Sigui a un d’aquests elements amb

|N(a)] minim (la norma en valor absolut és un nombre natural i, per tant, per la construccio
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d’'N existeix un minim i un infim), on N indica la norma a Z[v/d]. Com a no és irreductible,
tenim a = bc amb b, ¢ no unitats. Ara, N(a) = N(b)N(c) i, com b, c no sén unitats, |[N(b)| > 1
i |N(c)| > 11, per tant, |[N(b)| < |N(a)|i|N(c)| < |N(a)|. Per l'elecci6 d’a, b i ¢ son producte
d’irreductibles; llavors, a també és producte d’irreductibles (perd hem suposat que a no ho era,
contradiccio). [

Observacio 5.4.8. Un nombre enter d lliure de quadrats fa que I'arrel s’escrigui d’una tnica
forma (per exemple, \/5) i aixd fa que a + bv/d estigui determinat de manera tnica.

MAXIM cOMU DIVISOR I MINIM COMU MULTIPLE EN UN DFU

Definici6é 5.4.9 (Conjunt fonamental d’elements irreductibles). Sigui A un domini de factorit-
zaci6 tnica i P un subconjunt d’A amb les propietats segiients:

1. Tot element de P és irreductible.
2. Tot element irreductible d’A és associat a algun element de P.
3. Dos elements diferents de P no séon pas associats.

Anomenarem un conjunt P amb aquestes propietats un conjunt fonamental d’elements irreduc-
tibles.

Exemple 5.4.10. El conjunt dels nombres naturals primers i el conjunt de polinomis monics
irreductibles son conjunts fonamentals d’elements irreductibles a Z i K[X] (K essent un cos).

Recordem que un polinomi es diu monic si el coeficient del terme de grau més alt és 1.

Proposicio 5.4.11. Si A és un domini de factoritzacio unica i P és conjunt fonamental d’ele-
ments irreductibles, tot a € A no nul es pot expressar en la forma a = upy* ---pl'", on u és una
unitat, r € N, p1,...,p, son elements diferents (dos a dos) de P iny,...,n, € N. A més, la
unitat u, els wrreductibles pq,...,p, © els exponents nq,...,n, queden univocament determinats
per a; €s a dir, la descomposicid a = upy* - --plv és unica tret de 'ordre.

Proposicio 5.4.12. Sia i b son dos elements d’un domini de factoritzacio unica A, existeixen
mcd(a, b) ¢ mem(a, b).

Demostracio. Podem escriure, per la proposicié anterior, 5.4.11, a = upi* - - - pl'* ib = vpy™ - - - p*r,
on u,v séOn unitats, py,...,p, son elements diferents de P i n;,m; € Z > 0, per a tot ¢. Si pre-
nem k; = min{n,;, m;},l; = max{n;, m;}, clarament d = p¥ - .. pf = med(a,b) im =p} -- - plr =

mcd(a, b). |
Observacio 5.4.13. Notem, la descomposicié d’a i b és la mateixa en quant als factors, pero

queda determinada pels exponents, que poden ser més grans o iguals que 0 i, en particular,
diferents en cada descomposicié que vulguem fer.
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ALGORISME D’EUCLIDES PER A DOMINIS EUCLIDIANS

Lema 5.4.14 (Lema d’Euclides). Sigui A un domini d’integritat, a,b,q € A. Es compleix la
igualtat d’ideals (a,b) = (a — bq,b). Per tant, si A és domini d’ideals principals, tenim que els
mazxims comuns divisors son associats: med(a, b) ~ med(a — bg, b).

Demostracio. Hem de fer dos enunciats, que hem provat a la part de Problemes:

1. Si A és domini d’integritat i a,b € A, aleshores (a) = (b) si, i només si, a, b soén associats.
2. Si A és DIP (domini d’ideals principals), llavors d és méaxim comu divisor d’a i b si, i només
si, (a,b) = (d).

Donat aixo per provat, tenim que si A és DIP i posem med(a, b) = d, med(a—bgq, b) = d’, resulta:
(d) = (a,b) = (a — bg,b) = (). (5.4.7)
En definitiva, es dona la igualtat (a,b) = (a — bg,d) i d i d’ son associats. |

Proposicié 5.4.15 (Algorisme d'Euclides). Siguin (A, ) un domini euclidia amb a,b € A tal
que b # 0. El segiient algorisme [Vil21|] és finit i dona com a resultat d = med(a,b):

1. Suposarem a > b. En particular, a > b > 0. Com mcd(a,b) = mecd(b,a) = med(|al, |b]),
podem suposar a > b >0 (el cas b =0 és trivial, ja que med(a,0) = |al.

(\S)

Sia =b el resultat és med(a,b) = a. Per tant, suposem que a > b > 0.

~

Siry =0, tenim que b | a, aizi med(a,b) = b.
Siry #0, cal calcular qa, 79 tals que b = r1qa + 12, amb §(rq) < 6(ry).
Siry =0, aleshores med(a,b) = ry.

S v o

En definitiva, donats r;_1 i 1rj_9, amb j > 2, si ambdds son no nuls, calculem q; i r; tals
que Tj_o =1j_1q; + 15, amb 6(r;) < d(rj_1).

7. Suposem ara v ["iltim index tal que la resta r; €s no nul-la. Per tant, es té que r; = 0 1
riv1 = 0. Aleshores, existeix un q;+1 tal que ;1 = r;q;41 + 0. Afirmem, doncs, que per a
aquest indez i es té que med(a, b) = 7;.

FEzisteix, doncs, n € N tal que m1 # 0,...,7,-1 # 0,7, = 0 i es compleix med(a,b) = r,_.
En termes de la funcio 6, tenim una successio estrictament decreixent acotada inferiorment,
d(ry) > 0(rg) > -+ > d(rp_1) > 0.

Demostracio. Volem veure que arribem a una resta igual a 0 en un nombre finit de passos. En

efecte, si considerem la successio de restes, tenim §(r;) > d(rq) > ---; per tant, formen una
successio estrictament decreixent d’enters naturals i r, = 0 per a algun n € N. Ara, pel lema
5.4.14 es compleix mcd(a, b) = med(b, 1) = med(ry,72) = -+ = med(rp_1,7,) = med(r,—1,0) =
Tn—1- [ |
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5.5
FACTORIALITAT DELS ANELLS DE POLINOMIS

Hem vist que si K és cos, 'anell de polinomis K[X] és un domini euclidia i, per tant, tenim
un domini d’ideals principals i, per ultim, K[X] és domini de factoritzacié tnica. La proposicio
segiient mostra que no podem esperar tenir aquestes propietats per a anells de polinomis de

coeficients en dominis d’integritat més generals.

Proposicio 5.5.1. Sigui A un domini d’integritat. Les propietats segiients son equivalents:

1. A és un cos.

<

2. AlX] és un domini euclidia.

3. A[X] és un domini d’ideals principals.

Demostracio. Donat que hem vist les dues implicacions anteriors, provem que si A[X] és un
domini d’ideals principals, A és un cos. Considerem el morfisme d’anells segiient, que envia el

polinomi al seu terme independent:

p: AX] — A

P PWO) (5.5.1)

Clarament, ¢ és epimorfisme. El nucli, per construccié de ¢, son tots aquells polinomis amb
terme independent nul; és a dir, tenim ker(p) = (X). Pel teorema d’isomorfia, A[X]/(X) = A.
Com X és irreductible i A[X]| és domini d’ideals principals, per la proposicié 5.3.10, (X) és
maximal i, per definici6 d’ideal maximal, A[X]/(X) és un cos que, pel teorema d’isomorfia un
altre cop, és isomorf a A (en altres paraules, A és cos). [ |

Exemple 5.5.2. (2, X) és un ideal no principal de Z[X].

Volem veure ara que si A és un domini de factoritzacié tnica, A[X] és domini de factoritzacio
tnica. Recordem que si A és domini d’integritat, les unitats d’A soén les mateixes que el seu
anell de polinomis; és a dir, (A[X])* = A*.

Definicié 5.5.3 (Contingut d'un polinomi). Sigui f(X) = a, X"+ --- + a1 X + a9 € A[X] un
polinomi amb coeficients en un domini de factoritzacié tnica A. Anomenarem contingut de f

un maxim comu divisor dels coeficients d’f. Denotem per ¢(f) el contingut de f. Tenim, doncs:
c(f) = med(ag, ay, - .., ay). (5.5.2)

Clarament, el contingut d’un polinomi d’A[X] queda determinat tret d’un factor d’A*. Direm
que f és primitiu si el seu contingut ¢(f) és una unitat.

Definici6é 5.5.4 (Polinomi primitiu corresponent a f). Donat f € A[X], existeix clarament un
polinomi primitiu f* tal que f = ¢(f)f*. El polinomi f* és tnic en el sentit segiient: si f = cf,
amb ¢ € A i f primitiu, aleshores ¢ ~ ¢(f) i f ~ f*. Direm que f* és un polinomi primitiu
corresponent a f.
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Proposicié 5.5.5 (Lema de Gauss). Sigui A un domini de factoritzacio unica. Aleshores, en
A[X] el producte de polinomis primitius és primitiu. Més generalment, si f,g € A[X], c(fg) ~
c(f)e(g)-

Demostracio. Sigui p € A un element irreductible i considerem el morfisme d’anells:

p: AX] — (A/(p)[X]

Z?:QaiXi — Z:.L:O']r(ai)Xi (553)

on 7 és el morfisme de pas al quocient d’A en A/(p). El nucli d’aquest morfisme és el conjunt de
polinomis on tots els seus coeficients cauen en la classe del zero, és a dir, que p divideix cadascun
d’aquests elements i, en particular, divideix el seu contingut. Altrament, ho podem formular
dient que donat h € A[X], p(h) = 0 si, i només si p | ¢(h).

En més detall, com A és domini de factoritzacié tnica, p és primer i, per tant, A/(p) és un
domini d’integritat. Com A/(p) és un domini d’integritat, A/(p)[X] també ho és.

Siguin ara f, g dos elements d’A[X]. Com ¢(fg) = o(f)¢(g), tenim ¢(fg) = 0 si, i només si,
©(f) =00bé ¢(g) =0. Alternativament, fg € ker(yp) si, i només si, f € ker(¢) o bé g € ker(p).
Equivalentment, p és factor irreductible de ¢(fg) si, i només si, ho és de ¢(f) o bé de ¢(g).
Suposem f, g primitius, és a dir, tals que ¢(f) i ¢(g) son unitats. Suposem, al seu torn, que
c(fg) no és unitat. Aleshores, p és irreductible i compleix que p | ¢(fg) = p | c(f) o
bé p | c(g). Arribem a contradiccid, que ve de suposar f,g primitius. En general, posem
f=clf)f* g = clg)g" tal que f*, g* son primitius. Aleshores, fg = c(f)c(g)(f*g*) 1 f*g* és
primitiu. Per tant, ¢(fg) ~ ¢(f)c(g). [

Corol-lari 5.5.6. Sigui A un domini de factoritzacio unica, K el cos de fraccions d’A 1 f € A[X]
monic. Si f = gh, amb g, h € K[X]| monics, aleshores g,h € A[X].

Demostracio. Com f és monic, ¢(f) ~ 1. Siguin a,b € A tals que ag i bh pertanyen a A[X].
Tenim abf = abgh = (ag)(bh) i, per tant, ab = c(abf) ~ c(ag)c(bh). Com g és monic, el
coeficient del monomi de grau més gran d’ag és a (multipliquem tots els coeficients per a);
llavors, tenim c(ag) | a. Analogament, ¢(bh) | b. Tenim, doncs, ¢(ag) ~ a i ¢(bh) ~ b i, per tant,
g,h € A[X]. |

[RREDUCTIBLES D’A[X]

Definicié 5.5.7 (Element irreductible, anell de polinomis). Sigui A un domini de factoritzaci6
tnica. Un element d’A és element irreductible d’A[X] si, i només si, és element irreductible d’A

(un element d’A[X]| de grau positiu no pot dividir un element d’A).

Estudiem ara U'irreductibilitat dels elements d’A[X] de grau positiu en funci6 de la seva irreduc-
tibilitat com elements de K[X], on K = K(A) és el cos de fraccions d’A.

Proposicio 5.5.8. Sigui A un domini de factoritzacid unica i sigui f(X) € A[X]. Les condici-
ons seglients son equivalents:
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1. f(X) té grau positiu i és irreductible a A[X].
2. c(f)~1 (f és primitiu) i f(X) és irreductible a K[X].

Demostracio. Provarem la implicacié cap a baix, =, i cap a dalt, <.

= Suposem que f(X) té grau positiu i és irreductible a A[X]. Tot element irreductible d’A

és irreductible a A[X]. La factoritzacio f = ¢(f)f*, amb f* primitiu, és no trivial (sempre

que ¢(f) no sigui una unitat). Com que f és irreductible, deduim que ¢(f) és una unitat;

és a dir, ¢(f) ~ 1. Per veure que f(X) és irreductible a K[X], posem f = gh, amb

g,h € K[X]igr(h) > 0. Volem veure que g ha de tenir grau zero i, per tant, ha de ser

una unitat de K[X]. Si a és denominador comu dels coeficients de g(X) i b dels de h(X),

tenim que ag i bh son elements d’A[X] i abf = (ag)(bh) és una factoritzacioé d’abf en A[X].

Siguin g*, h* els polinomis primitius corresponents a ag i bh: ag = c(ag)g* i bh = c¢(bh)h*.
Aleshores:

ab ~ c(abf) = c((ag)(bh)) ~ c(ag)c(bh), (5.5.4)

pel lema de Gauss i, per tant, f = ug*h*, amb u € A*. Com f és irreductible a A[X] i h*

té grau positiu, g* és una unitat d’A[X] i, per tant, ¢* € (A[X])* = A*. En conseqiiéncia,
g* és de grau 0 1 g és constant.

< Sigui f € A[X] amb ¢(f) ~ 1, i suposem que f és irreductible a K[X]. Posem f = gh,

amb ¢, h € A[X], h de grau positiu. Com A[X] C K[X], ¢ ha de tenir grau 0 i, aixi,

g € KNA[X] = A. Ara, la relacio 1 ~ ¢(f) ~ ¢(g)c(h) ~ g - ¢(h) dona que g € A*. Per
tant, f és irreductible a A[X].

|

FACTORIALITAT D’A[X]
Lema 5.5.9. Sip € A és un primer en A, aleshores p també és un primer en A[X].

Demostracio. Sigui p un element primer d’A, i suposem p | fgipt f, per a f,g € A[X]. Posem:

f=a+a X+ - +a, X"

5.9.5

i sigui ¢ 'index més petit tal que p | ax, per a 0 < k < i, pt a;. Provarem per inducci6 que p
divideix tots els coeficients de f i, per tant, p | g. El coeficient de X* de fg és:
@ibO —+ ai,1b1 + e+ Gobi. (556)

Com p | aj_1by + -+ agb; i p | fg, tenim p | a;bo 1 p 1 a;, que implica p | by. Suposem ara que
hem provat p | by, per a k < j. El coeficient de X"/ de fg és:

Aitjbo + igj—1b1 + -+ @i bjy + aiby + a;_1bjq + - -+ agbiyy. (5.5.7)
Com P ‘ ai_lbj+1 + -+ aobH_j i P | ai+jb0 + (Zi+j_1b1 + -+ CLz’_Hbj_l per hipétesi d’inducci('), a

més que p | fg, tenim p | a;b; i pt a; que implica p | b;. [ |
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Factorialitat d’A[X] 5.5.10

Teorema 5.5.10. Si A és un domini de factoritzacio inica, aleshores A[X] és un domini de

factoritzacio inica.

Demostracio. Primerament, volem veure que A[X] és domini de factoritzacio. Per a tot f €
A[X], no nul i no unitat, f és producte d’irreductibles d’A per ser A domini de factoritzacio.
1. feAlgr(f)=0), f és producte d’irreductibles d’A que ho son, també¢, a A[X].
2. Suposem, doncs, que gr(f) >0, f =g;---g, amb gy, ..., g, irreductibles de K[X], K cos
de fraccions d’A (i K[X] domini euclidia).
Vegem com a partir d’aquesta factoritzacio de f a K[X] podem deduir una descomposicié de f
com a producte d’irreductibles d’A[X]. Suposem ay,...,a, € A\ {0}, tals que a;9; € A[X] i

a=ay---a, Escrivima=a;---a, i

af = (a191) - (ar9,)

5.9.8
f=cf)f 1aigi=claigi)g;, f*,g; polinomis primitius. ( )

g7 ¢és primitiu i irreductible a K[X] de manera que g és irreductible a A[X]. Podem trobar
lassociat a f*, tenint en compte que ac(f)f* és el producte d'una constant per un primitiu i que

el seu associat també ho és (g7, ..., gF és primitiu pel lema de Gauss). Amb (5.5.8) escrivim:

af =ac(f)f* = clargi)---clarg,)gy ---g9r = [ ~gi- g (5.5.9)

En definitiva, f*=wug;---g-i f =c(f)f*. Sic(f) € A, A domini de factoritzacié tnica, c(f) és
producte d’irreductibles d’A i aquests també son irreductibles d’A[X].
Per provar la unicitat de la descomposicié d’'un element d’A[X] com a producte d’irreductibles,
n’hi ha prou amb provar que tot element irreductible d’A[X] és primer. Sigui f € A[X],
irreductible:
1. f € A (f té grau zero) implica, per ser A un domini de factoritzacié tnica, f és primer
d’A i, per tant, f és primer d’A[X].
2. Per a g,h € A[X], gr(f) > 01 f | gh. Com f és irreductible a K[X]| i K[X] és domini de
factoritzacié unica, f | g o bé f | h a K[X].
Suposem f | g a K[X]. Tenim g = fq amb ¢ € K[X] i agafem a € A\ {0} tal que ag € A[X].
Aleshores, ag = f(aq). Si posem g = ¢(g)g* i aqg = c(aq)q* amb g¢*,¢* primitius, obtenim la
relacio:

ac(g)g” = c(aq)(fq"), fq* primitiu, (5.5.10)

on, recordem f irreductible i gr(f) > 0. Per ser f irreductible a A[X] i de grau positiu, f
primitiu. Aixi, ¢* f és primitiu pel lema de Gauss.

g~ fq* iac(g) ~ c(aq), (5.5.11)

d’on se segueix que existeix una unitat u € A tal que ¢g* = ufq*; és a dir, f | g* en A[X] i, per
tant, f | g a A[X], també. |
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5.5.8 Factorialitat

Observacio 5.5.11. Del teorema anterior obtenim que Z[X] és domini de factoritzaci6 tnica.

Sanem que no és domini d’ideals principals, ja que, per exemple, I'ideal (2, X') no és principal.

Corol-lari 5.5.12. Si A és domini de factoritzacid unica, aleshores A[X, ..., X,] és domini de

factoritzacio unica.

Demostracio. Per 5.5.10, tenint en compte A[X7, ..., X,] = A[X1, ..., Xpo1][X0]. |

CRITERIS D'IRREDUCTIBILITAT

En aquesta subsecci6 A sera un domini de factoritzaci6 tnica i K el cos de fraccions d’A.

Proposici6 5.5.13.
1. Sigui f(X) € AX], f(X) = ao+ a1 X + -+ a, X". Si § és una arrel de f a K, amb
med(c,d) = 1, aleshores ¢ | ag i d | a,.
2. Sigui f(X) € A[X] un polinomi primitiu de grau 2 o 3. Aleshores, f(X) és irreductible si,
1 només st, no té cap arrel a K.

Demostracio. PRIMER APARTAT: Pel fet que § és una arrel tenim que f(5) = 0 i en substituim
la X en la forma polinomial.

c c c\"
0= f (E) = Qo -+ aq (C_l> —+ e 4 Qp, <E> — aod" —+ Cblcdnil + -+ anc" = 0. (5512)
Ens queda que ¢ | apd", donat que apd"® = —c(a;d™™' + -+ + a,c"'). Per a tot irreductible
p dividint ¢ tenim p | aoed”, que implica p | ag, ja que p f d i p és primer. Per tant, ¢ | ap.

"~1) implica d | a,.

Analogament, a,c" = —d(agd”™! + -+ + a,_1c
SEGON APARTAT: Com f és primitiu i de grau positiu, podem expressar-lo a través de la segiient

factoritzacié no trivial possible.

f(x) = g(z)h(z), 1 < gr(g),gr(h) < gr(f). (5.5.13)

f és irreductible a A[X] si, i només si, ho és a K[X]. Com f té grau 2 o 3, redueix sobre K si, i
només si, té un factor de grau 1 si, i només si, té una arrel a K. [ |

Exemple 5.5.14. Sigui X® + X + 1 € Z[X] un polinomi de I'anell d’enters. Pel criteri d’irre-
ductibilitat, les possibles arrels racionals que tenim sén £1, pero veiem que no ho séon clarament.

Per tant, tenim un polinomi primitiu sense arrels a Q i és irreductible.

Proposicié 5.5.15 (Criteri modular). Sigui f(X) =ao+ a1 X + -+ - + a, X™ € A[X], primitiu,
i suposem que existeir p € A, irreductible, tal que p{ a, i que el polinomi f(X) = ag + arX +
ot a, X" € (A/(p))[X] és irreductible (on @ indica la classe d’a € A en el quocient A/(p) pel

morfisme de pas al quocient m: A — A/(p)). Aleshores, f és irreductible en A[X].
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Criteris d’irreductibilitat 5.5.18

Demostracio. Si f redueix sobre A, tenim f = gh, amb g, h polinomis d’A[X] de grau 1 <
gr(g),er(h) < gr(f), ja que f és primitiu. Posem:

g:ibiXi» hzichj. (5.5.14)
i=0 j=0

Llavors, f = gh a (A/(p))[X] i, com p 1t a,, @, # 0. En particular, @, = b,¢; # 0. A més a més,

tenim la segilient cadena d’implicacions:

p irreductible i A DFU = p primer = (p) primer = A/(p) D. Integritat.  (5.5.15)

Com @; #0, by, # 010, # 0. Per tant, gr(f) = gr(f), gr(g) = gr(g), gr(h) = gr(h) i f =7 h és
descomposici6 no trivial; f redueix sobre A/(p). Equivalentment, f no és irreductible.

Exemple 5.5.16. Sigui f(X) = X® +aX +b € Z[X], amb a,b senars i p = 2. f(X) =
X3+ X +1€7Z/(2)[X] no té arrels a Z/(2), ja que f(0) = f(1) = 1i gr(f) = 3. Aixo vol dir,
pel criteri anterior, que f és irreductible i, per tant, que f és irreductible.

Exemple 5.5.17. Considerem el polinomi f(X) = X*—X+1 € Z[X]. Veurem que és irreducti-
ble usant la seva reduccié modul 2. Considerem donces f(X) = X4+ X +1 € (Z/(2))[X]. Primer
observem que f(0) = f(1) = 1, per tant f no té arrels a Z/(2). Ara hi ha un tnic polinomi
irreductible de grau 2 a (Z/(2))[X], X?+ X +1. Com f no pot tenir un factor de grau 1, inica
descomposici6 possible seria f(X) = (X% + X +1)% pero (X2 + X +1)° = X*4+ X241 # [(X),
per tant f és irreductible i, pel criteri modular, f és irreductible sobre Zi, com té grau positiu,
també sobre Q.

Proposicié 5.5.18 (Criteri d’Eisenstein). Sigui f(X) = ag+a1 X +---+a, X" € A[X] primitiu
i siguip € A, irreductible en A. Suposem quep | ag,p | ar,...,p | an_1,p | an i p*{ ag. Aleshores,
f(X) és irreductible.

Demostracio. Com f és primitiu, si reduis, seria producte de dos polinomis de grau positiu.
Veurem que aixo no pot ser. Suposem que tenim

FX)=(bo + i X 4+ 5,X") (co+ 1 X + -+ + X7, (5.5.16)

amb r, s > 1. Com a, = b,c,ipftan, tenim p{ b, ipfc,. Daltrabanda, ag = bocyip | ag, p? 1 ag;
per tant, p | by o p | ¢o, perd p no divideix a tots dos. Suposem p | co i ptby. Com p|cyiptcs,
existeix ¢t amb 0 < t < s < n tal que (en altres paraules, com que p { ¢s hi ha un ¢ intermig, com

a minim, tal que p no divideix el t-ésim coeficient):

p | Co, D | Cl,...,D | Ct—lvp'fct- (5517)

Aleshores la igualtat a;, = byc;+bycy_1+- - -+bico implica que p | ay, ilarelacio p | bycy_14- - -+bico
impliquen p | by 1, al seu torn, aixo dltim implica que p | by 0 bé p | ¢;. Aquest fet és impossible
jaqueptbyipite. [ |
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5.6 Factorialitat

Exemple 5.5.19. Posem f(X) = X%+ 4X3 46X + 2 € Z[X]. Si agafem p = 2 es compleixen
les condicions del criteri d’Eisenstein i, per tant, f(X) no seria irreductible. Un altre exemple
d’irreductibilitat amb p = 2 és X™ + 2 € Z[X], que és irreductible per a tot n > 1.

Observaci6 5.5.20. Per a a € A, laplicacio A[X] — A[X] que envia X — X + a, és un
automorfisme de l'anell A[X]. Per tant, f(X) és irreductible si, i només si, ho és f(X + a).

Exemple 5.5.21. Sigui p un enter natural primer. Volem provar que el polinomi ®,(X) =
XP~l 4 XP=2 ... 4+ X 4+ 1 € Z|X] és irreductible. Tenim X? — 1 = (X — 1)®,(X) i, fent el

canvi de variable X =Y + 1, obtenim
Y +1)P-1=Y0,(Y +1). (5.5.18)

Desenvolupant el terme de 'esquerra i aillant ®,(Y + 1), obtenim
O, (Y +1)=YP !4 (I;)yp—%r (g)yp—3+...+ < pfl > (5.5.19)

Com p és primer, ( p ) és divisible per p, per a 1 < k < p— 1. D’altra banda el terme de grau

k
zero és igual a p, per tant no divisible per p?. Tenim doncs que @, és irreductible, pel criteri

d’Hisenstein i 'observaci6 anterior.

5.6
EXERCICIS FINALS

Exercici 5.6.1. Considerem l’anell Z[v/=5] = {a +by/=5 € C : a,b € Z} C C, i la seva
norma, N(a + by/=5) := a® + 5b%, per a a,b € Z
1. Proveu que laplicacié ¢ : Z[\/—5] — Z/27, definida per l'assignacid a + b\/—5 > a +b
(mod 2), per a a,b € Z, és un morfisme exhaustiu d’anells.
2. Proveu que ker(y) és lideal de Z[/—=5] generat per 2 i1+ /=5.
3. Proveu que ker(yp) és un ideal mazimal de Z[/=5] i que no és principal.

Demostracio. PRIMER APARTAT: Sigui v : Z[X| — Z/2Z I'tnic morfisme d’anells determinat
per lassignacié X + 1; clarament, 1 és exhaustiu, i I'ideal principal generat per X2 + 5 esta
inclos en el nucli, que és I'ideal generat per 21 X — 1. Per pas al quocient, obtenim un morfisme

exhaustiu d’anells
¢ ZIV-5] = Z[X]/ (X*+5) — Z/2Z. (5.6.1)

de fet, 'inic tal que a + by/—5 + a + b (mod 2), per a a,b € Z.

SEGON APARTAT: Com que els morfismes ¢ i 1 sén exhaustius, el nucli de ¢ és la imatge per la
projeccié Z[X] — Z[v/—5] del nucli de . Aixi, ker(¢p) és l'ideal generat per 21 1+ /=5, que
son les imatges de 21 1+ X (podem prendre 1+ X en lloc de X — 1, perqué 2 pertany al nucli)
en Panell quocient Z[v/—5].
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Exercicis finals 5.6.2

TERCER APARTAT: Com que im(yp) és un cos, resulta que ker(y) és un ideal maximal. Només cal
veure que no és principal. Pero si ker(y) fos principal, seria generat per un element de la forma
a+byv/=5, amb a,b € Z. Llavors, N(a+by/=5) dividiria N(2) = 4, en Z. Pero si N(a+by/=5) =
a® + 5b% divideix 4, resulta que b = 0, de manera que a + by/—5 = a € Z. Llavors, llevat del
signe, seria a + by/—5 = 2 (no pot ser 1, perqué el nucli és un ideal maximal); perd 1 + /=5 no
és multiple de 2, perqué els multiples de 2 tenen parells els coeficients de 1 i de /—5. |

Exercici 5.6.2. Siguin £ :== 2 + %gz €C,iZlf]={a+b6eC:a,beZ} CC.
1. Proveu que Z[&] és un subanell de C.

Proveu que Z[€] és isomorf a Z[X]/ (X?*+ X +1).
Sigui w € Z[£]. Proveu que el conjugat complex, W, de w, pertany a Z[£] i que N(w) = ww

o o

és una norma en 'anell Z[E].
4. Calculeu totes les unitats de Z[E].

Demostracio. PRIMER APARTAT: Considerem el morfisme d’anells ¢ : Z[X] — C determinat

per l'assignacio p(X) — p(§), p(X) un polinomi amb coeficients enters qualsevol. A classe de
V3
2
ara, p(X) = X2+ X +1 € Z[X]. Es trivial que p(¢) = 0 i, d’aquesta manera, p(X) € ker(¢).
D’altra banda, agafem un polinomi f(X) € Z[X], i Pescrivim com f(X) = p(X)g(X) + r(X),
amb ¢g(X),r(X) € Z[X]igr(r(X)) < 1 pel teorema de la divisié entera (és a dir, 7(X) = a+0X).
La imatge de ¢ coincideix amb el conjunt Z[¢] = {a+b¢ | a,b € Z}, ja que o(f(X)) = (r(X))
pel fet que p(X) € ker(y). En particular, im(¢) = Z[¢] és un subanell de C.

problemes també hem vist que podem fer l’assignacid canonica ag — —%, X — ¥24. Fixem,

SEGON APARTAT: Prenem ¢ préviament definida i, clarament, el nucli de ¢ és exactament
'ideal generat per p(X). Ja hem dit que ¢(f(X)) = ¢(r(X)); és a dir, f(X) € ker(yp) —
r(X) € ker(p), pero r(§) = a+bf =0 <= a =0b=0. Per tant, 7(X) =01 f(X) =
q(X)p(X) € (X?+ X + 1). Finalment, ens val amb aplicar el primer teorema d’isomorfia per a
anells: im(y) = Z[X]/(p(X)) = Z[g].

TERCER APARTAT: Si w € Z[¢{], el podem expressar de la forma w = a + b¢, amb a,b € Z.
Llavors, podem intentar trobar el conjugat w a través de la definicio:

(a—%—l—?bi)—l—(a—%—?bi) =2a—beZ CZ§ = W= (2a—b)—w € Z[{]. (5.6.2)

Ara intentem veure si N(w) = w - @ és una norma. En efecte:

(2a —b)* + 30"
0 —

i Iaplicaci6 N és multiplicativa perqué el conjugat és multiplicatiu i la operacié producte és

Nw)=ww=w((2a —b) —w) = a>—ab+b €7 (5.6.3)

commutativa en C:
N(ab) =ab-ab=ab-a-b=aa-bb= N(a)N(b). (5.6.4)

Notem que, a més, N(w):az—ab—i—bQ:&WZOiN(w):O < a=0b=0 (es pot

fer un analisi d’extrems de la funcio si no es veu clar).
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5.6 Factorialitat

QUART APARTAT: Si w és invertible, existeix a tal que wa = 1. Tota unitat, a més, compleix
que la seva norma és +1.

N(wa) = N(w)N(a) = N(1) = 1. (5.6.5)
de manera que N(w) = 1, ja que a 'apartat anterior hem vist que N(w) > 0 per a tot w. Ara

ens quedara resoldre 'equaci6 diofantina resultant, i veure quins elements de Z[{] la compleixen.

Nw)=a>—ab+ 1 =1 < {ab::jgl} 0 bé {b“:fl} 0 bé {Z - jj} . (5.6.6)

Aixi doncs, les tiniques solucions enteres d’aquesta equaci6 son
((I, b) €A= {(07 1)a (07 _1)7 (17 0)7 (_17 0)7 (L 1)a (_L _1)}a on ((1, b) €L XL (567)
Les unitats, doncs, corresponen als sis elements w € {a + b¢ | (a,b) € A}. |

Exercici 5.6.3. L’anell Z[\/2] és un domini de factoritzacid tinica.
1. Comproveu que 23 = (3 + 4v/2)(=3 + 4v/2) = (11 + 7/2)(11 — 7v/2). Contradiu aquesta
tgualtat el fet que Z[\/§] sigui domini de factoritzacio inica?
2. Proveu que Z[\/2] té infinites unitats.

Demostracio. PRIMER APARTAT: Les igualtats 23 = (3+4\/§)(—3+4\/§) = (11—!—7\/5)(11—7\/5)
son clares, i no contradiuen el fet que Z[\/ﬁ] sigui un domini de factoritzaci6é tnica. En efecte,
se satisfa que (11 +7v2) = (3+4v2) - (1 + v/2), que (11 — 7v/2) = (3 — 4v2) - (1 — v/2), i que
N(1++?2) = N(1 —+/2) = —1, invertible en Z, de manera que 1 & /2 s6n unitats de Z[v/2] i
les parelles d’elements (11 + 7v/2,3 4+ 4v/2), i (11 — 7v/2,3 — 41/2) ho sén d’elements associats.
SEGON APARTAT: Notem que (1 4+ v/2) > 1 és un element invertible de Z[/2], amb invers
—1 + /2. Per tant, per a tot r € Z, 'element (1+ \/5)’” també és un element de Z, invertible,
i diferent dels (1 + 1/2)°, si 7 # s. Per tant, el grup de les unitats de Z[v/2] conté el subgrup
generat per +1 i pel grup ciclic infinit generat per 1+ /2. ]

Observacié 5.6.4. No costa gaire demostrar que els elements +(1 + \/5)7", per a r € Z, son
tots els elements invertibles de Z[v/2].
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A

Grups abelians finitament generats

Al
BASES

Siguin E un grup abelia i ey, ..., e, elements de F.

1. Els elements eq,...,e, son linealment independents sobre 7Z si, per a ny,...,n, € Z.

ne +---+ne. =0 = n;=0,...,n,=0. (A.1.1)
2. (e1,...,e.) és base de F si els elements e, ..., e, son linealment independents sobre Z i
generen F.

Proposicio A.1.1. Siguin E un grup abelida iey, ..., e, elements de E. Aleshores, (e1,...,e,) €s
base de E si i només si tot element de E s’escriu de manera unica en la forma niey+---+n,e,,
amb ny,...,n, € Z.
Demostracio. Es demostra de manera analoga a com fariem amb espais vectorials. |

Definiciéo A.1.2 (Grup abelia finitament generat lliure). Un grup abelia finitament generat és
lliure si és isomorf a Ze - - - @7, per a algun enter r > 0.

Proposicio A.1.3. Un grup abelia finitament generat és lliure si i només si té una base.

Demostracio. Si (eq,...,e.) és base de E, definim l'aplicacio:
(n1,...,n.) —> nie;+ - +n.e.

Clarament és isomorfisme de grups. Reciprocament, si ¢ és isomorfisme de grups, Z® Y/

en F, aleshores (p(1,0,...,0),...,¢(0,...,0,1)) és base d'E. [
Lema A.1.4. Si(ey,...,e,) és base de E,dy,...,d, son enters naturals, aleshores
E/ <d161,...,d7«6r> ZZ/dlz@@Z/drz (A13>

Demostracio. Definim I'aplicacié

E — 7/ - - BL)d T (A1.4)

nie; +---+n.e, — (nymoddy,...,n, modd,). o
Clarament és epimorfisme de grups i el seu nucli és el subgrup (dieq,...,d.e,) del grup E. Pel
teorema d’isomorfia 1.6.2, obtenim I'isomorfisme volgut. |
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A.2 Grups abelians finitament generats

Proposicio A.1.5. Si un grup abelia E té una base amb r elements, totes les bases de E tenen

r elements. L’enter r es diu rang de E.

Demostracio. Sigui (eq, ..., e,) una base de E. Posem 2F := {2z | # € E}. Clarament 2F és
el subgrup de E generat per 2eq,...,2e, i, per tant E/2E ~ Z/27&® S @Z/27Z. Com 2E no
depén de la base escollida, r tampoc. [ ]

A.2
SUBGRUP DE TORSIO

Definicié A.2.1. Els elements d’ordre finit d’'un grup abelia E s’anomenen també elements de
torsio i formen un subgrup F(E) de E anomenat subgrup de torsi6 de E. Diem que E és lliure
de torsio si FI(E) = {0}.

Lema A.2.2. Si un conjunt de generadors {ey,...,e,} d’un grup abelia E no és Z-linealment
independent, aleshores existeizen un altre conjunt de generadors {€}, ... e.} de E (amb el mateizx
nombre d’elements) i un enter no nul q tals que qe; = 0, per a algun index i.

Demostracio. Siguin nq, ..., n, enters no tots nuls tals que nye; + --- + n,e,, = 0. Si només un
n; és no nul, ja tenim el resultat volgut. Suposem doncs que al menys dos n; ’s sén no nuls.
Reordenant el e; ’s si cal, podem suposar |ni| > |ng| > 0. Tenim les igualtats

nieq + No€o — (n1 — ng) €1 + (%) (62 + 61) = (n1 + ng) €1 + %) (62 — 61) (A21)

i un dels nombres |n; — ng| 0 |ny + na| és estrictament més petit que |ny|. Per tant existeix

una relacié no trivial, o bé entre els generadors ey,es + €1,...,¢e,, 0 bé entre els generadors
e1,es —e1,...,e., per a la qual la suma dels valors absoluts dels coeficients és estrictament més
petita que m = |ny| + -+ + |n,| > 0 . El resultat s’obté doncs fent induccié sobre m. |

Proposicio A.2.3. Sigui E un grup abelia finitament generat i lliure de torsio. Aleshores E és

un grup abelia lliure.

Demostracio. Sigui {ey, ..., e,} un conjunt de generadors de E'amb r minim. Vegem que ey, . .., e,
son Z-linealment independents. Siguin nq,...,n, enters tals que
nie; + - +nqe. = 0. (A.2.2)

Volem veure n; = 0, per a tot 7,1 < ¢ < r. Raonem per 'absurd. Suposem que no tots els n;
’s son nuls. Aleshores, pel lema 3.2.2; existeixen un conjunt de generadors {e},...,e.} de E, un
enter no nul ¢ i un index ¢ tals que ge, = 0. Com E no té elements de torsi6é no nuls, ha de ser
e; = 0 pero aleshores, E es pot generar amb r — 1 elements, contradient la minimalitat de . W

Proposicio A.2.4. Tot grup abelia finitament generat és suma directa d’un grup abelia lliure i
un grup finit.
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Estructura dels grups abelians finitament generats A.3.6

Demostracio. Sigui E un grup abelia finitament generat i sigui F' el seu subgrup de torsio.
Aleshores L = E/F és lliure de torsi6 i finitament generat. Per la proposici6 3.2.3, L és lliure.
Siguin ey, ..., e, elements de E tals que les seves classes [e1],...,[e,] a L formin base de L.
Sigui L' = (ey,...,e,). Com la imatge de L' pel morfisme de pas al quocient £ — L és igual
a L, tenim L' + F = E. D’altra banda, ey, ..., e, son linealment independents sobre Z, ja que
una relaci6 de dependéncia entre ells donaria una entre [eq], ..., [e,], per tant L’ és lliure. Aixo
implica L' N F' = {0}. Notem que F' és isomorf al quocient E/L' i per tant finitament generat

i, per ser de torsio, finit. [ |

Direm que un grup abelia finitament generat F té rang r si E/F(FE) té rang r. Els grups abelians

finits son els grups abelians finitament generats de rang 0.

A8
ESTRUCTURA DELS GRUPS ABELIANS FINITAMENT

GENERATS

Proposicio A.3.1. Sigui L un grup abelia lliure de rang r i L' un subgrup de L. Aleshores
existeizen una base (ey,...,e.) de L, un enter natural s < r i enters positius dy, ..., ds tals que
(dyeq, ..., dses) és base de L' i d; | diyq, per a1l <i<s.

Teorema A.3.2 (Estructura dels grups abelians finitament generats). Sigui E un grup abelid
finitament generat de rang r. Ewzisteizen un nombre natural s i enters positius di, .. .,ds amb d;
dividint dj1 per a 1 < j < s tals que E €s suma directa de subgrups ciclics F; d’ordre d; i de r

subgrups ciclics infinits.

Corol-lari A.3.3. Si F' és un grup abelia finit, existeixen un nombre natural s i enters positius
di,...,ds amb d; dividint dj, per a1 < j < s tals que E és suma directa de subgrups ciclics F

d’ordre d;. En particular, lordre de F' €s igual al producte dy - - - d,.

Definicié A.3.4 (Factors invariants). Els enters dy,...,ds del corol-lari anterior s’anomenen

factors invariants de F'.

Proposicié A.3.5. Sigui F' un grup abelia finit. Sigui |F| = p’fl x -pfl la descomposicio de
Uordre de F' en producte de nombres primers. Aleshores, existeizen enters positius s; i k;1 >
kis, > 0 tals que:

F= ( & F]) (A.3.1)

1<i<l \1<j<s;

on Fy; és grup ciclic d’ordre pf“, 1<3<s;,1<e<lik;=ki+- +kis,. Amés, els primers
D1, ..., ¢ les successions k;; queden determinats univocament pel grup .

Definicié A.3.6. Els enters pf“ de la proposicié anterior s’anomenen divisors elementals del
grup F'.
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A3

Grups abelians finitament generats

Corol-lari A.3.7. Dos grups abelians finits compleizen la segiient cadena d’equivaléncies:

mateizos divisors elementals <= son isomorfs <= mateizos factors invariants  (A.3.2)

Per A.3.5, podem determinar, tret d’isomorfisme, tots els grups abelians finits d’un ordre donat

n. Sin = plfl e pfl com k; = ki; + -+ + kg; el conjunt de les classes d’isomorfisme dels grups

abelians d’ordre n esta en bijeccié amb el conjunt II; x ---II;, on H]. és el conjunt de particions

de k’j

Exemple A.3.8. Determinarem tots els grups abelians d’ordre 72, tret d’isomorfisme. Tenim

72 =

23 .32, Aleshores | = 2,k; = 3,ky =2. Tenim3=2+1=1+4+1+1,2=1+1, per tant

I, ={3,24+ 1,1+ 1+ 1},1I, = {2,1 + 1}, de forma que hi ha 6 classes d’isomorfisme de grups
abelians d’ordre 72:

1.

- W N

(@

6.

Z/8Z & 7,/97 amb divisors elementals 8, 9;

Z]AZ B 7)27 & Z/9Z amb divisors elementals 4, 2, 9;
(Z)27))* ® 7Z./9Z amb divisors elementals 2,2,2,9;

Z/8Z & (Z/3Z)? amb divisors elementals 8, 3, 3;

ZJAZ & Z/27 @ (Z/37)? amb divisors elementals 4, 2, 3, 3;
(Z)27.)* & (Z/37Z)* amb divisors elementals 2,2,2,3, 3.

Determinem ara els factors invariants.

TUoR W N
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Z/8Z & Z)97 ~ 7] 727 té factors invariants d; = 72.

ZJAZ ® L)27 & 7.)97 ~ 7.]367 B 7./ 27 té factors invariants d; = 2, dy = 36.

(Z)27)3 ® Z)9Z ~ 7)18Z & 7 )27 & 7./ 27 té factors invariants d; = 2,dy = 2, ds3 = 18.
ZJ)87 & (Z)37)? ~ Z/247 @ 737 t¢ factors invariants d; = 3,dy = 24.

ZJAZ & Z)27 & (Z)37)? ~ 7.]127 & Z./6Z té factors invariants d; = 6, dy = 12.

. (Z)27)* ® (Z)3Z)* ~ 767 & Z)6Z & 7./ 27 té factors invariants d; = 2,dy = 6,d3 = 6.



B

Grup lliure generat per un conjunt

Sigui S un conjunt. Posem S’ = S x {'} i, per a cada s € Sm posem s en lloc d’(s,”). Diem
simbols els elements de SUS’. Sigui G*(5) el conjunt de successions finites de simbols; és a dir,
el conjunt de paraules formades amb l'alfabet S U S’. Designem per e la successioé buida. Direm

que una paraula és reduida si no conté parelles cancel-lables, és a dir, de la forma ss’ o s's.

Exemple B.0.1. A G*({z,y}) les paraules z, e, 2’2’x'yzyz’ son reduides; la paraula zxyy' yry'y’

no és reduida, ja que no conté yy' i y'y.

B.1
REDUCCIO DE PARAULES

Sigui G(S) el subconjunt de G*(S) format per les paraules reduides. Per a cada paraula w €
G*(S), denotem per p(w) la paraula reduida associada a w definida en la forma segiient:

1. si w és reduida, posem p(w) = w;

2. si w no és reduida, sigui w la paraula obtinguda suprimint el primer parell cancel-lable de

w;

w0

. si W és reduida, posem p(w) = w;
4. si w no és reduida, considerem w i repetim el procés fins a obtenir una paraula reduida

que prenem com a p(w).

Exemple B.1.1. Obtenim una aplicacié p : G*(S) — G(S) que és la identitat sobre G(.5).

~—

W = xxx'yrr'y'
W = zyx'y
w = zxyy'r'yza'y € G*({x,y}) = = Y ) Y (B.1.1)
W = TYY
plw) = x

B.2

EL GRUP G(S)

El conjunt G*(S) té una operacié binaria natural, la concatenacié de paraules. Es clar que e
és 'element neutre, per la dreta i per 'esquerra, perdo G*(S) no és grup, ja que només e és
invertible. Definim una operaci6 binaria en G(S) per:

p: G(S)xG(S) — G(S) (B.2.1)
(w, 2) — plwz) = wz -

1 =5si en

Es clar que e és neutre i que tot element w € G(S) té invers. Tenim s~! = §', ()
general, I'invers d’una successio és la successié formada pels inversos dels seus termes, en ordre

mvers.
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B.2 Grup lliure generat per un conjunt

Lema B.2.1. Siguin w € G(S) i z € G*(S). Aleshores, p(wz) = p(wp(z)) i p(zw) = p(p(2)w).

Demostracio. Provem la primera igualtat, la segona es prova de forma analoga. Si z és reduida,
tenim p(z) = z ila igualtat és una identitat. Suposem que z no és reduida. Fem inducci6 sobre el
nombre de simbols de z. Si I'altim simbol de w i el primer de z no formen un parell cancel-lable,
aleshores el primer parell cancel-lable de wz coincideix amb el primer parell cancel-lable de z
i, per tant, p(wz) = p(wz). Per hipotesi d’induccio, p(wz) = p(wp(2)) i p(2) = p(z); per tant
p(wz) = p(wp(z)).

Suposem ara que 1'altim simbol de w i el primer de z formen un parell cancel-lable. Sigui w =
us,z = s't, amb s € S,u € G(5),t € G*(5). Aleshores p(wz) = p(ut) = p(up(t)), on la segona
igualtat és per hipotesi d’inducci6. D’altra banda, p(wp(z)) = p (usp (s't)) = p (usp (s'p(t))), on
de nou la segona igualtat és per hipotesi d’inducci6. Posant v = p(¢), n’hi ha prou amb veure
p(uv) = p(usp (s'v)), per a tot parell de paraules reduides u,v. Suposem primer que s no és el
primer simbol de v. Aleshores s'v és reduida i per tant p (usp (s'v)) = p (uss'v) = p(uv). Si ara

v =sz,p(sv) = p(ssx) =z, jaque x és reduida i p (usp (s'v)) = p(usx) = p(uv). |
Proposicié B.2.2. L’operacio producte definida a G(S) és associativa.

Demostracio. Siguin u,v,w € G(S). Aleshores, u(vw) = p(up(vw)) = p(uvw), on la primera
igualtat es dedueix de la definicié de - i la segona del lema anterior. Analogament, (uv)w =
p(p(uv)w) = p(uvw). Hem provat que (G(S),-) és un grup, que anomenarem grup lliure generat
per S. ]

Observacio B.2.3. Tot element w de G(S) es pot escriure d’una tnica manera en la forma
w=s" s, onr €N;sy,...,8. €858 =211 <i<riegy # —& sisi =s;. Direm que
57t -+ - 8o és la forma canonica de w. En particular, S C G(5) i S genera G(S5).

Proposicio B.2.4. Sigui S un conjunt, G un grup @ f : S — G una aplicacio. Aleshores,
existeiz un unic morfisme de grups ¢ : G(S) — G tal que p(s) = f(s) per a tot s € S. A més,

im(¢) = (f(5))-
Demostracio. Volem que ¢ sigui morfisme, per tant I'inica definicié possible és:
p(s1..osy) = f(s1)™ . fs) (B.2.2)

Amb aquesta definici, obtenim un morfisme ja que la imatge per ¢ d’un parell cancel-lable és
el neutre de G. Ara, com S genera G(S5), ¢(S) = f(S) genera im(yp). [

Si S C G és un conjunt de generadors de G i f : S — G és la inclusio, aleshores el morfisme
¢ : G(S) — G és un epimorfisme. Aplicant el primer teorema d’isomorfia aplicat a grups,

obtenim que tot grup és quocient d'un grup lliure.
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C

Grups definits per generadors i relacions

Definicié C.0.1. Sigui G un grup i S un sistema de generadors de G. Sigui ¢ : G(S) — G el
morfisme corresponent a la inclusi6 de S en G. Els elements de ker(y) s’anomenen relacions de

S.

Exemple C.0.2. Considerem el grup Ss, el sistema de generadors {t;,s1}, on ¢, = (2,3) i
s1 = (1,2,3), i el morfisme ¢ : G({t1,s1}) — S3. Aleshores, t2, s}, t15,t15; s6n relacions ja que

a S3 es compleix 12 = e, 53 = e, 1151115, = e.

Notacio C.0.3. Si tenim una relacié u, normalment diem la relacié u = e, Si tenim una relaci6

wv~!, normalment diem la relacié u = v.

Definicié C.0.4. Sigui ara S un conjunt i R C G(S). Posem N(R) el minim subgrup normal
de G(S) que conté R, és a dir la intersecci6 de tots els subgrups normals de G(S) que contenen R
i posem G(S, R) = G(S)/N(R). Direm que G(S5, R) és el grup definit pel conjunt de generadors
S 1 les relacions R. Més en general, direm que un grup G esta definit pels generadors S i les
relacions R si és isomorf a G(S, R).

Exemple C.0.5. El grup S3 és el grup definit pels generadors ¢y, s;i les relacions t? = e, s3 =

e,t1s1t181 = e. En efecte, si S = {t1,s1}, en el subgrup quocient de G(S) pel minim subgrup
normal N(R) de G(S) que conté el conjunt S = {t?, s3,t,51t151}, es compleix 15, = s7't]" =
sty i, per tant, els elements d’aquest quocient son e, t1, s1, $1t1, 57, s3t;. Tenim doncs G(S, R) ~
S3.
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