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Introduccio

Tuvimos, hombre, tiempo para que nuestra sed fuera sacidndose, el ancestral deseo
de enumerar las cosas y sumarlas, de reducirlas hasta hacerlas polvo, arenales de
niimeros. Fuimos empapelando el mundo con niimeros y nombres, pero las cosas

existian, se fugaban del niimero, enloquecian en sus cantidades, se evaporaban
dejando su olor o su recuerdo y quedaban los niimeros vacios.

Pablo NERUDA, Oda a los niimeros

Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats

seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint I'ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,

seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els

encapgalaments de cada pagina:

1.

\S

el numero de 'altim capitol /seccid /subseccié, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);

el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, «Divisibilitat i nombres primers»);

el nom de 'altima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);

el namero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiiesti6 es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el color de la seva capgalera corresponent

(per exemple, 1.2.3).

A més, hi ha una taula, la taula de continguts. En aquest sentit, tal com acabem de dir,

es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per poder treballar de manera

més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. D’aquesta manera, si busqueu

una definici6, un teorema... podreu distingir que estan destacats amb colors diferents (ara els

introduim) i trobar-los molt rapidament:

1.

2.

Teoremes, proposicions, lemes, corol-laris, propietats, conjectures, processos i exercicis

tindran aquest format (capgalera destacada amb color gris fosc):

Teorema. Compte! L’enunciat del teorema també sera en cursiva! Jove xef, porti whisky

amb quinze glagons d’hidrogen, cot!
Les definicions i notacions tindran aquest format (capgalera de color gris clar):

Definici6. Aqueix betzol, Jan, comprava whisky de figa.
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5. Les remarques i exemples tindran aquest format:
Observacio. Zel de grum: quetxup, whisky, café, bon vi; ja!

Després de molts anys fent-ho malament, ara sol quedaran numerades aquelles equacions a les
quals em referiré més endavant. Es la filosofia dominant en la majoria de textos matematics (té
nom i tot, es diu la regla d’Occam).

Per tltim, m’estalviaré de comentar I'index terminologic perqué el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests

apunts, els he fet amb tot 'amor del moén. Sort!

Mario VILAR

Sitges, Barcelona
22 de gener de 2024
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Preliminars

En aquest curs estudiarem el que es coneix amb el nom de Teoria de Galois, que estableix una
connexié fonamental entre dos tipus d’objectes algebraics: grups i cossos.

La motivacié historica prové del problema de la resolubilitat d’equacions polindomiques, que
va ser un dels temes que més va mantenir ocupats els matematics entre els segles XVI i XIX.

El proposit principal d’aquest curs, doncs, és dunar una resposta satisfactoria a les qiliestions
proposades en l’enunciat segiient. Enunciats i qiliestions que, per la seva natura intuitiva, cal

precisar matematicament més endavant.

Donada una equaci6 polinomica ag + a; X + -+ -+ a, X" = 0 o bé donat un polinomi
&Q+G1X+'--+aanl

equacio polinomi
té solucions? té arrels?
quantes solucions? quantes arrels?
on té les solucions? on té les arrels?

-~

com son les solucions? com son les arrels
solucions calculables? arrels calculables?
com? com?

Per a 'equacié de grau 2:
2* +br +c=0.

Tenim la formulas:

—b+Vb? —4c
2

que expressa les arrels en termes dels coeficients de ’equaci6 i les operacions de sumar, restar,

multiplicar, dividir i prendre arrels. Diem que I’equacié quadratica és resoluble per radicals.

Per a les equacions de grau 3 i grau 4 també hi ha formules analogues (les veurem als
problemes). Es a dir, les equacions de grau 3 i 4 sén també resolubles per radicals.

En canvi, per a graus > 5 l'equacié general no és resoluble per radicals: no existeix una
formula analoga que doni les arrels del polinomi com a expressions radicals dels coeficients. Si
que és cert que hi ha algunes equacions de graus > 5 en les quals si que podem expressar les arrels
per radicals (per exemple 2° — 1 = 0), pero també n’hi ha d’altres (per exemple, z° — 16z + 2)
per a les quals aix0 no és possible.

Al llarg del curs veurem tots aquests resultats. La formulacié moderna de I'estudi de les

solucions d’equacions polinomiques es fa a través de la teoria de cossos. Donat un polinomi
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f(x) € Q[z] se li associa un cos Ky: és el cos més petit que conté les arrels de f. Per exemple,

al polinomi #? + 1 li associem el cos:
Q@) :={a+bi:a,beQ} CC.

D’aquesta manera, els problemes sobre les arrels de f es tradueixen en problemes sobre el cos
K corresponent.

El que fa la teoria de Galois és associar al cos Ky un grup finit, que s’anomena el grup de
Galois de Ky i es denota per Gal (K;/Q), i tradueix els problemes sobre el cos K; a problemes
sobre el grup Gal (K;/Q). En particular, relacionat amb el problema de la resolubilitat d’equa-
cions polindomiques, veurem que un polinomi f €és resoluble per radicals si, © només si, el grup
Gal (K;/Q) és resoluble.

Més en general, podem comencar amb un polinomi f € F[z] amb coeficients en un cos F
qualsevol. Aleshores el cos K; que se li associa és un cos que conté F i novament conté totes les
arrels de f. Es diu que Ky és una extensid de F (essencialment, vol dir que K; conté F). La
teoria de Galois és 'estudi de les extensions de cossos obtingudes d’aquesta manera, i estableix
una connexié fonamental entre la teoria d’aquestes extensions i la teoria de grups. Problemes
complicats sobre extensions de cossos tenen una traduccié sovint més tractable en termes dels
grups associats.

El problema de la resolubilitat de les equacions polinomiques va ser molt important al seu dia
i va jugar un paper clau com a motor en el desenvolupament de la Teoria de Galois. Pero en la
matematica moderna la importancia de la Teoria de Galois va molt més enlla de la seva aplicacié
a la resolubilitat d’equacions polinomiques. L’objectiu del curs no és doncs només el problema de
la resolubilitat per radicals, sin6 estudiar propiament la Teoria de Galois, que té un paper central
i molt destacat en la matematica actual amb aplicacions (d’ella o de generalitzacions seves) a
teoria de nombres, teoria d’anells, geometria algebraica, teoria de grups, topologia algebraica,

criptografia, etc.
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1.1
DEFINICIONS I PRIMERES PROPIETATS

Definicié 1.1.1 (Cos). Un cos F ¢és un anell commutatiu unitari on tot element no nul és

invertible pel producte i 1p # 0.

Definicié 1.1.2 (Grup multiplicatiu). En particular, F* = F \ {0z} (li traiem 1'anic element
de F que no té invers) és un grup abelia amb el producte, que s’anomena grup dels invertibles

de F o grup multiplicatiu de IF.

Exemple 1.1.3.

1. Alguns exemples de cossos que coneixem sén Q, R i C. També per a cada primer p sabem
que Z/pZ és un cos que té p elements; una notacié habitual per a aquest cos és F,. Més
endavant veurem que per a tot primer p i tot r > 1 existeixen cossos de cardinal p" (i
també que si un cos té un nombre finit d’elements aleshores el seu cardinal és p” per algun
primer p i algun r > 1).

2. Sigui R un domini d’integritat. Aleshores el seu cos de fraccions Fr(R) és un cos. Recordem

que el cos de fraccions és

a

Fr(R):{b:a,beR,b#O}/w

a <

on la relaci6 ~ és § ~ ¢ si ad —bc = 0. Per exemple, podem construir els racionals a partir
dels enters: Fr(Z) = Q. Si F és un cos, 'anell F[z]| de polinomis amb coeficients a F és un
domini d’integritat, i definim F(z) := Fr(F[x]); s’anomena el cos de funcions racionals® en

x amb coeficients a F.

Definicié 1.1.4 (Morfisme de cossos). Un morfisme de cossos ¢ : F — K és un morfisme
d’anells; és a dir: o(a+b) = o(a)+o(b),o(ab) = o(a)o(b) per a tot a,b € F, que a més compleix
o(1lp) = 1k.

eo(at)=oc(a)tiat a=1f

e Per tant, o(a™' - a) = o(lp) = 1x i o(a ')o(a) = 1k.

1

Proposicio 1.1.5. Un morfisme de cossos bijectiu €s un isomorfisme. Per tant, o= és un

morfisme de cossos tal que coo ! = Idg i 0 ' oo = Idp.

! Prenem que 1p és el neutre pel producte i O és el neutre per la suma. 1p # Op s’agafa com a requisit per a
evitar tautologies.
2 Les funcions racionals sén aquelles que sén divisions de polinomis que tenen coeficient en el cos corresponent.
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Proposici6 1.1.6.

1. FEls vinics ideals d’un cos F son ideal 0 i [ideal total F.

2. Tot morfisme de cossos o : F — K és injectiu.

Demostracio.

1. Sigui I C F un ideal. Si I # 0 aleshores existeix un element no nul @ € I. Com que F és
un cos a té un invers a~' pel producte i per ser I un ideal tenim que a~'a pertany a I; és
adir, 1 € I i per tant I = [F°.

2. Sabem que el nucli ker(o) és un ideal de F (im(o) és subcos de K). Tenim dues opcions:
o bé ker(o) = (0) o bé ker(c) = F. Com que o(1) = 1*, el nucli no és tot F i per tant ha

de ser 0, amb la qual cosa o és injectiu. |

Definicié 1.1.7 (Caracteristica d'un cos). Si F és un cos i n € Zsg, definim n - 1p := 1p +

1+ S +1p. Tenim un morfisme d’anells f : Z — F definit com

n-1lg sin >0,
f(n)=q¢-n-1p sin<0,
Op sin=0.

El nucli ker(f) és doncs un ideal de Z i Z/ ker(f) ~ im(f). Com que im(f) és un subanell d'un
cos és un domini d’integritat i per tant ker(f) és un ideal primer. Si ker(f) = 0 diem que F
és de caracteristica 0. Si ker(f) # 0, aleshores és de la forma ker(f) = (p) per a cert nombre
primer p; en aquest cas diem que F és de caracteristica p. Denotem per car(IF) la caracteristica

de F que és 0 o un nombre primer p.

1. Si car(F) = 0, aleshores f és injectiu i F conté un subanell isomorf a Z. Com que F és un
cos, també conté doncs un subcos isomorf al cos de fraccions de Z, és a dir, a Q.

2. Si car(F) = p, aleshores p- 1p = Op, i p és Uenter positiu més petit amb aquesta propietat
(aixo és perqueé p és el generador positiu de ker(f); és a dir, ker(f) = (p)). Observem en

aquest cas també que F conté un subcos isomorf a F,,.

Definicié 1.1.8 (Cos primer). Si car(F) = 0, diem que Q és el cos primer de F. Si car(F) = p

diem que IF), és el cos primer de F.

Exemple 1.1.9. Q,R,C,Q(z),R(z),C(z) sén de caracteristica 0; en canvi, F, i F,(x) son de

caracteristica p.

3 Recordem, que si 1 € I, a-1 € I per a tot a € F, de manera que tot a queda dins I; és a dir, F = I.
4 Si 1 € ker(o), hauria de succeir o(1) = O, perd per definicié de morfisme de cossos o(1r) = 1k.
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1.2
EXTENSIONS DE COSSOS

Ja hem dit que una motivacié per a la teoria de Galois és la resolucié d’equacions polinomiques
amb coeficients en un cos. Ja sabem que molt sovint aquestes equacions no tenen solucions en
el mateix cos on estan definits els coeficients, pero si que tenen solucié en cossos més grans. Per
exemple, 22 4+ 1 no té arrels a R, pero sf en C, que és un cos més gran. De manera natural,
doncs, quan estudiem arrels de polinomis amb coeficients en un cos FF, sovint hem de considerar
cossos més grans que el propi F. Aixo dona lloc a la nocié d’extensié de cossos, que és clau en

la teoria de Galois.

Definicié 1.2.1 (Extensio de cossos). Una extensié de cossos K/F és una inclusio de cossos
F C K (és a dir, F és un subcos de K). Una subextensié de K/F és una extensié L/F amb
FcLcK.

Observacio 1.2.2. La notaci6 K/F per una extensié de cossos no s’ha de confondre amb el

quocient. Sovint es dibuixa un diagrama de 'estil: per indicar que K és una extensio de F.

K

F

Figura 1.1: Extensié de cossos.

Exemple 1.2.3. Tot cos és extensioé del seu cos primer. Aixi doncs, tenim les extensions
R/Q, C/Q1iF,(z)/F,. També sabem que R és un subcos de C, aixi que tenim C/R. Definim el
segiient subconjunt dels complexos: Q(7) := {a + bi ‘ a,b € Q}. Es clar que Q(4) és un subanell
de C (aixo és perqueé la suma i multiplicacié de dos elements de Q(7) cau dins de Q(4)). Per a
veure que n’és un subcos, hi ha prou amb veure que l'invers pel producte d’un element no nul
a+ bi € Q(i) també és de Q(i). Com que

a b a b

bi)~ = — 3 , S
(a+bi) a? 4+ b2 a2+bQZ a? 4+ 02" a? + b2

Q;

també pertany a Q(i), tenim doncs que Q(7) és un cos. Per tant, obtenim que Q(i)/Q és una

subextensio de C/Q i, en particular, obtenim les extensions segtients: Q(7)/Q i C/Q(i).

Una eina molt important en l'estudi de les extensions de cossos és 'algebra lineal. Aixo és

possible gracies a la propietat segiient:

Proposicio 1.2.4. Si K/F és una extensio de cossos aleshores K és un espai vectorial sobre F

(el producte per escalars de F es defineiz com el producte a K).
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Demostracio. En efecte, qualsevol extensié K sobre I és un espai vectorial sobre IF; usant les
operacions additiva i multiplicativa en K podem definir la multiplicacio6 escalar en 1’espai vectorial
sobre F. Totes les propietats son immediates, per ser KK un cos, excepte lv = v per a tot v € K
cal assegurar-nos que la identitat de F és la identitat de K. Com que F és subcos, conté una
identitat 1p # 0 (hem de comprovar 1p = 1k). Tenim 1p - 1lp = 1p per ser la identitat en F, de

manera que és un element invertible de K; multiplicant per 15 ! obtenim:
Ip-lp- 13" =15 17! <= 1y = Ix. u

Definicié 1.2.5 (Grau d'una extensio). El grau d’una extensio K/F, denotat [K : F], és la
dimensi6 de K com a F-espai vectorial. Diem que K/F és finita si [K : F] < co i que és infinita
si [K: F] = co. Aixzo no té res a veure amb la nocié que el nombre d’elements del cos sigui finit

o infinit.

Exemple 1.2.6. [C : R] = 2, ja que podem expressar tot complex z = a + bi on a,b € R,
de manera que (1,7) és una base de C com a R-espai vectorial. Analogament, [Q(i) : Q] = 2.
R : Q] = oo ja que Q és numerable, perd R no ho és. Per dltim, [Q(¢) : Q] = oo, ja que

1,¢,t%,t3, ... son linealment independents.

Exemple 1.2.7 (Extensions obtingudes a partir de polinomis irreductibles). Un exemple molt
important d’extensions: extensions obtingudes a partir de polinomis irreductibles. Ara veurem
que donat un polinomi irreductible f € F[x] sempre existeix una extensié K/F on f té
alguna arrel. Ja hem vist abans I'exemple prototipic d’aquesta situacié: z? + 1 € R[z] és
irreductible i no té cap arrel a R, en canvi si que té una (de fet dues) arrels a C. Comencem
veient una manera de construir un cos isomorf a C de manera purament algebraica® i després
generalitzarem aquest procés a altres cossos. La clau esta en considerar ’aplicaci6 segiient, que
és avaluar un polinomi en i:
¢: Rjz] — C
fx) — f()

Es facil comprovar que ¢ és un morfisme d’anells, i que ¢ és exhaustiu. Veiem ara que ker(¢) =
(z? +1). Clarament ¢ (x? + 1) = 0i per tant (z* + 1) C ker(¢). Per a l'altra inclusio, si f € R|z]
¢és tal que f(i) = 0 aleshores prenent la conjugacié complexa i fent servir que f té coeficients
reals veiem que f(i) = f(—i) = 0. Per tant (z —i)(z +1i) = 2® + 1 divideix f i f € (z* +1). La
conclusi6 és doncs que R[z]/ (22 + 1) ~ C. Per més detalls, [Vil23] p. 80].

Aquest procés es pot generalitzar per a donar resposta a aquesta pregunta: donat un cos

F i un polinomi f € F[z] no constant, existeix alguna extensi6 K/F en la qual f té alguna

5 Es a dir, obtindrem un cos isomorf a C, pero no obtindrem cap de les altres propietats extres que coneixem
de C (com, per exemple, que té una topologia). Simplement estem dient que tenen la mateixa estructura com
a cos.
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arrel? La resposta és que si, i ens la dona la proposicié segiient. Fixem-nos que n’hi ha prou
amb considerar el cas en qué f sigui irreductible, ja que si no ho fos podriem prendre un factor

irreductible de f (i una arrel d’aquest factor també seria una arrel de f).

Proposicio 1.2.8. Sigui F un cos i f(x) € Flx] un polinomi irreductible de grau > 1. Ezisteix
un cos K i un morfisme 1 : F — K, on «(f) denota el polinomi obtingut aplicant v als coeficients

de f, tal que o(f) té alguna arrel a K.

Demostracio. Com que Flx] és un domini d’ideals principals i f(z) és irreductible, sabem per
Estructures Algebraiques que 'ideal (f(z)) és primer i, en particular, (com F[z| és DIP) és
maximal. Per tant el quocient K := F[x]/(f(z)) és un cos. Sigui 7 : Flz] — F[z]/(f(x)) és el
morfisme de pas al quocient i denotem per ¢ la composicié de m amb la inclusié natural, i, de F
en F[z], que identifica F amb +(F):

L F -5 Flz] 5K, t=iom.

Clarament ¢ és un morfisme de cossos i K conté ¢(F) que és un subcos isomorf a F. Ara, posem
a = 7(z) laclasse de z a Flz]|/(f(x)). Del fet que n(f(z)) = 0,1 posant f(z) = a,2"+- - - a1x+ay,

obtenim:
7(f(z)) =7 (apz" + - -a1x +ap) =7 (a,) " + -+ 7(a1) a+ 7 (ap) = f(a) = 0.

En particular,
t(an) @ + -+ (ar) a+ e (ag) = o(f)(a),

amb la qual cosa o € K és una arrel de ¢(f) en K. Més informalment, podem posar que f(x) =0

implica que f(T) = 0. |

Observacio 1.2.9. Fixem-nos que ¢ doéna un isomorfisme entre F i el subcos ((F) de K. Iden-
tificant F amb ¢(IF) via aquest isomorfisme, 1.2.8 diu que existeix una extensié K/F a on f hi
té alguna arrel, i aquesta extensio és K = F[x]/(f). En efecte, si volem fer més precis aquest
pas d’identificar F amb «(F) podem provar que certament existeix una extensio K'/F tal que f
té una arrel a K’ de la manera segiient: prenem K, un conjunt de la mateixa cardinalitat que
K\ ¢(F) i disjunt amb T, i prenem una bijecci6 qualsevol ¢g : Ko — K\ ¢(F). Aleshores, definim
el conjunt K’ = FU K i estenem la bijeccio ¢y a una bijecci6 ¢ : K — K fent que ¢(5) = ()
si f € F. De moment, K’ és només un conjunt que conté F, pero li podem donar una estructura

de cos definit § +7 = =1 ($(8) + 6(7)) 1 By = 6 (6(8)d(7)) per f,7 € K'. Aleshores, K és

un cos que conté F com a subcos i ¢ : K — K és un isomorfisme de cossos tal que ¢|p = ¢.

Aleshores, ¢~ !(a) és una arrel de f en K.

Aixi doncs, donat un polinomi irreductible f(z) € Flz] sabem que existeix una
extensiéo K/F que conté com a minim una arrel de f. Més endavant veurem que, de fet,
existeix una extensié on f descompon completament com a producte de factors lineals, és a dir,

que conté totes les arrels de f.
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Proposicié 1.2.10. Amb la notacid de 1.2.8 tenim que [K : F] =n onn és el grau de f. Una
F-base de K és {1,a,a?, ..., a"1}.

Demostracio. Tot element de K = F[z]/(f(x)) és de la forma w(b(x)) per a cert polinomi:
b(z) = bpa™ 4+ ... byx + by € Flz].
Per la divisié de polinomis tenim que
b() = q(2) f(z) +r(z) amb gr(r(z)) < n.

Si posem r(z) = rp_12" ' + -+ riz + 1o amb els r; € F tenim que:
m(b(x)) = m(q(x) f(z) + r(z)) = n(q(x) f(x)) + 7(r(z)) = 7(r(z)), 7(a") = ™
= m(rp_1) 4 w(r)a + (o) = Tao1a™ T - a1,

2

amb la qual cosa veiem que {1, a, @?, ..., a" '} genera K com a F-espai vectorial®. Veiem, doncs,

que aquests elements son linealment independents: si no ho fossin, existiria una combinaci6 lineal:
~1
Cn1@" "+ catcg =0,

amb algun c¢; # 0. Aleshores el polinomi g(z) = ¢, 12" '+ - -+ 17+ ¢y € F[z] seria un polinomi
tal que m(g(z)) = 0 i per tant g(x) € (f(z)). Com que gr(g) < n—1 < gr(f) = n tenim que

necessariament g = 0 i per tant tots els ¢; han de ser 0. [ |
Aix{ doncs veiem que si f € F[x] és irreductible, el cos K = F[z]/(f) el podem pensar com
K={co+aa+- - +ca""|ceF},

on a és un element tal que f(a) = 0. Si f,g € Flz] i denotem per f, g les seves classes modul
(f), aleshores f +G = f +g; és a dir, fem la suma f + g i reduim el resultat modul f. De
manera semblant podem multiplicar classes. També, si § # 0 aleshores podem calcular g—* de
la segiient manera: com que g ¢ (f) i f és irreductible tenim que med(f,g) = 1 i per Bézout

existeixen polinomis a(z), b(x) € Flz] tals que a(x)f(z) 4+ b(x)g(x) = 1; aleshores b = .

Exemple 1.2.11.
1. C~R[z]/(2* +1).
2. Sigui f(z) = 2* — 5 € Q[x], que és irreductible (5-Eisenstein). Posem K = Q[z]/ (2 — 5).
Tenim que [K: Q| =2iK={a+ba:a,be Q}ia®?=25 Lasuma i producte en aquest

cos son:
(a+ba)+ (c+da) = (a+c)+ (b+ d)a

(a + ba)(c + da) = ac + 5bd + (ad 4 be)a

Com que o = 5, a vegades es fa servir la notacié v/5 en comptes de . Es a dir que els
elements de K son de la forma a 4 by/5 amb a,b € Q.

6 En la dltima igualtat tenim 7(r;) = r; per a tot i perqué r; modul un polinomi irreductible és el mateix r; un
altre cop.
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Notacié 1.2.12. Aqui v/5 no vol dir el nombre real v/5, siné només un simbol que satisfa

que el seu quadrat és 5. Es habitual treballar amb a solament, i se li assigna aquest «noms».
3. Siguin F=Q i f(z) = 2 — 7. Aleshores:
Qlz]/(f) = {a+ba+ca® | a,b,c € Q}, (1.1)

on a® —7 = 0. Novament, podem operar en aquest cos, (1.1), amb les operacions habituals,
només tenint en compte que o = 7.

/. Siguin F = Ty (el cos finit de dos elements) i f = 2+ +1. Aquest polinomi és irreductible
a Fy[z] ja que té grau 2 i no té arrels a Fy. Aleshores K = Fy[z]/ (22 + x + 1) és un cos que
comprén {a+ba | a,b € F2 i a?+a+1=0}iamb [K:F,] =2. Aixf doncs té 2 elements.
Com hem dit, els seus elements son de la forma a +ba amb a,b € Faia?+a+1=0. F,
compleix que —1 = 1; per tant, a®> = —a — 1 = a + 1. Aix{ doncs, com a exemple de com

podem operar tenim que:

(a+Da=c’+a=a+1+a=1

1.2.1 GRUPS D’AUTOMORFISMES D’EXTENSIONS

Definici6é 1.2.13 (Grup d’automorfismes d’extensions). Si K/F i L/F s6n dues extensions de
F, un F-morfisme o : K — L ¢és un morfisme de cossos tal que o = Id; és a dir, tal que
o(a) = a per a tot @ € F (es diu que o fixa els elements de F). De manera semblant, un
F-automorfisme 7 : K — K és un automorfisme de cossos (i.e., un morfisme de cossos bijectiu)

que fixa F. Denotem per Aut(K/F) el conjunt de F-automorfismes de K.

Figura 1.2: Extensions de cossos amb F-morfismes i F-automorfismes (de K).

Proposicio 1.2.14. Aquest conjunt de 1.2.15 el podem dotar d’estructura de grup on l’operacio

és la composicio.

Demostracio. En efecte, si 0,7 € Aut(K/F) definim o7 = ¢ o 7. L’operaci6 esta ben definida
ja que la composicié de F-automorfismes és un F-automorfisme, la identitat és el neutre per
la composicié, 'operacié és associativa ja que la composicié de funcions ho és, i finalment tot
element té invers ja que tot F-automorfisme té un invers per la composicié que també és un

F-automorfisme. |



Fonaments de la teoria de cossos

Observacio 1.2.15. Com que K és un F-espai vectorial, un element ¢ € Aut(K/F) queda

determinat per la imatge per o d’'una F-base de K. Efectivament, sigui
Mz 4+ Xoxg+ -+ Nz, € KON €T
Per definici6 de o, o|p = Id; aixi doncs, o();) = A; per a tot i. Per tant:
oMz 4+ Aoxe + - + X\xy) = Mo (z1) + Aao(x2) + -+ - + Ao (xy).

Es aixi com o queda determinat pel seu valor en els elements d’una F-base de K. Per ultim,

o € Aut(K/F) és un automorfisme de K com a F-espai vectorial.

Exemple 1.2.16.

/. La conjugacié complexa, que envia x — Z, on T és la seva conjugacié complexa, és un
element de Aut(C/R). Efectivament, per a tot x € R tenim z = x, perd aixo no es compleix
per a x € C\ R. Si anomenem 7 a aquest automorfisme de C en C, tenim 7 € Aut(C/R).
Sigui K = Q[z]/(x? — 5), amb una Q-base {1,a} on a? —5 = 0. Si 0 € Aut(K/Q), fixem-

nos que o(a? —5) = ¢(0) = 0 i per tant o(a)?> —5 = 0. Es a dir, o(«) és necessariament

NS}

una arrel de 22 — 5 a K. Les dues tniques arrels son o i —a; per tant, o(a) € {a, —a}.
Es pot comprovar (tot i que més endavant veurem un resultat teoric que ens ho estalvia)

que laplicaci6 o : K — K tal que o(a) = —a, 0(1) =11
o(a+ba)=a+bo(a) =a—ba

és un automorfisme no trivial de K. L’altre tinic automorfisme és la identitat, amb la qual
cosa Aut(K/Q) = {Id,o}. Com que o* = Id, tenim que Aut(K/Q) ~ Z/2Z.

3. Sigui K un cos de caracteristica p > 0. L’aplicacio:

Fr,. K — K
a — aPf

és un morfisme de cossos. Clarament:

7

Fr,(aB) = (aB)? = o?p? = Fr,(a) Fr,(5).
Pel que fa a la compatibilitat respecte la suma, tenim que:

p—1
Fr,(a+8) = (a+ 8)P = o + Z (f) P B+ B2 = Fry(a) + Fr,(3).
i=1

La darrera igualtat és perqué p és primer i per tant p | (f) peratot 1 <7 <p-—1;com

que K té caracteristica p (p = 0 a K), els termes del sumatori son 0.

7 Recordem que un cos és commutatiu pel producte, aixi que, si, (zy)? = 2PyP. Si tinguéssim un anell no
commutatiu no podriem dir aixo!

10
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A aquest morfisme se li diu el morfisme (o 'endomorfisme) de Frobenius. Com que per a tot
a € F, tenim que o = aen F,, (pel teorema petit de Fermat), 'endomorfisme de Frébenius
fixa el cos primer F,. Si K/F, és finita, aleshores Fr, és també exhaustiva i és doncs un
automorfisme. Si K/F, és infinita (K és infinit) aleshores aixo no és necessariament cert,

per exemple per K = [F,,(x) tenim que Fr, no és exhaustiu ja que = no és de la imatge.

Observacio 1.2.17. A vegades el grup de F-automorfismes de K també se li diu grup
de Galois de K/F, i es denota per Gal(K/F). Hi ha una altra convencié terminologica (que
és la que seguirem en aquestes notes) que reserva la terminologia de grup de Galois per a certes
extensions que satisfan algunes propietats extres, i que s’anomenen extensions de Galois. Per
tant aqui parlarem en general del grup de F-automorfismes Aut(K/F), i quan K/F sigui de
Galois aleshores a aquest grup li direm el grup de Galois i el denotarem Gal(K/F).

1.2.2 ADJUNCIO D’ELEMENTS

Definicié 1.2.18 (Cos d’adjuncio). Sigui K/F una extensié i @ € K. Denotem per Fla] el
menor subanell de K que conté F i a, i per F(«) el menor subcos de K que conté F i . Diem

que F(a) és el cos obtingut adjuntant « a F.

Com que Fla] és un subanell que conté F i conté «, i per tant és tancat per la suma i el

producte, conté tots els elements de la forma ag + a1 + - - - + a,™ amb els a; € F. Aixi doncs:
Flo] = {a0+a1a—|—---+ana” | a; € F,n > 0} ={f(a) ! f € Flz]},

ja que el conjunt de la dreta és un subanell de K (en efecte, és la imatge del morfisme d’anells

Flx] — K que envia f(z) a f(«)). De manera semblant es raona que

ap + ar + -+ + aa”

b + b + +b am|m,nZU,bo—i—blOz_{_..._{_megm?éO}‘
0 1 -

De manera semblant, si o, ..., a, € K definim F[aq, ..., a,] com el menor subanell de K que
conté Fiels ay,...,a,, i F(ai,...,a,) com el menor subcos de K que conté F iels ay, ..., .
Novament F [ay, ..., ] és el conjunt d’expressions polindmiques en aq, ..., a, i coeficients a F,

iF(ay,...,q) el seu cos de fraccions.

Observaci6 1.2.19 (La intersecci6 de subcossos és un subcos). Si F C Ky, Ky C K, aleshores

K; N Ky és un subcos que conté F (exercici). Tenim la inclusio

Fl@)2 () K.

FcK'cK
acK’

Ara, com sabem que la interseccié de subcossos és subcos, tenim que el subcos més petit de K

que conté F i conté « esta contingut en (\pcx/cx K. Per tant, tenim la igualtat.
acKk’

11
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Definici6é 1.2.20 (Extensi6 finitament generada). Una extensié K/F és finitament generada si
existeixen elements ay, . .., a, tals que K = F (a4, ..., q,). L'extensio és simple si esta generada

per un element, és a dir, si K = F(a) per algun a € K.

Proposicié 1.2.21 (Existéncia de l'extensié que conté arrels de f). Sigui f € Flx] irreductible
i K/F una extensid on f té una arrel o, és a dir, f(a) = 0. Aleshores, F(a) ~ F[z]/(f).

Demostracio. Considerem el morfisme d’anells avaluar en a:
Yo : Flz] — F(a)CK
p(x) — pla).
Com que ¢,(f) = f(a) = 0 tenim que (f) C ker(p,). Per tant, ¢, indueix un morfisme
Go  Flz]/(f) — F(a). Com que f és irreductible, F[z]/(f) és un cos i, per tant, im(4,) és un
subcos de F(a)) que conté F i conté « i, per tant, conté F(a). Aixo prova que @, és exhaustiu i

com que tots els morfismes de cossos son injectius, veiem doncs que és un isomorfisme. ]

Observacio 1.2.22. En la situacio de la proposicié anterior, per 1.2.10 veiem que
Fla) = {ao+ ara+ -+ + a1 ' | a; € F},
on n = gr(f). En particular en aquest cas tenim que F[a| = F(«).

Exemple 1.2.23.

/. Posem f(x) = x? — 5 € Q[x]. Aquest polinomi no té cap arrel a Q, perd té arrels a R.
Posem /5 'arrel quadrada positiva de 5 a R. Aleshores, Q(v/5) = {a + b\/5 | a,b € Q}.
Fixem-nos amb la diferéncia conceptual amb 1.2.11, apartat 2.. AllA hem construit un cos
on f té una arrel, mentre que aqui partiem d'un cos que ja tenim (el cos dels reals) i on
sabem que f té una arrel, i hem construit el cos més petit que conté aquesta arrel. Les
dues construccions son formalment diferents, pero 1.2.21 ens diu que els cossos obtinguts
en les dues construccions sén isomorfs.

2. f(z) = 2*> — 2 € Q[z]. Posem v/2 I'arrel ctibica de 2 a R. Aleshores

Q(V2) = {a+b\3/§+c(\3/§)2 | a,b,ce(@} :%.

Sabem que f té dues altres arrels a C : s V21 e /2. Podem doncs considerar també per
exemple el cos Q <62?7T \3/§> Aquest cos és certament diferent de Q(+/2) (tenen la mateixa
estructura algebraica, perd un esta contingut a R i I’altre no), perd en canvi com a cossos

son isomorfs.

Fixem-nos que les diferents arrels d’un polinomi sén indistingibles des del punt de
vista algebraic, ja que generen cossos isomorfs. El resultat segiient fa una mica més precis
aquest fet. Tenint un isomorfisme @ entre dos cossos F i F', podem estendre’l a un isomorfisme

¢ de F(a) a F(d), a, o essent les arrels de f i [, respectivament.

12
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Proposicio 1.2.24. Sigui ¢ : F — F' un isomorfisme de cossos i sigui f(z) € F[z] irreductible.
Posem f'(x) € F'[z] el polinomi que obtenim aplicant ¢ als coeficients de f. Sigui o una arrel
de f en una extensio de IF, i sigui o alguna arrel de f' en una extensio de F'. Aleshores existeix

un isomorfisme @ : F(a) — F' (o) tal que 3(a) = o i que estén ¢ (és a dir, PF = ).
Demostracio. Si apliquem ¢ als coeficients de f ens queda:
o(f(x)) = @(ag) + pla))r + -+ play)x™ = by + bz + - - + bz" = f'(x).

El morfisme ¢ indueix un isomorfisme d’anells ¢ : F[z] — F'[z] tal que ¢((f)) = (f’). Passant
al quocient tenim un isomorfisme Flx]/(f) — F'[z]/(f"). Per 1.2.21 el cos de I'esquerra és

isomorf a F(«) i el de la dreta a F' (/). Composant els isomorfismes, obtenim ¢. |
F(a) @ F'(a)

/'\

f B
[2]/(f) ——=—— Fz]/(f")

F

Figura 1.3: Diagrama de 1.2.24.

Observacio 1.2.25 (o(«) ¢és arrel). Sigui f un polinomi irreductible i sigui o una arrel de f

en una extensio. Considerem l'extensio F(a)/F. Fixem-nos que si o € Aut(F(«)/F), aleshores
o(a) és necessariament una arrel de f ja que:

f(z) = ag + a1z + agx® + - - + a,2", a; € F,
o(f(a)) =0 < o(ag) +o(a))o(a) +o(az)o(a)® + -+ o(ay,
a; €F, o(a;) = a; = ag+ ayo(a) + azo(a)* + -+ + a,o(a)" =0,
flo(@)) = a(f(@)) = o(0) = 0.
Per tant, si f no té cap altra arrel a F(a) a part de «, I'inic F-automorfisme de F(«) és la
identitat i per tant Aut(F(«)/F) = {1} és el grup trivial.

Proposicié 1.2.26. per a cada arrel f de f en F(«a) ezisteix un o € Aut(F(a)/F) tal que
ola) = p.

Demostracio. Es conseqliéncia de 1.2.24.

F Id > F

Figura 1.4: Explicacié de 1.2.26.

13
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La proposicio, de fet, ens diu que hi ha un F-morfisme o : F(a) — F(3), fixem-nos que si
S € F(a) aleshores F(3) C F(a) i, com que per la preposici6 1.2.21 tenen la mateixa dimensio®,
tenim que F(a) = F(B). |

1.3
EXTENSIONS ALGEBRAIQUES

Definicié 1.3.1 (Element algebraic). Sigui K/F una extensio. Un element o € K\ F és alge-
braic sobre F si és arrel d’algun polinomi no nul de F[z], i és trascendent sobre [ en cas contrari.
L’extensio K/F és algebraica si tot element de K és algebraic sobre I, i és trascendent en cas

contrari (i.e., si existeix algun element de K trascendent sobre F).

Observaci6 1.3.2 (Transcendent i algebraic, ) Siguin k£ C K cossos qualssevol i § € K
un element qualsevol de K. Podem avaluar tots els polinomis de k[X] en #; és a dir, podem
considerar 'aplicaci6 vy : k[ X| — K definida per ¢(f(X)) = f(0), per a tot polinomi f(X) €
kE[X]. Aquesta aplicacio és un morfisme d’anells i, de fet, I'anic tal que ¥y(X) = 0 1 ¢¥p(a) = a
per a tot a € k. k[f] =1im(1)y) és el menor subanell de K que conté k i 6, o sigui, del subanell de
K generat per k i 0. ker(iy) és el conjunt de tots els polinomis f(X) € k[X] tals que f(6) = 0.

/. En particular, ¢ és injectiu si, i només si, 6 no és arrel de cap polinomi no nul de k[X]; és
a dir, si 0 és transcendent sobre k. En aquest cas, tenim un isomorfisme k[X]/ker(¢y) =
E[X] ~ k[0]: k() ésisomorf al cos de fraccions de I'anell de polinomis en una indeterminada
sobre k.

2. En cas contrari, és a dir, si 6 és algebraic sobre k, ker(ty) és un ideal no nul de k[X];
com que k[X] és un domini d’ideals principals”. Si f(X) és un generador qualsevol de
ker(1)y), obtenim que k[X|/(f(X)) ~ k[f] C K. A més, com que K és un cos, k[f] és un
domini d’integritat, de manera que (f(X)) és un ideal primer no nul i el polinomi f(X)

és irreductible; aixi, l'ideal principal (f(X)) és maximal i k[f] és un subcos de K. Doncs,
k0] = k(0).
Exemple 1.3.3.
1. v/5 és algebraic sobre Q, ja que v/5 # Q és arrel del polinomi 22 — 5. De fet, I'extensio
Q(v/5)/Q és algebraica: I'element a+by/5 és arrel del polinomi 22 —2 a z+a® —5b* € Q[x].
2. A Q(z) l'element z és trascendent sobre Q.
5. Els nombres reals 7 i e sén trascendents sobre Q. Aixo no és evident i cal demostrar-ho
(la demostracié no és excessivament complicada, perd no la farem aqui). També se sap

que 7€ és trascendent, perd en canvi no se sap si € ho és (i tampoc si er 0 € + 7 ho sén).

S Tenim [F(B) : F] = gr(f) i [F(a) : F] = gr(f).
9 Com k és un cos, vam veure a Estructures Algebraiques que, en particular, k[X] seria un domini d’ideals
principals.
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Fixem-nos que Q[z] és numerable i com que cada polinomi té un nombre finit d’arrels, el
conjunt de nombres complexos que son algebraics sobre (Q també és numerable. En canvi,
R i C no sén numerables. En aquest sentit, «la majoria» de nombres reals o complexos
son trascendents sobre Q (pero demostrar que un nombre concret és trascendent sol ser

complicat).

Observacio 1.3.4. Si L/K/F és una torre d’extensions i a € L és algebraic sobre F aleshores

també ho és sobre K, ja que « és arrel d’un polinomi amb coeficients a IF i en particular a K.

Proposicio 1.3.5. Si K/F és finita aleshores és algebraica.

Demostracio. Posem n = [K : F| i prenem un element o € K\F. Els elements 1, «,a? a3, ..., a"

son n + 1 elements en un espai de dimensié n i per tant séon linealment dependents. Existeixen
doncs elements a; € F no tots nuls tals que ag + a1 + - -+ + a,a™ = 0. Aleshores « és arrel
del polinomi ag + a1z + - -+ + a,z™ € Flz|; és arrel d’un polinomi en F[z] i, per tant, K/F és

algebraica. ]

Proposicio 1.3.6. St a € K és algebraic sobre F aleshores existeix un unic polinomi monic
Irr(o, F)(z) € Flx] que és irreductible i té o com a arrel. S’anomena el polinomi irreductible de
a sobre F i té la propietat que si f € Flx| és tal que f(a) =0 aleshores Irr(a, F) | f. També és
el polinomi monic de grau més petit que té€ o com a arrel.

Demostracio. Sigui ¢, : Flx] — K el morfisme d’anells avaluar en «, que envia f(z) a f(a).
Tenim doncs que im (¢,) és un subanell de K i, en particular, un domini d’integritat. Com
que pel primer teorema d’isomorfia d’anells F[z]/ ker (p,) ~ im (¢,) veiem que ker (¢,) és un
ideal primer de F[z], que a més és no nul ja que « és algebraic. L’anell Flz| és un domini
d’ideals principals (i, en particular, un domini de factoritzaci6 tinica'’) i per tant els elements
primers no nuls sén irreductibles. Aixi doncs, ker (¢,) és un ideal maximal i, en particular, un
ideal principal generat per un polinomi irreductible; definim doncs Irr(a, F)(z) com el generador

monic de ker (¢, ), que és clar que satisfa les propietats de 1’enunciat. ]

Definicié 1.3.7 (Grau d'a). Si «v és algebraic sobre I, definim el seu grau sobre F com el grau

del polinomi Irr(a, F)(z).

Observacio 1.3.8. Si «a és algebraic sobre [F aleshores per la proposicié 1.2.21 tenim:
Fla)/(Ire(a, F)(2)) = im(pa) = F(a).

En particular, [F(a) : F] = gr(a) = gr(Irr(a, F)). Aquest resultat l'utilitzem en forga problemes.

Exemple 1.3.9. Considerem l'extensio Q(+/2)/Q. Tenim que Irr(v/2,Q)(z) = 2% — 2, ja que
aquest és un polinomi monic irreductible que té v/2 com a arrel. El grau és [Q(v/2 : Q] = 6. Ob-
servem que (v/2)® = v/2, Q(v/2) € Q(v/2) i, en particular: Perd qué passa amb Irr(v/2, Q(v/2))?

10 En un DFU, tots els ideals primers diferents del trivial, (0), sén ideals maximals.
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Fonaments de la teoria de cossos

Figura 1.5: Diagrama en qiiestio.

L’interrogant [Q(v/2 : Q(v/2)] sera 3 si, i només si, 2° — v/2 € Q(v/2)[X] té v/2 com a arrel.

Exemple 1.3.10. Considerem l'extensio Q(+/3)/Q. Tenim que Irr(v/3,Q)(z) = 2® — 3 (és 3-
Eisenstein), ja que aquest és un polinomi monic irreductible que té v/3 com a arrel. El grau
de /3 sobre Q és 8. Fixem-nos que (v/3)* = v/3, amb la qual cosa v/3 € Q(v/3). Tenim,
doncs, inclusions de cossos: Q C Q(v3) C Q(v/3). Sovint es posa en forma de diagrama:

On els nombres indiquen el grau d’extensi6. Acabem de veure que [Q(+v/3) : Q] = 8 i és facil

Figura 1.6: Diagrama en qiiestio.

veure que [Q(v/3) : Q] = 2. El grau [Q(v/3) : Q(v/3)] < 4 ja que v/3 és arrel del polinomi
z* — /3 € Q(v3)[z]. El grau és 4 si, i només si, aquest polinomi és irreductible, cosa que es
podria demostrar directament pero no és del tot evident. Pero aixo ho deduirem del resultat

segiient, que és molt 1til a la practica i ens estalvia de fer calculs com aquest.

Proposicié 1.3.11 (Multiplicativitat dels graus). Siguin F C K C L cossos. Aleshores, [L :

F] = [L: K|[K: F], on la igualtat val també en el cas en qué algun dels termes és infinit.

Demostracio. Farem la demostracio en cas que tots els graus involucrats siguin finits (cf. 1.3.12).
Posem, doncs, [L : K] = m i [K : F] = n. Sigui {e;}i=1, . una K-base de L i {8;};-1,.
F-base de K. Aleshores, afirmem que {«;0; ’ 1 <i<m,1<j<n}és una F-base de L. Si

velem aix0 ja hem acabat perqué, aleshores, [ : F] = [L : K][K : F]. Per a veure que s6n un

.....

sistema de generadors, prenem « € L. Aleshores o« = ) a;cv; per a certs a; € K. Ara cada a; el

podem escriure com a; = Y b;;3; per a certs b;; € F. Per tant, a = Zij b;jB;. Per a veure que
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Extensions algebraiques 1.3.17

son linealment independents, suposem que existeixi alguna combinaci6 lineal:

o = Z (Z szﬁ]> o; = Zzbijaiﬂj = 0, bij e F.
j=1

m
i=1 =1 j=1

Reagrupant la suma tenim que y ", <Z?:1 bijﬂj) a; = 0 on cada terme Y7 b;;3; pertany a
K. Com que els o; sén K-linealment independents tenim que 2?21 bij3; = 0 per a tot i. Com
que els f; son F-linealment independents (son una F-base de K) tenim que b;; = 0 per a tot

6 J- |
Observaci6 1.3.12 (Casos infinits, |1.3.11]).
1. Si [K : F] = oo aleshores tota base de K/ és una subcol-lecci6 infinita de L/F i linealment
independent, de manera que [L : F] = oo, també.
2. Analogament, si [L : K| = oo aleshores tota base de L/K és un K-linealment independent
subconjunt infinit, el qual és clarament F-linealment independent. Per tant, [L : F] = oo
un altre cop.

3. Finalment, si [L : F] = oo, aleshores com a minim un dels dos factors [ : K] o bé [K : F]

és infinit, ja que hem demostrat el cas en qué tots dos son finits ens dona que [L : F] < oco.
Corollari 1.3.13. Si F C K C L aleshores [L : K]|[L : F] 7 [K : F]|[L : F].

Demostracio. Evident, per la igualtat de la multiplicativitat dels graus, [L : F] = [L : K][K :
. m

Observacio 1.3.14. Recordem que K/F és finitament generada si K = F(aq,...,q,) per a

certs a; € K.
Lema 1.3.15. F(a,8) =F(a)(8).

Demostracio. Com que a, 8 € F(a)(8) tenim que F(a, 8) C F(a)(5). D’altra banda F(a) C
F(a,5) i € F(a, ), per tant F(a)(8) C F(a, ). Provades ambdues inclusions, tenim la
igualtat. [ |

Observaci6 1.3.16. Aixo prova que tota extensio finitament generada F(aq,...,,) s’obté

com una torre d’extensions:
FCF(ay) CF(ag,a0) C--- CF(ag,...,an).

en qué cada cos és una extensi6 simple de 'anterior. A cada extensio adjuntem un element. Per
exemple, si a F(ap) 1i adjuntem ay tindrem F(ay)(az) i acabem de veure que aixo és igual a
F(Oél, 052).

Proposicio 1.3.17. K/F és finita si, i només si, és algebraica i finitament generada.
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Fonaments de la teoria de cossos

Demostracio.
= Suposem que K/F és finita. Per 1.3.5 és algebraica. Si ay,...,q, és una F-base de K|
aleshores K = (ay, ..., a,) aixi que també és finitament generada. Si o € K\ F:

2

1,a,a%, ..., a" € K son linealment independents i n’hi ha n + 1.

A més, existeixen a; € F tals que ap+aja+---+a,a0” = 0ia € K\ és arrel d’'un polinomi;
en particular, ap + a;x + - - - + a,2™ € Flz], 1 'extensio és algebraica.
< Suposem ara que K/ és algebraica, F(ay, ..., a,) amb «; algebraics sobre F, i finitament
generada i volem veure que F(«)/F és finita. Per les observacions 1.3.4 11.3.16 tenim una
torre d’extensions:
F=FKCHhHCKHC---CF,_,CF =K,

en qué cada cos és una extensio simple de 'anterior. Si F;,; = F;(«;), com que «; és
1+ 1 1) 1

algebraic sobre F; per 1.3.8 tenim que [F;; : Fj] = gr(a;)''. Per 1.3.13 tenim que
[K . F] = [Fn : anl][anl . Fn72] . [Fl . Fo] < 00. [ |

Observacio 1.3.18. De fet, a la demostracié hem vist que si aq, ..., a, sén algebraics sobre F

aleshores F (a, ..., a,) /F és finita.

Proposicio 1.3.19. Si« i 8 son algebraics sobre F aleshores a+ f,a— B, af i/ (si 5 #0)

son algebraics.

Demostracio. Tots aquests elements pertanyen a IF(«, 3) que és una extensio finita de F i per tant
algebraica i finitament generada (el conjunt de generadors sén algebraics, i les seves combinacions

lineals també). [

Corol-lari 1.3.20. SiK/F és una extensid i denotem per E el conjunt d’elements de K que son

algebraics sobre F, aleshores E és un cos.

Exemple 1.3.21. Podem considerar el conjunt de nombres complexos que séon algebraics sobre

Q, que es denota habitualment per Q. Hem vist doncs que tenim inclusions de cossos Q C Q C C.

Proposicié 1.3.22. Si tenim una torre d’extensions L/K/F, aleshores L/F és algebraica si i
només si L/K i K/F ho son.

Demostracio. Si L/F és algebraica aleshores L/K i K/F també son algebraiques. Veiem la
implicaci6 contraria. Sigui o € L i sigui f(x) = ag + a1 + - - + a,2" € K[z] un polinomi tal
que f(a) = 0. Considerem el cos generat pels coeficients de f, £ = F (aq, ..., a,). Aleshores «
és algebraic sobre E (ja que f té coeficients a E) i per tant F(«)/E és finita. Com que els a;
son algebraics sobre F (ja que K/F és algebraica) tenim que E/F és finita. Aixi doncs, E(«)/F

és finita i, en particular algebraica; per tant, « és algebraic sobre F. |

1 Se sobreentén que és notacio per referir-se a gr(Irr(a;, F;)(X)); el grau de I'arrel és el mateix que el de Pextensi6
que genera.
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Composici6 de cossos 1.3.28

Figura 1.7: Ajuda visual a la demostracio.

Proposicio 1.3.23. Si K/F és algebraica, tot F-morfisme o : K — K és un F-automorfisme.

Demostracio. Sabem que o és injectiva per ser morfisme de cossos. Si K/F és finita amb [K :
F] = n, aleshores ¢ és una aplicacio lineal injectiva entre dos F-espais vectorials de dimensio

n i, per tant, és també exhaustiva (és un resultat d’Algebra Lineal). Si K/F és infinita, donat

a € K posem o = oy, a9, ...,a, les arrels a K de f = Irr(a, F). Fixem-nos que o envia arrels
de f a arrels de f (cf. 1.2.25), ja que f(o(«;)) = o(f(a;)) = o(0) = 0. Per tant, si posem
K' = F(ay,...,qa,) tenim que o(K’) C K'. Ara, K’ és finitament generada (ja que el nombre

d’arrels que hem agafat és finit) i algebraica (ja que el conjunt de generadors és, en efecte,
algebraic); per tant, és finita i ol : K — K’ és exhaustiva pel cas d’extensions finites. Com
que ok és exhaustiu, o pertany a la imatge de o|x: (pel que pertany a im(c) també) i veiem

que o és exhaustiva. [ ]

1.3.1 COMPOSICIO DE COSSOS

Definici6é 1.3.24 (Composicio de cossos). Sigui K un cos i siguin L; /K i Ly /K extensions de
K contingudes en un cos K. La composicié de L; i Lo, denotada L;L,, és el subcos de K més

petit que conté L; i LLo.

Exemple 1.3.25. Sigui f(z) = 2? — 2 € Q[z] descomposa com f(x) = (v — /2)(x + V/2) de
manera que Q C Q(v/2). Adonem-nos que [Q(v/2) : Q] = 2, de manera que no pot existir
QCFCQ(WV2),jaque [F:Q]|2: siés2 F=Q(2); en canvi, si el grau és 1, F = Q.

Proposicié 1.3.26. L;L, és la interseccid de tots els cossos L tals que L CK iL; CL,L, C L.

Demostracio. Es directe utilitzant el fet que la interseccié de dos cossos que contenen Ly i Ly és

un cos que conté Ly i Lo. [ |

Exemple 1.3.27. Q(v2)Q(v/3) = Q(v/2,v/3). La prova és senzilla: per una banda v/2,v/3 €
Q(v2)Q(V3) i, per tant, Q(v/2,v/3) C Q(v/2)Q(v/3); d’altra banda, Q(v/2,v/3) és un cos que
conté Q(v/2) 1 Q(v/3) i per tant conté Q(v/2)Q(V/3).

Proposicié 1.3.28. Si[L, : K] < 0o i [Ly : K] < 0o aleshores [L1Ls : K] < [Ly : K] [Ly : K].
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1.5.1 Fonaments de la teoria de cossos

Hem vist que per f € F[x] no constant existeix una extensié K de F que conté una arrel de

f. Ara veurem que, de fet, existeix una extensié que conté totes les arrels de f.

Definicié 1.3.29 (Cos de descomposicio). Una extensio K de F es diu que és un cos de des-
composicié d’un polinomi f € F[z] no constant si f descompon completament (com a producte
de factors de grau 1) a K, i no ho fa en cap subextensié (subcos) de K. Com a conseqiiéncia
immediata, totes les arrels estan a K'2. De manera analoga es defineix un cos de descomposici6

d’un conjunt de polinomis.

Proposicié 1.3.30. Sigui F un cos i f € Flx| no constant. Existeix una extensio K de F on f

descompon completament.

Demostracio. Farem induccié sobre n = gr(f). Sin =1 és evident, suposem l’enunciat cert per
a n i vegem-ho per a n + 1. Sigui K;/F un cos on f té una arrel a (que sabem que existeix
per 1.2.8). Aleshores f(z) = (z — a)g(z) amb g € K;[z] i gr(g) < n'®. Per hipotesi d’induccio,
existeix una extensi6 K/K; on g descompon completament (g hi té totes les arrels), i per tant

f també descompon completament a K. |
Proposicié 1.3.31. Donat f € Flx] no constant ezisteix un cos de descomposicid de f.

Demostracio. Sigui K/F una extensié on f descompon completament. Un cos de descomposicio
de f és la intersecci6 de tots els cossos ¥ amb F C E C K tals que f descompon completament
a E. Alternativament, si a1, ..., q, son les arrels de f a K, aleshores F («q, ..., q,) és un cos

de descomposicio de f. ]

Exemple 1.3.32. f(z) = 2* — 2 € Q[z]. Les arrels de f a C son v/2, —v/2, iv/2 i —iv/2. Per
tant, un cos de descomposicié de f és Q(v/2,iv/2).

Exemple 1.3.33. f(z) = 2"—1 € Q[z]. Siposem ¢, = e’ les arrels son ¢¥ amb 0 < k < n—1.

Per tant, un cos de descomposicio és Q((,).

Exemple 1.3.34. f(z) = a? —2 € Q[z] on p és primer; les arrels son ¥/2-(% amb 0 < k < p—1.
Un cos de descomposicié és, doncs, K = Q((,, \’/5) Sabem alguns subcossos de K:

12 Pero no és condicio suficient, ja que a més demanem que aquestes arrels no estiguin repetides (i.e. 'extensio
sigui separable, ho veurem més endavant).

13 Es una reescriptura que s’utilitza molt. Imaginem f(x) = 2% — 2; en Q[z] és irreductible per ser 2-Eisenstein,
perd en R[z] es pot factoritzar com (z — v/2)(x +v/2), ja que o = V2 € R, . + /2 € Q(v/2)[x].
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Composici6 de cossos 1.3.36

/
\

p—1 P
/
o

Figura 1.8: Diagrama de cossos, 1.3.34.

Els graus es justifiquen de la manera segiient: [Q(¢,) : Q] = p — 1 ja que (, és arrel de
(¢, Q) =aP '+ + x4+ 1,1 Irr(¥/2, Q) = 2P — 2. Per tant, [K : Q] és divisible per pip— 1,
i com s6n coprimers de fet és divisible per p(p — 1). Ara bé, K = Q({/2) - Q({,) (composicié
de subcossos) i, per tant, [K : Q] < [Q(¥/2) : Q]Q(() : Q] = p(p — 1). Aixo prova que
[K: Q] =p(p—1)1iels graus que falten al diagrama surten doncs de la multiplicativitat dels
graus en torres d’extensions. Fixem-nos que, en particular, aixo demostra que el polinomi 2P — 2

és irreductible a Q((,), cosa que no és evident d’entrada.

Observaci6 1.3.35. En efecte, (, és arrel de f,(z) = % =P~ +... 4+ 2 +1; aquest polinomi

és el ciclotomic de grau p primer; per tant, és irreductible perqué ho és

p—2
_ P\
1) = P 1 7
frlr+1) =2 +;(Z>x +p,

ja que és p-Eisenstein. A Problemes hem vist (o veurem) que P(z) irreductible si, i només si,
P(z + a) irreductible.

Observacio 1.3.36. Fixem-nos que de la demostracié de les dues proposicions anteriors, 1.3.30
11.3.31, es dedueix que si K és un cos de descomposicio de f sobre I, aleshores [K : F] < n!, on
n = gr(f). Si tenim igualtat, [K : F] = n!l, f és irreductible.

Demostracio. Suposem que f no és irreductible, diguem f = gh per a certs polinomis g, h € F|z]
de graus > 1. El conjunt d’arrels de f és la uni6 de les arrels de g i les arrels de h, de manera
que Ky = K, - K, on K, i K, denoten els cossos de descomposicié de g i h, respectivament. Si
posem a = grg i b = grh aleshores [K, : F| < ali[K}, : F| <bl, de manera que [K;: F| < [K,:
Fl[K}, : F] < albl. Ara bé, d’una banda tenim que

albl=(1-2-3---a)-(1-2-3---b)

i de l'altra
(a+b)!=(1-2-3--a)-((a+1)-(a+2)-(a+2)---(a+D)),
icomquea>1ib>1veiem que alb! < (a+0b)!. Com que a+ b= gr f =n, hem arribat a qué

Ky : F] <nl, que és una contradicci6. [
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1.4

Fonaments de la teoria de cossos

Proposicio 1.3.37. Sigui ¢ : F — F" un isomorfisme de cossos, sigui f € F[x] i f' € F'[x] el
polinomi obtingut aplicant ¢ a f. Sigui K un cos de descomposicio de f i K" un de f'. Aleshores,

existeiz un isomorfisme ¢ : K — K’ tal que ¢|p = .

Demostracio. Induccié sobre n = gr(f). Sin = 1 aleshores K = F i K’ = [’ i I'enunciat és
trivial. Suposem l’enunciat cert per a polinomis de grau n — 1 i provem-ho per un f de grau
n. Si tots els factors irreductibles de f tenen grau 1, aleshores K = F i K’ = [/ i 'enunciat és
cert; podem suposar, doncs, que f té algun factor irreductible g de grau més gran o igual que 2.
Denotem ¢’ = ¢(g), sigui @ € K una arrel de g i o/ € K’ una arrel de ¢’ (que, en particular, és

arrel també de f’). Per 1.2.24 sabem que existeix un isomorfisme:
¢ Fa) — F'(d), tal que @'|r = ¢ i ¢'(a) =d.
Tenim, doncs, descomposicions:

fl@)=(z—a)fi(z) i f'(z) = (z — o) fi(2),

amb f1 € F(a)[z] i f] € F'(a/)[z] i on f] = ¢'(f1). Podem aplicar, doncs, la hipotesi d’induccio
a ¢', els polinomis fi i f| que son de grau n — 1 i les extensions K/F(«) i K'/F'(). Clarament,
K és un cos de descomposicio de fi(x) sobre F(a) i K" ho és de f](z) sobre F'(a/). Per tant,
existeix un isomorfisme ¢ : K — K’ tal que @lp) = ¢’. Aleshores, §|p = ¢'|p = ¢ que és el

darrer que ens faltava comprovar. [ ]

Corol-lari 1.3.38. Si K, i Ky son dos cossos de descomposicio de f sobre F aleshores Ky 1 Ky

son F-isomorfs.
Demostracio. Prenem K = Ky, K’ = Ky i ¢ = Id en la proposici6 anterior, 1.3.37. [ |
1.4
CLAUSURES I COSSOS ALGEBRAICAMENT TANCATS
Definicié 1.4.1 (Clausura algebraica). Un cos F és una clausura algebraica de F si F/F és

algebraica i tot polinomi de F[z] descompon completament a [F.

Definici6 1.4.2 (Cos algebraicament tancat). Un cos K és algebraicament tancat si tot poli-

nomi no constant de K|[z] té alguna arrel a K.

Observacio 1.4.3. Si K és algebraicament tancat aleshores tot f € K[z] té totes les arrels a
K. En particular, no existeixen extensions algebraiques de K no trivials, i el propi K és una
clausura algebraica de K. Tot cos algebraicament tancat és cos de descomposici6 (cf. 1.3.29),

perd no tot cos de descomposicié és algebraicament tancat.
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Clausures i cossos algebraicament tancats 1.4.7

Proposicié 1.4.4. Sigui F un cos i F una clausura algebraica de F. Aleshores F és algebraica-

ment tancat.

Demostracio. Sigui f(z) € Flx] no constant i a una arrel de f (en un cos de descomposicio de f).
Aleshores F(a)/F és algebraica. Com que F/F és algebraica, per 1.3.22, F(a)/F és algebraica.

Per tant « és arrel d’un polinomi amb coeficients a I, i pertany a F. ]
Proposicio 1.4.5. Donat un cos F, existeix un cos algebraicament tancat que conté .

Demostracio. Associem a cada polinomi f € F[z] no constant una indeterminada z ¢ i considerem
'anell de polinomis F [...,zy,...] amb variables indexades per aquests polinomis. Sigui / 'ideal
generat pels polinomis de la forma f () amb f € Flz] \ F (no constant). Afirmem que I C
F[...,zy,...]. En efecte, si es tingués la igualtat existirien polinomis g; € F[...,zy,...]1 fie ]
tals que

gufi(@p) + o+ gfa (xg,) =1 (1.2)

Sigui K/F una extensi6 que contingui arrels «; dels f;. Posant z; = «a; (notem doncs que
filxy,) = filou) = 0) 1 fent O les altres variables que apareguin als g; a (1.2) obtenim 0 = 1
que és absurd. Per tant, I esta contingut en un ideal maximal M (aqui s’utilitza I'axioma de
'eleccio). Aleshores Ky =F[...,xf,...] /M ésun cos que conté F i per construccio tot f € F[z]
no constant té una arrel en K; (la classe de zy). Ara repetim la construccié amb K5 en lloc de
F, i obtenim una extensi6 K,/K; tal que tot polinomi no constant a Ki[z] té una arrel a Ks.

Continuant aixi tenim una torre d’extensions:
F=KiCKiCKyC---CK,CK,41 C---

amb la propietat que tot f € K;[x] no constant té una arrel en K,;;[z]. Posem K = J, K;, que
és un cos't. Veiem que K és algebraicament tancat. Sigui f € K[z]. Com que f té un nombre
finit de coeficients, existeix un index n tal que f € K,[z]. Aleshores f té una arrel en K, i

per tant té una arrel en K. [ |

Proposicié 1.4.6. Sigui K un cos algebraicament tancat que conté F. El cos F format pels

elements de K que son algebraics sobre F és una clausura algebraica de F.

Demostracio. F/F és algebraica per definicié. Sigui f € F[z]. Aleshores f descompon comple-
tament a K; siguin aq, ..., a, les arrels de f a K. Com que els «; son algebraics sobre [, son de

F, de manera que f descompon completament a F. ]

Exemple 1.4.7. El Teorema Fonamental de ’Algebra afirma que C és algebraicament tancat.
Per tant, el cos Q format pels nombres complexos que son algebraics sobre Q és una clausura

algebraica de Q.

1413 uni6 de cossos no és un cos en general, per aixo cal considerar la composicié, perd si que ho és en el cas
d’una torre d’extensions
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1.4

Fonaments de la teoria de cossos

Proposicio 1.4.8 (Extensié de morfismes a un cos algebraicament tancat). Sigui o : F — K
un morfisme amb K algebraicament tancat. Si E/F és algebraica aleshores existeix una extensio

c:F—Kdeo.

Demostracio. Fem primer el cas en qué F = F(a) és simple. Posem f = Irr(«,F); aleshores

o(f) € K[z] descompon completament a K i, en particular, té alguna arrel 5 € K. L’aplicacio:

Fla) — K
gla) — a(g)(f)
és un morfisme que estén o (cf. 1.2.24). El cas general és una aplicaci6 estandard del Lema de

Zorn. Considerem:
A={(L,o):FCLCFEiopesténo}.

En aquest conjunt hi posem un ordre parcial definint que (L1,07,) < (Lg,01,) si Ly C Ly i
o, estén op,. Ara, si {(Li,0r,)},c; ¢s una cadena, definim L' = (JL; i 0o’ : L' — L’ per
o'(x) = op,(x) si x € L;. Aleshores (L', ¢’) és una fita superior de la cadena, i pel Lema de
Zorn existeix un element maximal (M, o,,) de A. Aleshores M = FE, ja que altrament prenent
a € E\M pel cas simple podriem estendre o), a M («) contradient el fet que (M, ) és maximal.

Aleshores o = o), és I'extensioé buscada. [ |
Corollari 1.4.9. SiF i F son dues clausures algebraiques de ' aleshores son F-isomorfes.

» . . = ) . = = .. . . = ,
Demostracio. La inclusié ¢ : F — F s’estén a ¢ : F — [, i la inclusié 7 : F — F S’estén a
. = = . . . e =/ . .

7:F — F. 6,7 son dos morfismes de cossos i per tant injectius. Com que F'/F' és algebraica
(cf. 1.3.23), & és exhaustiva i és, doncs, un F-isomorfisme; per tant, la composicié Go7 : F — F

és un F-automorfisme. [ |

Si F és un cos, denotarem per F una clausura algebraica de F. En general no sera tnica,

pero pel resultat anterior és tinica llevat de F-isomorfisme.
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Extensions algebraiques de cossos

Sigui K/F una extensié algebraica i per a simplificar suposem-la simple, diguem K = F(«).
Sigui f = Irr(a, F) i d = gr f, de manera que [K : F] = d. Sigui {a,...,a,} el conjunt d’arrels
de f en K, on podem suposar que o = .

Ja hem vist que si ¢ € Aut(K/F), aleshores f(o(a)) = o(f(a)) = 0, de manera que
o(a) € {ay,...,a,}. Daltra banda, també hem vist que per a tot i = 1,...,n existeix o; €
Aut(K/F) tal que 0;(a) = o;. Com que un F-automorfisme de K queda univocament determinat
per la imatge de «, veiem que Aut(K/F) = {o1,...,0,} i, en particular, # Aut(K/F) = n.
Com que n < d, tenim doncs que # Aut(K/F) < [K : F], i la desigualtat pot ser estricta per
dos motius:

1. El polinomi f(X) = Irr(a, F)(X) no descompon completament a K;

2. El polinomi f(X) = Irr(a, F')(X) té arrels repetides (i.e., amb multiplicitat > 1).

En el primer cas direm que K/F no és normal, i en el segon que K/F no és separable. Les
extensions per a les quals la teoria de Galois és satisfactoria son aquelles que no tenen aquests
inconvenients; és a dir, que sén normals i separables. En aquest capitol introduim i estudiem
amb detall aquestes dues propietats de les extensions algebraiques. Ho farem per a extensions
algebraiques arbitraries (no necessariament simples), tot i que acabarem veient que tota extensio
finita separable és simple; aixi doncs, en el cas que ens interessa en la teoria de Galois, sempre

treballarem amb extensions que podrem suposar simples.

2.1

EXTENSIONS NORMALS

Definicié 2.1.1 (Extensio normal). Una extensi6 algebraica K/F és normal si per a tot o € K
el polinomi Irr(a, F) descompon completament a K (totes les arrels del polinomi es troben a K).

També es diu que K és normal sobre IF.

Exemple 2.1.2. Per d € Q*\ (Q*)? I'extensié quadratica Q(v/d)/Q és normal. Descompon
Irr(a, Q) en Q(v/d)? En efecte, donat o = a + bv/d € Q(v/d) tenim que a és arrel del polinomi

fal@) = (z = (a + W) (z — (a — V) = 2% — 2az + a® — b*d € Qlz].

Per tant, Irr(a, Q) | fa i com que f, descompon completament a Q(v/d) veiem que Irr(a, Q)
també. En particular, Irr(vV/d, Q) = 2? — d té les dues arrels a Q(v/d), que son vd i —/d.
Fixem-nos que, per 1.2.25, hi ha un o € Aut(Q(v/d/Q)) tal que o(v/d) = —v/d. De fet, aquest
és I'anic automorfisme no trivial i per tant Aut(Q(v/d)/Q) = {1,0}.
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Extensions algebraiques de cossos

Exemple 2.1.3. Més en general, si F és un cos qualsevol i a € F \ F?, F(y/a) és normal sobre
F.

Exemple 2.1.4. Q(v/2)/Q no és normal, ja que per a Irr(v/2) tenim Q = 2 — 2, amb respec-
tives arrels: /2 € R, pero les altres dues arrels d’aquest polinomi no viuen a @(\3/5), que son
2mi

e V2,5 Y2 € C\ R (vaja, que no son reals i Q(v/2) C R). De nou per 1.2.25, veiem que

Aut(Q(V2))/Q = {1}.

En aquests dos exemples veiem la relacié entre la propietat de normalitat i els automorfismes
de l'extensi6. De manera una mica imprecisa, i que ja anirem precisant, una extensio que no €s

normal té pocs automorfismes, i les extensions de GGalois en tenen molts.

Proposicié 2.1.5. Sigui K/F una extensio algebraica i K una clausura algebraica de K. Les
propietats segiients son equivalents:

1. K/F és normal.

2. K és el cos de descomposicid d’un conjunt de polinomis S de F[z].

3. Per a tot F-morfisme 0 : K — K es té que 0(K) = K.

Demostracio.

1 =2 Com que per a tot « € K\ F les arrels de Irr(a, F) pertanyen a K, K és el cos de descom-

posici6 de {Irr(a, F)}ek.

2 = 3 Denotem per A el conjunt de totes les arrels dels polinomis de S. Aleshores K = F(A).

Sigui « € Aio: K — K. Aleshores o(a) € A, ja que si a és arrel de f tenim que
f(o(a)) = o(f(a)) = 0. Per tant 0 : K — K C K és un F-morfisme i com que K/F és

algebraic sera exhaustiva (0(K) = K) i, en particular, un F-automorfisme.

3= 1 Sigui o € Ki j una arrel de Irr(o, F) a K. Volem veure que 3 € K. L’aplicacio:

c: Fla) — K

fla) — [f(B)

és un F-morfisme amb imatge F(3). Com que K és algebraicament tancat i K/F(a)
algebraica, per 1.4.8, o s’estén a 0 : K — K. Com que 5(K) = K, tenim 8 € 6(K) =K i
per 5. sabem que ¢ = K. |

Proposicio 2.1.6. SiK =TF(A) i per a tot « € A el polinomi Irr(«, F) descompon completament

a K, aleshores K/F és normal.
Demostracio. K és el cos de descomposicio del conjunt de polinomis {Irr(a, F)}aeca. |
Proposicié 2.1.7. Sigui L/K/F. Si L/F és normal aleshores també ho és L/K.

Demostracio. Si L és el cos de descomposicié d'un conjunt S C Flz], també és cos de des-
composicio dels mateixos polinomis pensats com a polinomis de Klz|. A classe hem dit que
Irr(a, K) | Irr(a, IF). |
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Exemple 2.1.8. Posem Q(v/2)/Q, amb el seu irreductible corresponent Irr(v/2,Q) = z* — 2;

que té arrels:
V2, -V2eRiv=2,—v—-2€eC\R.

En altres paraules, aquestes dues tltimes arrels mai no es trobaran a Q(f/é), i 'extensio no sera

normal. La torre d’extensions seria la segiient:
Q C Q(v2) CQ(V2) C Q(V2.9),

on Q(v/2)/Q és normal, Q(v/2)/Q(+/2) també ho és, perd Q(v/2)/Q no. Per tant, la clausura
normal és Q(v/2,1).

Definici6 2.1.9 (Clausura normal). Donada K/F algebraica, una clausura normal és una ex-
tensio N/K tal que N/F és normal i és minimal amb aquesta propietat (és a dir, siK C N’ C N
amb N'/F normal aleshores N’ = N).

Proposicié 2.1.10. N/K és una clausura normal de K/F si, i només si, N és un cos de des-

composicio de {Irr(a, F) }oek.-

Proposicio 2.1.11. Si K/F és finita amb K = F (aq,...,a,), aleshores una clausura normal
de K és el cos de descomposicid del polinomi [[)_ Irr (o, F). En particular, la clausura normal

de K/F és unica llevat de F-isomorfisme.

Proposicié 2.1.12 (Extensi6 de morfismes en cossos normals). Sigui K/F una ectensid alge-
braica normal (finita) i E/F una subextensio (i.e. F C E C K). Tot F-morfisme 0 : E — K
s’estén a un F-morfisme 6 : K — K (en particular 6 € Aut(K/F)).

Demostracio. Posem K una clausura algebraica de K, és a dir, K és algebraicament tancat.
Aleshores 0 : E — K C K s’estén, per 1.4.8, a5 : K — K. Com que K/F és normal, 5(K) = K

i, per tant, tenim & : K — K. Com que K/F és algebraica, ¢ és un automorfisme. [ ]

2.2

EXTENSIONS SEPARABLES

Definicié 2.2.1 (Polinomi separable). Un polinomi f(x) € Flx] es diu separable si totes les
seves arrels en un cos de descomposicié son simples (i.e., de multiplicitat 1). Es diu inseparable

en cas contrari. Aquesta noci6 no depén del cos de descomposicio escollit, ja que tots ells son

isomorfs.

Definicié 2.2.2 (Arrel separable). Sigui K/F algebraica. Diem que a € K és separable sobre
F si Irr(o, IF) és separable. Diem que K/F és separable si tot o € K és separable sobre F i que

K/F és inseparable en cas contrari.
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Proposicié 2.2.3. Si L/K/F i a € L és separable sobre F aleshores també ho és sobre K.
Demostracio. Ja que Trr(a, K) | Trr(a, F). |

Exemple 2.2.4.
1. 2%+ 1 € Q[z] és separable: Q(7)/Q és, doncs, separable tambeé.
2. 1% + 1 € Fylx] és inseparable, ja que z° + 1 = 2? + 2z + 1 = (x + 1)%. Més en general, si
a € Fy, 2P + a és inseparable a F, ja que 2 + a = (z + a)P.
3. Sigui F =F,(t) i f(x) = 2P —t € Flz]. Aquest polinomi és irreductible (és ¢-Eisenstein).

Sigui o una arrel de f en un cos de descomposicio; aleshores o = t. Per tant:
P —t=aP —a?f = (x — )’

d’on veiem que f té una tnica arrel amb multiplicitat p i és inseparable. Fixem-nos que si
posem K = F(«) aleshores Aut(K/F) = {1}, ja que tot o0 € Aut(K/F) envia @ a una arrel
de f, pero 'inica arrel de f és . El fet que K 'hem obtingut adjuntant « i Irr(«, F) no és
separable (és inseparable) té com a conseqiiéncia que K/F no té automorfismes no trivials.
Aix0 és un fet general, que anirem precisant: les extensions que no séon separables, tenen

«pocs automorfismes».

Definici6 2.2.5 (Derivat). Donat f(z) = a,2" + -+ + a1z + ag € Flx] definim el seu derivat
com

f(x) = naz™ '+ (n— Day_12" %+ -+ +ay.

Propietat 2.2.6. Les propietats segiients es comproven facilment a partir de la definicio:
e (f+9) =1+,
e (fg) = f'g+ fq (regla de Leibniz),
e (af) =af sia€T.

Demostracio. Exercici. [ |

Lema 2.2.7. Sigui K/F una extensic i f,g € Flx]. Aleshores med(f,g) =1 a Flz| si ¢ només
simed(f,g) =1 a K[z].

Demostracio. Es una conseqiiéncia de I'algoritme d’Euclides, que calcula med(f, g) fent les ope-
racions a F fins i tot si pensem f i g com a polinomis de K[z] (ja que F és tancat per producte

i divisio). u
Proposicié 2.2.8. Un polinomi f és separable si i només st med (f, f') = 1.

Demostracio.
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< Ho demostrem per contrarreciproc. Si f no és separable, aleshores f(z) = (z — a)?g(x)

per a cert a € K i g(z) € K[x]. Aleshores f'(z) = 2(z — a)g(z) + (z — a)?g(z) i per tant
(x — ) | med (f, f') (en particular, med(f, f') # 1).

= D’altra banda, si med(f, f') # 1; és a dir, (z — a) | med (f, f') aleshores prenent o € K
i posant f(z) = (x — a)g(x) tenim que f'(z) = g(x) + (r — a)¢'(z); com que f'(a) =0
veiem que g(a) = 0 i aleshores (z — ) | g amb la qual cosa (z —a)? | f i f no és separable,

com voliem. [ ]
Proposicié 2.2.9. Sicar(F) = 0 aleshores tot f € F|x] irreductible és separable.
Demostracio. Si car(F) = 0 tenim que gr (f') < gr(f) i f # 0. Per tant med (f', f) = 1. [

Corol-lari 2.2.10. Tota extensid algebraica K/F algebraica d’un cos de caracteristica 0 és se-

parable.

Demostracio. Prenem a € K, f = Irr(a, F) el minimal. Per definicio d’f, med(f, f') és o bé 1
o bé f; com que gr(f") < gr(f) i f'(z) # 0, tenim med(f, f') = 1. Per 2.2.8, f és separable. M

Exemple 2.2.11. Posem F = F,(¢), amb el minimal f(z) = 27 —t. Es evident que f'(z) =
pzP~1 it igualment sera arrel. Per tant, med(f, f') = med(f,0) = f # 1.

Proposicio 2.2.12. Sigui F de caracteristica p > 0. Un polinomi irreductible f € Flx| és

inseparable si, 1 només si, f(x) = g(z?) per a algun g € F|x].

Demostracio.
= Com que f és irreductible med(f’, f) només pot ser 1 o f (llevat d’unitats a F[z]). Si
f'# 0, com que gr(f’) < gr(f) aleshores és 1. Per tant, si f és inseparable necessariament
f'=0. Si posem:
f(z) = apx" + - - + a1 + ay,
f(x) = naya" ™+ + 20 + a; = 0.

veiem que els tnics coeficients no nuls sén doncs aquells en qué 'exponent és multiple de

p, per tant f(x) = g(zP) per algun g.
< D’altra banda, és directe veure que si f(z) = g(z?) aleshores f’ = 0 i per tant med(f’, f) =

f |
El resultat segiient fa precis el comentari informal de 2.2.4, apartat 5..

Proposicié 2.2.13. Sigui K/F finita de graun i N/K una ezxtensio tal que N/F és normal. El
nombre de F-morfismes o : K — N és menor o igual que n, amb igualtat si i només si K/F és

separable.
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Demostracio. Farem la prova per induccié sobre n. Sin = 1 el resultat és evident, suposem-lo
cert doncs per a extensions de grau < n i provem-lo per a una extensio K/F de grau n. Sabem
que per o € K\ FF el polinomi Irr(a, F) descompon completament a N ja que N/F és normal;
posem « = v, . .., . les seves arrels. Fixem-nos que r < [F(«a) : F] amb igualtat si, i només si,

« és separable sobre F!'. Per a cada i = 1,...,r tenim un F-morfisme:

7 Fla) — N
fl@) — f ()

Com que N/F ésnormal i N/F(«) algebraica, per 2.1.12 s’estenena 7; : N — N amb 7;(a) = «.
Ara considerem N/F(«). Com que N/F(«) és normal i s = [K : F(a)] < n, per hipotesi
d’inducci6 existeixen ¢t < s F(a)-morfismes K — N amb igualtat si, i només si, K/F(a) és
separable. Anomenem-los oy,...,0,. Per i = 1,...,71j = 1,...,s tenim un [F-morfisme
1, 00; : K — N. D’aquests n’hi ha rt < [K : F(o)][K : F(a)] = [K : F]. Veiem ara que tot
F-morfisme ¢ : K — N és de la forma 7; o 0; per algun i i per algun j. Sabem que o(o) = o
per algun i, i per tant 7; ' o o fixa a. Aixo vol dir que 7, ' 0 ¢ és un F(a)-morfisme i per tant
7,1 o0 = o; per algun j. Tenim doncs que o = 7; 0 7;.

D’altra banda els 7; 0 0; son tots ells diferents: 7;00;(a) = o ja que o és un F(o)-morfisme;
si 7, 005 = 7, 0 0 aleshores 0j(o) = a 1 0j/(a) = @, ambdos per ser F-morfismes. Aixi, tenim
la igualtat 7; = 7; 1 com que els 7/ sén automorfismes compleixen que «; = «y; per tant, 1 = 7' i
0; = 0j (de manera que també j = j'). Finalment: si K/F és separable aleshores val la igualtat,
ja que llavors r = [F(«) : F] i t = s. I si K/F no és separable aleshores no val la igualtat, ja que
llavors podem prendre o € K inseparable sobre K i tenim que r < [F(«) : F] amb la qual cosa

rt < [K: F]. |

Proposicié 2.2.14. Una extensio algebraica simple F(a)/F és separable si, i només si, o €s

separable.

Demostracio. Denotem per m el nombre de F-morfismes de F(«) en una clausura normal N de
F. Sabem que m és el nombre d’arrels de Irr(«,F) en N. Per tant, « és separable si i només
si m = gr(a), és a dir, si i només si m = [F(«) : F|. D’altra banda, per la proposici6 anterior

F(«)/F és separable si i només si m = [F(«) : F]. |

Proposicio 2.2.15. Sigui K/E/F una torre d’extensions algebraiques. Aleshores K/F és sepa-

rable si, i només si, K/E i E/F son separables.

Demostracio. Exercici, s’ha d’usar 2.2.13 (Indicacié: feu primer el cas en qué K/F és finita, i

veieu que el cas general es redueix a aquest). [ |

1 El grau de I’extensi6 coincideix amb el nombre d’arrels quan l’extensié és, en efecte, separable!
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2.3
EXTENSIONS SIMPLES

Teorema 2.3.1 (Teorema de l'element primitiu). Tota extensié K/F finita i separable és sim-

ple.

Demostracio. Si F és cos finit ho veurem més endavant. Suposem ara que F té un nombre
infinit d’elements. Donats «, 5 € K trobarem un v € K tal que F(«, 5) = F(y). Si veiem aixo
ja ho tindrem, perqué K/F és finita i per tant K = F (d1,09,...,0,). Posem f = Irr(a,F) i
g = Irr(5,F). Posem també a = ay,ag,...,a, lesarrelsde f i 8= (1, Ba,..., 0 m les arrels de g
en un cos de descomposicio, que son totes elles diferents per la hipotesi de separabilitat (K/F és
separable i, per tant, f, g son ambdos separables). Com que F és infinit, existeix A € F tal que
a1 — @y
b1 — Bj
Posem v = a+ A3, i volem veure F(a+ A\3) = F(a, 5). Clarament F(v) C F(«, 8). Per a veure

A F# per a tot i i per a tot j # 1. (2.1)

la inclusié contraria, n’hi ha prou amb veure que 5 € F(7) (ja que llavors a = v — A3 € F(y)).
Posem h = Irr(B3,F(7)), i volem veure que gr(h) = 1 (aixd ens permetra dir que 5 € F(v)).
Aleshores h | g i per tant les seves arrels només poden estar entre els (;, és a dir, h és també
separable. També tenim que h | f(y — Az), f(v — Az) € F(7)[X], ja que f(y—A3) = f(a) = 0.
Per tant, les arrels de h també son arrels de f(y — Az). Si algun §; amb j > 1 és arrel de
f(v — Az) aleshores f(y — AB;j) =0 (v — AB; seria arrel de f) i per tant v — Af5; = a; per algun
i, 1 A = 21=2¢ pero aixd és una contradiccié amb (2.1). La conclusié doncs és que 'inica arrel

61_61
de h és B = [y, és a dir, h té grau 11 5 € F(v). |

31






[11

Teoria de Galois

3.1
PRELIMINARS

Observaci6 3.1.1.

1. Recordem que Aut(K/F) denota el grup dels F-automorfismes de K. Fixem-nos que si

K/F és normal, aleshores:
Aut(K/F) = {F-morfismes 0 : K — K}, o(K) = K.

2. 81 F C E C K aleshores Aut(K/E) és un subgrup de Aut(K/F), ja que com E esta
contingut en K, tot element de E també és fix, i per tant tenim la inclusié en clau de
subgrup, amb la segiient notacio: Aut(K/E) < Aut(K/F).

Definicié 3.1.2 (Cos fix). Sigui G un subgrup de Aut(K/F). El cos fix de G és:
K¢ = {z € K: o(x) = = per a tot 0 € G}.

Es facil veure que K& és un subcos de K que conté F; és a dir, tenim la cadena F ¢ K¢ ¢ K.

Tenim, doncs, una correspondeéncia bijectiva i dues aplicacions, G i F:

{subcossos £ amb F C F C K} <+— {subgrups H < Aut(K/F)}
E % Auwt(K/E) (3.1)

FH)=K<L  H

Proposicio 3.1.3. Les aplicacions F i G satisfan les propietats segiients:
1. St Ey C E; aleshores Aut (K/Ey) < Aut (K/E).
2. Si H; < Hy aleshores KMz C K1,
5. E CF(G(E)), és a dir, E C KAWK/E),
/. H<G(F(H)), és a dir, H < Aut (K/K).

Demostracio. Sén directes a partir de les definicions. |

El Teorema Fonamental de la Teoria de Galois ens dira que si K/F és finita, normal i sepa-
rable, aleshores F oG = Id i que Go F = Id.
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3.2
EXTENSIONS DE (GALOIS

Definici6 3.2.1 (Extensio finita de Galois). Una extensio (algebraica) finita' K/F és de Galois

si és normal i separable.

Exemple 3.2.2. Hem vist a classe de problemes que l'extensio Q(v/2,v/3)/Q és normal i se-
parable; com també és finita?, és algebraica, i podriem dir que aquesta extensio finita és de

Galois.

Proposicié 3.2.3. K/F és de Galois si, i només si, K és cos de descomposicid d’un polinomi

separable de F[x].

Demostracio. A grans trets, la idea és la segiient. K/F és normal si, i nomeés si, K és el cos de
descomposicié de S C F[z]; per tant, ho és d'un polinomi p € S que tindra totes les arrels a K.
D’altra banda, K/F és separable si, i només si, per a tot a € K\ F algebraic tenim Irr(a, F)

separable, de manera que p € S és, a més, separable. [ |

Definicié 3.2.4 (Grup de Galois). Si K/F és de Galois aleshores el grup Aut(K/F) s’anomena
grup de Galois de l'extensio i es denota Gal(K/F).

Observaci6 3.2.5. Fixem-nos que si K/F és Galois i E/F és una subextensio, aleshores K/E
és Galois (cf. 2.1.712.2.3).

Proposicié 3.2.6. Si K/F és de Galois aleshores F = KGaI(K/F),

Demostracio. Ja sabem que F C KGE/F)  provarem Daltra inclusio. Sigui ara o € KGE/F) <
K; veurem que de fet F(a) =, provant que [F(«) : F] = 1, i aix0 ja ens dira que o € F. Sigui
0 : F(a) — K un F-morfisme; com que K/F és normal, ¢ estén a & € Aut(K/F) = Gal(K/F).
Aradp = Idid(a) = a (jaque a € KEIE/M) - Aixi dones 6r(q) = Id (ja que si fixa el generador
fixara I’extensié que genera) i, per tant, o = Id, de manera que o és la inclusié. Tenim, doncs
que només hi ha un dnic F-morfisme F(a) — K i com que K/F és normal i F(«) separable,
aixo vol dir que |{F-morfismes F(a) — K}| =11 [F(«) : F] = 1 per 2.2.13. [

Proposicié 3.2.7. Si K/F és de Galois aleshores F o G = Id.

Demostracio. Si K/F és Galois també K/FE és Galois per a tota subextensio E/F. Per tant F =

KGUE/E) " per la proposicié anterior. I ara prenem H = Gal(K/E), aixi que tenim F(H) = K#

i G(K7) = Aut(K/FE) = Gal(K/E) = H, de manera que F o G = Id. |

! També hi ha una teoria de Galois per a extensions infinites, perd nosaltres només farem el cas d’extensions
finites i per tant ja incorporem la condici6 de finitud en la definicié d’extensié de Galois.

2 Convé no confondre el terme extensi6 finita amb el d’extensié finitament generada. Tota extensi6 finita és
finitament generada, perd no és cert el reciproc (per exemple, per a extensions simples transcendents).
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Proposicié 3.2.8. Sigui K/F finita. Aleshores | Aut(K/F)| < [K : F| amb igualtat si i només
si K/F és Galois.
Demostracio.
= Prenem el nombre de F-morfismes 0 : K — K, i el denotem per |[M|, on M = {F-
morfismes o : K — K}. A més a més, notem que Aut(K/F) ¢ M. Es [M| < [K : F] amb
igualtat si, i només si, K/F és separable. Si K/F és Galois tot F-morfisme ¢ : K — K de
fet pertany a o € Gal(K/F) per ser K/F normal; per tant, Aut(K/F) = M. I exactament
|IM| = [K : F] per ser K/F separable.
< D’altra banda, tot o € Aut(K/F) dona lloc a un F-morfisme K — K. Si K/F no és
separable d’aquests F-morfismes n’hi ha menys que [K : F|; és a dir M| < |[K : F|. Si
K/F no és normal existeix un F-morfisme ¢ : K — K tal que o¢(K) # K, i, per tant,
o ¢ Aut(K/F); és a dir, Aut(K/F) C M. |

Teorema 3.2.9 (’Artin). Sigui K/F una extensid finita i G < Aut(K/F). Posem E = KY.
Aleshores K/E és de Galois i Gal(K/E) = G.

Demostracio. Com que K/F és finita K/FE també ho és i, en particular, és algebraica. Veiem ara
que K/FE' és normal i separable. Posem G = {o1,...,0,}, prenem a € K i posem {ay,...,a,} =
{o1(a),...,0n(a)}, r <n (si K/F finita, | Aut(K/F)| < co). Fixem-nos que, com que G és un
grup, per a tot o € G tenim que

{o(a1),...,0(a,)} ={o0o1(a),...,00, ()} ={o1(),...,0n(a)} = {a,...,an}. (3.2)

Definim el polinomi:

pr)=(r—a) - (r—0a) =2" + a7 '+ +arx + ag € K[z].
Aixi,

o(p(z)) = (x —o(m)) - (x —olar)) = (x — 1) -+ (x — ar) = p(x). (3-3)
La igualtat de conjunts (3.2) implica que o(p) = p per a tot ¢ € GG, com hem vist a (3.3) i, per
tant, els a; € F, i p(z) € E[x]. Veiem doncs que « és arrel d’un polinomi separable p(z) € Elx]
que descompon completament (és a dir, que té totes les arrels a K') i per tant K/E' és normal i
separable; és de Galois.

Ara volem veure G = Gal(K/FE). Tenim que G < Gal(K/FE) i com que K/E és Galois
| Gal(K/E)| = [K : EJ; cal veure doncs que |G| = [K : E]. Com que G C Gal(K/E) tenim que
|G| < |Gal(K/E)| = [K: E]. Per a l'altra desigualtat, sigui « € K. Aleshores [E(a) : E] < |G,
ja que hem vist abans que « és arrel d’un polinomi amb coeficients a E de grau < |G|. Prenem
a € K de grau maxim sobre E. Afirmem que K = E(«). En efecte, si f € K aleshores pel
Teorema de I’Element Primitiu, 2.3.1, E(a, 8) = E(v), perd [E(y) : E] = [E(a) : E] per la
maximalitat del grau i aixo dona E(v) C E(«a); com que E(a) C E(y) (perqué E(a), E(B) C
E(a,B) = E(7)), veiem que E(a) = E(y)ip € E(a). Aixidones [K: E] = [E(a): E]<G. W
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Observacio 3.2.10. El Teorema d’Artin de fet és cert en una versié una mica més general, que
diu que si K és un cos, G un subgrup finit dels automorfismes de K i £ = K%, aleshores K/FE
és Galois i Gal(K/E) = G. L anic que ens ha faltat provar d’aquest resultat més general és que
K/E és finita.

Corol-lari 3.2.11. Si K/F és de Galois, aleshores G o F = Id.

Demostracio. Si H < Gal(K/F) i posem E = K¥ | tenim que K/E és finita i pel Teorema d’Artin
Gal(K/E) = H. N

Lema 3.2.12. Sigui K/F de Galois i E un cos intermedi. Per a tot o € Gal(K/F) tenim que
o(E) és un altre cos intermedi i Gal(K/o(E)) = o Gal(K/E)o ™.

Demostracio. Es clar que si F € E C K aleshores F C o(E) C K. Veiem la igualtat
Gal(K/o(E)) = 0 Gal(K/E)o ™.
D Siz e Eit € Gal(K/E) aleshores (607071 (0(2)) = o(x) o sigui que o7o~! € Gal(K/o(F)).
C Sit € Gal(K/o(E)) aleshores per un argument semblant veiem que o~ '70 € Gal(K/FE),
per tant 7 € o Gal(K/E)o . |

Proposicié 3.2.13. Si K/F és Galois i E/F és una subextensio, aleshores EJF és Galois si, i

només si, Gal(K/E) < Gal(K/F).

Demostracio. EJF és separable (cf. 2.2.15) i per tant E/F és Galois si, i només si, E/F és
normal. Com que K/F és Galois, tot F-morfisme oy : E — K s’aixeca a 0 € Gal(K/F). Per
tant, £//F és normal si i només si 0(E) = E per a tot 0 € Gal(K/F). Per la injectivitat de G,
aixo és si i només si Gal(K/FE) = Gal(K/o(FE)) per a tot 0 € Gal(K/F). Per 3.2.12 aix0 és si, i
només si, Gal(K/E) = o Gal(K/E)o~! per a tot 0 € Gal(K/F), és a dir, si i només si Gal(K/FE)

és normal. [ |

Observacio6 3.2.14. Si E/F és una subextensio de Galois de K/F aleshores 'aplicacio

Gal(K/F) — Gal(E/F)
o — olg

¢és un morfisme de grups exhaustiu (cf. 2.1.12) amb nucli Gal(K/E). Aixi
Gal(E/F) ~ Gal(K/F)/ Gal(K/E).
3.3

TEOREMA FONAMENTAL

Teorema 3.3.1 (Teorema Fonamental de la Teoria de Galois). SiK/F és de Galois finita ales-

hores les aplicacions F i G de (3.1) son bijeccions i inverses una de laltra, és a dir:
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1. KGal(K/E) — E,
2. Gal(K/KH#) = H.
A més, aquestes aplicacions satisfan les propietats segiients:

1. 8i els subcossos Ey i FEo es corresponen amb els subgrups Hy, Ho, aleshores Ey C Ey si i

només si Hy < Hj.

2. Si H es correspon amb E aleshores [K : E] = |H| i [E : F] = [Gal(K/F) : H].
3. Si H es correspon amb E,K/E és de Galois amb Gal(K/E) = H.
4. E és de Galois sobre F si i només si Gal(K/E) 9 Gal(K/F) i aleshores:

Gal(E/F) ~ Gal(K/F)/ Gal(K/E).

A\

b. Si els subcossos Ey i Eo es corresponen amb els subgrups Hy, Hy, aleshores Hy N Hy es
correspon amb EyEs (la composicié de Ey i Eo, el cos més petit que conté Ey i Ey), i

Ey N E;y es correspon amb HyHy (el subgrup generat per Hy @ Hs).

Demostracio. La primera afirmacié és de 2.1.12 i el Teorema d’Artin, 3.2.9. Les propietats /.,
5. 1/. també les hem demostrat. Queden només les propietats 2. i ). que son senzilles i deixem

com a exercici. [ ]

Observacio 3.3.2. La propietat ). ens diu que el reticle de subcossos de K/F i el reticle de

subgrups de Gal(K/F) son duals (un diagrama és igual que l'altre girat cap per avall).
Exemple 3.3.3. Considerem K = Q(v/2,/3); és el cos de descomposici6 de (22 — 2)(2? — 3)

sobre Q i per tant K/Q és Galois (K/Q és normal per ser K és cos de descomposicio i, a més, és
separable perqué, per exemple, Q té caracteristica 0). Tenim que [K : Q] = 4. Per a veure-ho,
fixem-nos que
K: Q= [K:Q(V2)]Q(V2): Ql;

clarament [Q(v/2) : Q] = 21 [Q(v/2,V3) : Q(v/2)] < 2 (ja que Q(v/2,/3) i /3 satisfa el polinomi
2% — 3 € Q(v/2)[z]). Posem a partir d’ara K = Q(v/2,v/3). Si [K : Q(v/2)] fos 1 tindriem que
K = Q(v2) i, en particular, que v/3 € Q(v/2) cosa que rapidament es veu que no pot ser. Per
tant [K: Q(v2)] =21 [K: Q] = 4. Una Q-base de Q(v/2,v/3) és {1,v/2,v/3,v/2-/3}. D’aqui,
veiem que |Gal(K/Q)| = 4. Tot s € Gal(K/Q) satisfa que s(v/2) = £v2 i 5(v/3) = 3%
Aquestes quatre aplicacions indueixen quatre Q-automorfismes de K, que podem definir en

funci6 dels generadors®:

Id: V2 — V2 g V2 — —V2
V3 — V3 V3 — V3
T V2 — V2 p:\/§»—>—2
V3 — =3 V3 — —V3

3 No podem tenir s(v/2) = ++/3, ja que s envia arrels de l'irreductible a arrels del mateiz irreductible. Es facil
veure que V213 no comparteixen el mateix irreductible.

4 Fixem-nos, per exemple, en o. Sigui a = a + bv/2 + ¢v/3 4+ dv/6 un element genéric de Q(v/2,v/3). Aleshores,
ola) =a— bv2 + ¢v/3 — dvV/6, que esta completament determinat per v/2 i v/3.
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Com que #{Gal(K/Q)} = 4, de fet totes aquestes aplicacions sabem que son Q-automorfismes

de K (altrament caldria comprovar-ho). Fixem-nos que o1 = p, per tant
Gal(K/Q) = {1,0,7,07}

és a dir que Gal(K/Q) ~ Z/27 x Z/2Z (no hi ha cap element d’ordre 4, aixi que Gal(K/Q) no
pot ser isomorf a Z/4Z). El reticle de subgrups de Gal(K/Q) és:

Gal(Q(v2,v3)/Q)
P T

— (o7) ™~ (")

1d)

(o)

Figura 3.1: Reticle de subgrups de Gal(K/Q).

Pel teorema fonamental aixo ens dona el diagrama de subcossos de K, fixos pels diferents

K-automorfismes:

Q
2/ \2

\
/

/
\

2\?/2
Q

Figura 3.2: Diagrama de subcossos de K.

Aqui per raonar que K = Q(v/3), fixem-nos que clarament [Q(v/3) : Q] = 2, i Q(v/3) C
K(@); ara, pel teorema fonamental, 3.3.1, [K* : Q] = [Gal(K/Q) : {¢)] = 2. Com [Q(V/3) : Q] =
[K{) : Q] obtenim la igualtat desitjada: si tenim la mateixa dimensié com a K-espais vectorials

sobre Q i una de les inclusions, tenim igualtat. La resta de cossos s’obtenen igual.

Exemple 3.3.4. Sigui K el cos de descomposicié de f = 2* —2 € Q[z]. Les arrels de f s6n v/2,
pV2 i p*V/2 on p = $(—1+4 +/=3) és una arrel tercera primitiva de la unitat®. Veiem, doncs,

que:

K = Q(V2,p¥/2, pV2) = Q(V2, p) = Q(V2,V=3).

5 Bé, ja com a comentari, una arrel de la unitat no té per qué ser arrel primitiva de la unitat; per exemple,
I’arrel sisena de la unitat no és primitiva ja que no genera el conjunt d’arrels sisenes de la unitat.
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Com que K és la composicio de Q(3/2) i Q(+/=3), de graus 3 i 2 respectivament, tenim que
[K:Q] =6. Tot s € Gal(K/Q) satisfa que:

\3/5
s(V2) =< pv2  s(V-3)= {\/__3
p*V/2

Com que tot s € Gal(K/Q) esta completament determinat per on envia v/2 i v/—3, aixd dona
sis possibles automorfismes. Com que, de fet, | Gal(K/Q)| = 6, veiem que totes les opcions son

automorfismes (altrament s’hauria de comprovar). Definim dos automorfismes concrets:

o V2 o— V2 Tt V2 — V2
V=3 — /=3 V=3 — —/=3

Fixem-nos que o(p) = p i 7(p) = 3(—=1 — v/=3) = p>. Amb aixd, podem calcular o i o:

o2 \3/5 — pQ\‘VE o3 \3/5 — p3\3/§:\3/§
V=3 V3 e

on hem usat que 0%(v/2) = o(p)o(v/2) = p?v/2. Del que acabem de fer veiem que o® = Id, ja

que o fixa els dos generadors. De manera semblant, podem calcular que 0? = Id i o7 = 702

Per tant,

Gal(K/F) = (0,7 | 0® = 1,7 = 1,07 = 70%) ~ Dg ~ Ss.

L’Gnic grup de 6 elements que no és commutatiu. El diagrama de subgrups és el segiient:

Gal (K/Q)

I
\\

Figura 3.3: Diagrama de subgrups.

Pel teorema fonamental aixo ens dona el diagrama de subcossos de K:

39



Teoria de Galois

Figura 3.4: Diagrama de subcossos de K. Cal tenir en compte que K7 = Q(v/2), K™ =
Q(pV2), K7 = Q(p*V/2) i K = Q(v=3).

Per a provar que els cossos fixos son aquests, podem procedir com a ’exemple anterior. Per
exemple, és clar que Q(v/=3) C K (perque, per exemple, o(v/—3) = v/—3) i pel teorema
fonamental sabem que [K” : Q] = [Gal(K/Q) : (¢)] = 2; com que [Q(v/—3) : Q] = 2, veiem la

igualtat. Els altres subcossos es fan de manera semblant.

Observaci6 3.3.5. Donat f € F[z], volem identificar Gal(K/F) com a grup. Observem que
Ky és el cos de descomposici6 de manera que el podem posar com a K; = F(ay,...,a,), on
a ={ai,...,a,} son les diferents arrels de f. Sigui o un automorfisme de Gal(K;/F), tal que
per a tot ¢ existeix un j tal que o(o;) = a;. Podem definir:

Gal(K;/F) — S,

- L on o(a;) = ()

és a dir, permutem els indexs de les arrels. Es pot veure facilment que és un morfisme de cossos
injectiu. Per tant, el que fem és identificar Gal(K;/F) com a subgrup de S, llevat de

conjugacio.

Exemple 3.3.6.
1. Perad=(1,2)17=(3,4), tenim Gal(K;/F) = ((1,2)(3,4) C Sa.
2. Perad=(1,2,3)i7 = (2,3), tenim Gal(K;/FF) ~ ((1,2,3)(2,3)) = S5.
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IV

Aplicacions de la teoria de Galois

4.1
CO0SS0S FINITS

Com a exemple d’aplicacié de la teoria d’extensions de cossos i la teoria de Galois veurem el
cas dels cossos finits. Els cossos finits tenen molta importancia, tant interna a les matemati-
ques (teoria de nombres, teoria de grups i representacions, combinatoria,...) com a ’enginyeria

(criptografia, teoria de codis correctors d’errors, generacié de nombres pseudoaleatoris,...).
Definicié 4.1.1 (Cos finit). Un cos finit és un cos que té un nombre finit d’elements.

Ja coneixem alguns exemples de cossos finits: si p és un nombre primer, aleshores ’anell

Z/pZ dels enters modul p és un cos finit que té p elements, i que es denota habitualment per F,,.

Observacio 4.1.2. Si E és un espai vectorial sobre F de dimensi6 n, aleshores EF ~ F" i podem
posar un isomorfisme tal que x — (A1, ..., \,), on (vq,...,v,) és base de E. Per a tot x € E,

= Mv1+ -+ A\, tal que \; € E per a tot i.
Proposicié 4.1.3. Si K és un cos finit aleshores |K| = p” per algun primer p i algun r € Z>;.

Demostracio. K té caracteristica p per algun primer p (altrament contindria Q, que no pot ser
perqué K és finit) i per tant conté F,. Com que K és finit, la dimensié de K sobre [, és finita,

diguem-li r, i posem a4, ..., a, una [F,-base de K. Aleshores:
K={aa+ - +aaq |a; €F,}
i per tant |K| =p". |
A partir d’ara en aquesta secci6é p sempre denotara un primer, r un enter > 1i g =p".

Exemple 4.1.4. Sigui 22 + z + 1 € Fy[z] un irreductible, i posem K = Fy[z]/(z* +  + 1) un
cos!/ i, clarament, [K : Fy] = 2. Sigui o una arrel de p(z); ¢és a dir, a®? + a+1 = 0. Podem veure,
per 1.2.16, que a(a + 1) = o + a que, en Fy, és a + 1 + a = 1. Per tant, una Fy-base de K ¢s
{0,1, 0, + 1}, pero K 2 7 /47 perqué no tenim cap element d’ordre 4, i K ~ Z /27 @ 7./ 27.
El cardinal #K és 4 = 22,

Proposicio 4.1.5. Sigui p un nombre primer, r > 1. Posem q = p". Aleshores, existeixr un cos

de cardinal q. Tots els cossos de cardinal q son isomorfs.

1 Com Fy és DIP i p(x) = 22 + 2 + 1 és irreductible, (22 + z + 1) és ideal maximal i, per tant, K és un cos.

41



4.1

Aplicacions de la teoria de Galois

Demostracio. Considerem f = x4 —x € F,[z]. Com que f' =gz ' —1=p'a9"t—1 = —1 tenim
que med(f, f') = 1; aleshores, f és separable i té ¢ arrels diferents en un cos de descomposicio.
Sigui K un cos de descomposicié de f. Aleshores K conté les ¢ arrels de f, i de fet el conjunt
d’aquestes arrels és un cos (volem veure, de fet, que K C {conjunt d’arrels de f}). Per a veure-
ho, hem de provar que si «, 8 son arrels de f aleshores aﬁ,% amb 5 # 0,a+ fia— § també
ho son.
e Clarament si a? = a i f9 = ( tenim que a?f7 i, com tenim commutativitat, («f)? = af;
és a dir, af és arrel de f. De manera semblant es veu que a//3 també n’és arrel: si § # 0,

q q
o N S—
(B) T B

e Per a a+ 3, com que K és de caracteristica p per 1.2.16, apartat |2.. Aixi doncs,

(+ B)F = a® + 5"
(a+B)" =a” + 5"

(a+B)=al+p'=a+p

i, per tant, a + [ també és arrel de f; de manera similar es veu a — f3:
(0= B)1=al= ' =a—p.

Aixi dones, K és el conjunt d’arrels de f i per tant |K| = gq.

D’altra banda, si K’ és un altre cos de cardinal ¢, el grup multiplicatiu de K’ té cardinal ¢ — 1
i tot o € K"\ {0} satisfa que %' = 1, i per tant que a? = a. Es a dir, a és arrel de f. Com
que 0 també és arrel de f, tenim que tots els elements de K’ son arrels de f i K’ és doncs un
cos de descomposicié de f. Per tant, K' ~ K ja que tots els cossos de descomposicio de f som

isomorfs. [ |

Es habitual fer un abis de notacioé i denotar per F, un cos de cardinal g. Com que tots els
cossos de cardinal g son isomorfs, aquesta notacié no és excessivament ambigua (tot i que ja

veurem que lisomorfisme no és tnic quan r > 1).
Proposicié 4.1.6. F,/F, és de Galois.

Demostracio. Ho hem vist a la demostracié de la proposicio anterior, ja que I, és el cos de

descomposicié de 27 — x € Fy[z] que és separable (tota extensio de [F,, és separable). |
Proposicio 4.1.7. Tot subgrup finit G del grup multiplicatiu F* d’un cos F és ciclic.

Demostracio. Com que G és abelia, pel teorema de classificacié de grups abelians finits tenim
que:
G~Z/mZ X - x L]nZ
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Cossos finits 4.1.13

amb n; > 1 per tot i, iny | ng | -++ | ng. Siprenem g € Z/nyZ tenim que ord(g) | ny | -+ - ng;
sig € Z/noZ, ord(g) | na | -+ | g 1 aixi successivament. En efecte, tot element de g té doncs
ordre dividint ng, i per tant és arrel del polinomi z"* — 1; és a dir, ¢"* = 1. El polinomi x™ — 1
té ny---nyg arrels a IF; si k > 1, llavors com n; > 1 per a tot ¢, i evidentment ny - - - ng > ng, cosa

que no pot ser. Per tant k =11 G és isomorf a Z/n,Z, és ciclic. [ |
Corol-lari 4.1.8. F és ciclic.

Demostracio. Sip és primer, (Z/pZ)* = F) és ciclic. De fet, FX = (g) per a algun g € F,. Com

F, és Fyr, i p" és finit, [F, també ho sera, i G sera finit i, en particular, ciclic per 4.1.7. |

Exemple 4.1.9. Tenim que F5 = (3). En efecte, fent les respectives poténcies de 3 obtenim

cadascuna de les p — 1 = 6 classes d’equivaléncia que generen el grup multiplicatiu:

Corol-lari 4.1.10. F, és simple. En particular, existeir un polinoms irreductible de grau r amb

coeficients a IF,,. O, en altres paraules, [F, : F,| = r.

Demostracio. Si o € Fy és tal que FX = {1,a,...,a7 %} tenim que Fy, = Fy(a), i Irr (a, Fy);

gr(lrr(a,F,)) = [Fp(a) : Fp] =7 1Irr (o, F,) és irreductible de grau r. |

Definicié 4.1.11 (automorfisme de Frébenius). L’automorfisme de Frobenius (cf. ’exemple

1.2.16, apartat 7.) és el segiient:
Fr,: F, — F,
a — ol

¢és un element de Gal (F,/F,). Recordem que en la notacié d’aquesta secci6 ¢ = p’.

Proposicié 4.1.12. Gal(F,/F,) és ciclic d’ordre r generat per Fr,,.

Demostracio. Com que F,/F, és de Galois i i [F, : F,] = r sabem que |Gal(F,/F,)| = r.
Clarament Frl(a) = o per a tot i > 1; en particular, (o) = o = a% = a i per tant
Fr, = Id. Cap altra poténcia Fr; amb 1 < ¢ < r és la identitat, perquée aixo voldria dir que
of =« per a tot o € F, la qual cosa implicaria que el polinomi P — o té p" arrels a [y,
contradiccié. Per tant, Fr, té ordre r i Gal(F,/F,) = (Fr,). |

Corollari 4.1.13. F, = F,» conté Fa si, i només si, d | r.

Demostracio.
= Pel teorema fonamental de la teoria de Galois els subcossos de [, es corresponen amb els
subgrups de Gal (F,/F,) ~ Z/rZ, i la dimensi6 del subcos sobre F,, coincideix amb l'index
a:Fpl=d|r=[Fy;:F,.

del subgrup. Aixi doncs, [F,
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< Ara, hi ha un subgrup de Z/rZ d’index d si, i només si, d | r, i en aquest cas només n’hi
ha un. [ |

Exemple 4.1.14. Tenim que Fy C Fyg, ja que 2%, 2* compleixen 2 | 4. No és el cas de Fg i Fyg,
ja que per a 2% 2% tenim 314 i, per tant, Fg ¢ Fy,.

Proposicio 4.1.15. El polinomi x?—x, €s el producte de tots els polinomis monics irreductibles

a Fplx] de grau divisor de r.

Demostracio. Sigui f un factor irreductible de 2" — z € Fplz]. Com que F,a és un cos de
descomposicié de 2P — x, conté totes les arrels de f i, en particular, una arrel o de f. Aleshores
F,(c) és un subcos de [F, de grau d i per 4.1.13 tenim que [F,(«) : F,)] =d | r = [F, : F,]. Per
tant, tot factor irreductible de x? — x té grau dividint r.

D’altra banda, sigui f € F,[z] un polinomi irreductible de grau r, i sigui a una arrel de f en
una extensi6. Com que [Fp(a) : F,] = d tenim Fp(a) ~ Fa i Fp(r) és el cos de descomposicio de
P (el conjunt d’arrels de 2 — x) i, per tant, « és arrel de 2 — x, amb la qual cosa veiem

2 veiem que si f és un

que f | 27" — z. Utilitzant que si d | r el polinomi 2P — g divideix ¢ —
polinomi irreductible de grau d | r aleshores divideix ' — i per tant també z¢ — x.
Finalment, com que x? — x és separable no té cap factor repetit i és doncs el producte de

tots els polinomis monics irreductibles a F,[x] de grau dividint 7. |
Lema 4.1.16. 2 — 1 divideir 2° — 1 si, i només si, a | b.

Demostracio.
= Suposem que z% — 1 divideix 2* — 1. Volem veure que si posem b = ac+ 7 (per a certs ¢, r,
tals que r < a), o bé b —r = ac de manera equivalent, necessariament r» = 0. En efecte, si

sumem 1 restem z” tenim:
2 =" — 1 =g =)+ 2" —1=2"((2") = 1) +a" — 1 (1)
d
=2 (" = 1) (@) 2+ 1) F 2" — 1.

b~ 1) = (2% — 1)u + v; perd com

En aquest moment, a grans trets, hem trobat que (x
2% — 1| 2% — 1, necessariament 2¢ — 1 | v = 2" — 1. Per I'elecci6 d’a, és r = 0, com voliem
veure.

< Sia|b, aleshores b = ca, ¢ > 1; per tant, podem aplicar un raonament semblant a (4.1) i,

naturalment:
xb_lz(xa)c_lc:(l_a_l)((xa)cfl_i_.“_i_xa_'_l):>$a_1‘wb_1_ [

o a v .. el r_
2 Ambdés termes son divisibles per x, de manera que #? —x | 2P — 2 si, i només si, 7“1 —1 |27 =1 —1. Com
. .. . ~ . d7 L
quez"—1|2™—1 <= n|m (cf. 4.1.16), tenim la segiient cadena d’equivaléncies: /" ~1 —1 | 2P "1 -1 +—
pl—1|p" -1 <= d|r.
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Exemple 4.1.17. Sigui F; el cos de descomposicié de 2° — x, prendrem els valors i = 4,8, 16.

Si descomposem aquests polinomis trobem el segiient:

p(X)=X'"-X=XX-1)(X?*+X+1)

(X)) =X - X =XX-D(X*+X+1)(X*+X*+1)

rX)=X" - X=XX-DX’+X+DX'"+ X+ X+ X+ DX+ X+ )X+ X +1)
=p(X) - (X' + X+ X+ X + )X+ X2+ D)(X* + X +1).

Hem vist que Fp« C F,r siinomés sid |r. En particular, donats dos cossos finits Fyn i Fym,
existeix un altre cos finit que els conté: Fynm. Per tant, la uni6 |J,~, Fpn és un cos que conté

totes les extensions finites de IF,,.
Proposicié 4.1.18. F, = Uzt Fpn-

4.2
C0Ss0S CICLOTOMICS

Definicié 4.2.1 (Cos ciclotomic). El subcos dels nombres complexos generat sobre Q per ¢, =
e (arrel n-ésima primitiva de 1, arrel de ™ —1 d’ordre n) s’anomena cos ciclotomic. L’extensio

Q (¢) /Q és de Galois (ja que és el cos de descomposicio de z™ — 1).

En aquest capitol estudiarem aquest tipus de cossos i veurem que

Gal(Q(¢n)/Q) ~ (Z/nZ)*

Denotem per p, el conjunt d’arrels n-ésimes de la unitat, és a dir les arrels de 2™ — 1. Sabem
que:
n=4Cr:0<a<n—-1}CcC

i en particular Q(¢,) = Q(pn). El conjunt u,, és un grup amb el producte i tenim un isomorfisme:

X: Z/nZ — py
a — ()

x(a+0b) = x4 = x2x> = x(@)x(b)

Per tant, p" < C* i p, és ciclic. Si d | n aleshores g C py, 1 per tant Q (¢;) € Q(¢,). També

tenim que (% és una arrel n-ésima de la unitat, i que és primitiva si, i només si, (a,n) = 1.

Definicié 4.2.2 (Polinomi ciclotomic). El polinomi ciclotomic n-ésim és el polinomi que té per

arrels les arrels n-ésimes primitives de la unitat:

2u)= [ - (1.2)
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Proposici6 4.2.3.

"t —1= H@d(:c). (4.3)

din
Demostracio. Com que les arrels de ™ —1 son les arrels n-ésimes de la unitat i tota arrel n-ésima
és primitiva d’ordre d per algun d | n tenim (4.3). [

Observaci6 4.2.4. Comparant graus, aixo ens dona la identitat n = >, ¢(d).

La féormula (4.3) ens permet calcular alguns polinomis ciclotomics de manera recurrent.

També, per n = p primer obtenim que 2 — 1 = &, (2)®,(z) = (x — 1)®,(x); en particular,

¢, = R N B

Ja hem vist que @, pertany a Z[z] i és irreductible, ara veurem que el mateix és cert per a @,

amb n no necessariament primer.

Exemple 4.2.5. Prenem ®g(x). Aleshores, 26 — 1 = &, (x)Py(2)P3(2)Ps(z) = (z — 1)(x +
1)(z* + x + 1). Per tant:
28 —1 (x =) (22 +z+1)(2®*+1)

@) = DT D@ ) @Dt D@+ D) =z -+l

Proposicié 4.2.6. ®,(x) és monic, té coeficients enters i grau p(n).

Demostracio. Clarament és monic i té grau ¢(n). Per a veure que té coeficients enters, fem
inducci6 sobre n. El cas n =1 és clar. Suposem-ho cert doncs per a ®,, amb m < n. Per (4.3)
tenim que 2" — 1 = ®,,(z) - f(z), on f(x) és un polinomi monic amb coeficients enters; de fet, és
Hm|n ®,,. Per tant:

" —1
On(7) =
! f(z)
i per l'algoritme de divisi6 veiem que ®,,(x) també és monic i té coeficients enters. |

Proposicié 4.2.7. &, (x) és irreductible a Q[z]. En particular, [(Q ((,) : Q] = ¢(n).

Demostracio. Pel Lema de Gauss n’hi ha prou veient que és irreductible a Z[z]*. En particular,

si no ho fos hi hauria una factoritzacio:
®,(x) = f(x)g(x) amb f(z), g(x) € Z[z] monics,

i on podem suposar que f(x) és irreductible a Z[x] (i per tant a Q[z]). Sigui ¢ una arrel n-ésima
primitiva que sigui arrel de f, i sigui p un primer que no divideix n. Aleshores (P també és una

arrel n-ésima primitiva i per tant és arrel de f(z) o de g(z). Veiem que no pot ser arrel de g(x).

3 Tinguem en compte que @, () és monic i, per tant, té contingut 1: és primitiu; si és irreductible sobre Z[z],
ho sera, doncs, sobre Q[z] i ja haurem acabat.
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Si ho fos, ¢ seria arrel de g («P) i per tant f(x), que és el polinomi irreductible de ¢, dividiria

g (P). Tindriem doncs:
g (") = f(z)h(z) a Z[x].
i reduint modul p:

g(a") = f(2)h(z) a Fylz];

com que g (27) = (g(z))P veiem que necessariament f i g tenen un factor en comt, alguna arrel
comuna, en F,. Per tant, ®,(z) = f(z)g(z) té una arrel maltiple a F, i com que és un factor
de 2™ — 1 tenim que 2" — 1 també té una arrel multiple. Per tant, ®,(x) | 2" — 1; 2™ — 1 és
separable a F,, si ptn ((med(nz™ !, 2" — 1) = 1) i hem arribat doncs a una contradiccio.

Per tant, (P és una arrel de f(z). Com que aixo val per a tota arrel ¢ de f, repetint el procés
amb (P per altres primers veiem que (* és arrel de f(z) per a tot a = py - -+ p, amb p; { n. Es a

dir, per a tot a coprimer amb n, i per tant (cf. (4.2)) f(x) = ®,(x). [

Sabem que | Gal(Q(¢,)/Q)| = ¢(n). Tot o € Gal(Q((,)/Q) envia (, a una altra arrel n-ésima
primitiva de la unitat, és a dir, 0(¢,) = (2 amb 1 < a <ni (a,n) = 1. Com que hi ha ¢(n)
possibilitats per a, totes aquestes aplicacions sén automorfismes de Q(¢,/Q) i de fet son tots.

Podem dir encara més, i és que podem concretar quina és 'estructura d’aquest grup de Galois.

Proposicié 4.2.8. L’aplicacio:

(Z/nZ) — Gal(Q(¢) /Q)

amodn +—— Og

on o, és Uautomorfisme tal que o, ((,) = (%, €s un isomorfisme de grups.

n’

Demostracio. L’aplicacid és clarament injectiva i com que sortida i arribada tenen el mateix
cardinal és també exhaustiva. Per a veure que és un morfisme de grups, cal comprovar que

Oap = 0405 cosa que és immediata ja que 0,04 ((,) = 0, (Cﬁ) = (9. [ |

Observacio 4.2.9. Ho podriem haver fet amb la inversa, és a dir:

A Gal(Q(¢)/Q) —  (Z/nZ)*

— Ao) =a,
Es un morfisme de grups si, i només si, A(c102) = A(01)A(02) i, en efecte,

Goyoy Qogy

N0102) = Tpyoy = gy * gy = Ao1)AN(02) = 0102() = G772 = 01 (Cn™?) = (a2

Aoy

A més, és injectiu, ja que si a,, = @5, aleshores Q?Tl = CZTQ. Com que Cfle =01(C) 1 G* =
09((,,) tenim o7 = oy, com voliem provar. Per ultim, com que la cardinalitat del grup de Galois
Gal(Q(¢,)/Q) = p(n), que és la mateixa que la de (Z/nZ)*, tenim un morfisme A injectiu amb

dos espais de la mateixa dimensioé, \ és, efectivament, un isomorfisme.
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Observacio 4.2.10. Una extensi6 de Galois K/F es diu abeliana si Gal(K/F) és un grup abelia.
Amb aquesta terminologia, Q (¢,,) /Q és doncs una extensio abeliana (ja que Gal(Q ((,) /Q) ~
(Z/nZ)* i (Z/nZ)* ho és).

Observaci6 4.2.11 (Conclusions).

1. Hem vist que tot grup de la forma (Z/nZ)* és el grup de Galois d'una extensio K/Q.

2. El mateix és cert per a tot grup finit abelia: si G és un grup finit abelia, aleshores existeix
una extensi6 de Galois K/Q tal que Gal(K/Q) ~ G*.

5. No se sap si el resultat és cert per a un grup finit qualsevol, és a dir, que no sigui abelia.
Aquest és un problema obert i molt important, que s’anomena el Problema Invers de la

Teoria de Galois®.

Relacionat amb el resultat que el grup de Galois d’una extensié ciclotomica és abelia, també

es coneix el resultat segiient que déna una mena de reciproc.

Teorema 4.2.12 (Teorema de Kronecker-Weber). Si K/Q és una extensid abeliana aleshores

K esta contingut en un cos ciclotomic.

La demostracié d’aquest teorema s’escapa dels objectius del curs, pero el resultat és molt
rellevant ja que déna una descripcidé completa de les extensions abelianes de Q; de fet, aquest
resultat és el punt de partida del que s’anomena Teoria de Cossos de Classes, que estudia

extensions abelianes de cossos F amb [F : Q] < oc.

Observaci6 4.2.13 (Teorema xines del residu, [Tra23]). De la definicié de la funcié ¢ d’Euler
es dedueix immediatament que ¢(n) és I'ordre del grup dels elements invertibles de 'anell Z/nZ.
El teorema xinés del residu ens diu que, si m, n, son dos nombres naturals tals que med(m, n) = 1,
el morfisme d’anells Z — (Z/mZ) x (Z/nZ), donat per la reducci6 modul m en la primera
coordenada i la reducci6 modul n en la segona, és exhaustiu i té nucli I'ideal mnZ; per tant,
obtenim un isomorfisme d’anells Z/mnZ ~ (Z/mZ) x (Z/nZ). Aquest isomorfisme d’anells
indueix un isomorfisme entre els grups dels elements invertibles dels dos anells; és a dir, un
isomorfisme (Z/mnZ)* ~ ((Z/mZ) x (Z/nZ))*; per tant, obtenim una igualtat entre els ordres
d’aquests grups. Aixi doncs, ((Z/mZ) x (Z/nZ))* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

Proposicio 4.2.14. Siguin m,n > 1 nombres naturals primers entre si. Llavors, el produc-

te (mCn €s una arrel primitiva mn-ésima de la unitat i se satisfan les igualtats Q (G, Cn) =

4 El motiu és que tot grup finit abelia és isomorf a un quocient d'un grup de la forma (Z/nZ)* per algun n;
la prova no és complicada, pero utilitza que per a tot n existeixen infinits primers p = 1 (mod n), un cas
particular del Teorema de la Progressiéo Aritmética de Dirichlet.

® Ittps://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Galois_problem|
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El teorema fonamental de ’algebra 4.3.4

4.3
EL TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA

Tot i que hi ha moltes demostracions diferents del Teorema Fonamental de I’Algebra, no se’'n
coneix cap que utilitzi Unicament arguments algebraics siné que es necessita algun resultat
de caire analitic o topologic. La demostraci6 que presentem basada l'existéncia de cossos de
descomposicié de polimomis i en el Teorema Fonamental de la Teoria de Galois, 3.3.1, és d’Emil

Artin, i utilitza els resultat segiients de caire analitic.
Lema 4.3.1. R no té extensions algebraiques de grau senar no trivials.

Demostracio. Aixo és perqué tot polinomi f € Rlz| té grau senar té alguna arrel real (pel

Teorema de Bolzano aplicat a la funci6é continua donada per f). [ ]
Lema 4.3.2. C no té extensions quadratiques.

Demostracio. SiK/C amb [K : C] = 2, aleshores existeix a € C tal que K = C(y/a), pero resulta
que tot a € C té arrel quadrada a C. En efecte, si pensem z en polars, z = re?, aleshores /re'?/?

és una arrel quadrada i K = C(y/a) = C. |

També utilitzarem la propietat segiient dels grups finits. La seva demostracié s’ha vist a

Estructures Algebraiques, com a part dels teoremes de Sylow.

Proposicié 4.3.3. Si G és un grup finit ¢ p un primer amb p* | |G|, aleshores existeix un

subgrup H < G de cardinal p*.
Teorema 4.3.4 (Teorema fonamental de l'algebra). C és algebraicament tancat.

Demostracio. Cal veure que tot polinomi f € Clz] descompon completament a C. Denotem
per f el polinomi obtingut a partir de f conjugant els coeficients. Fixem-nos que ¢ := f - f té
coeficients que son fixos per la conjugacié complexa i, per tant, g € R[x]. Si « és arrel de g,
aleshores « o @ és arrel de f. N’hi ha prou doncs amb demostrar que tot polinomi g € R[x] no
constant té alguna arrel a C.

Sigui doncs g € R[z] de grau n > 1 i sigui K un cos de descomposicié de g sobre R. Aleshores
K(z) és una extensi6 de Galois de R (aixd és perqueé és cos de descomposici6 de g(z)(z? + 1)).
Posem G = Gal(K(7)/R) i escrivim el cardinal de G com |G| = 2" - m amb m senar (és a dir,
24 m). Fixem-nos que r > 1 ja que R C C C K(¢) i per tant [C: R] | |G|.

Sigui G2 un 2-Sylow de G (és a dir, un 2-subgrup de G amb |G| = 2", 'existéncia del qual esta
garantida pel primer teorema de Sylow). Sigui K, = K(i)“2, de manera que Gal(K(i)/Ky) ~ G+
per 3.2.6. Com que [Kj : R] és:

G| = | Gal(K(i)/R)| = [K(i) : R] = 2" - m = % —m = Gal(Ks/R) =~ G/Gs
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i m és senar, tenim que Ky = R per 4.3.1 (R no té extensions de grau senar m, m > 1, de
manera que forgosament [Ky : R] = 1). Aixi doncs veiem que Gal(K(:)/R) = 2" i per tant
| Gal(K(z)/C)| = £ = 2", Sir > 1, aleshores tindrfem que | Gal(K(¢)/C)| > 2, 22 | |G| i, per
tant, existiria un subgrup H < G amb |H| = 2"72; el cos fix K(i)¥ tindria grau 2 sobre C, cosa
que per 4.3.2 no pot passar. Per tant r = 1, d’on veiem que K(i) = C i en particular K C C.

Aixo prova que totes les arrels de g viuen a C, com voliem veure. [ |
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Resolubilitat per radicals de les equacions algebraiques

En tot aquest capitol assumirem, per simplicitat, que tots els cossos involucrats séon de caracte-

ristica 0. En particular, totes les extensions soén separables.

5.1
POLINOMIS, EXTENSIONS I TEOREMA DE GALOIS

L’objectiu és donar una caracteritzacio dels polinomis f(z) € F[x] per als quals les arrels es poden
expressar en termes dels coeficients mitjancant les operacions de cos i 'operacio d’extreure arrels.

Primer cal formalitzar aquesta nocié en el llenguatge de cossos.

Definicié 5.1.1 (Extensio radical). Una extensio K/F és radical si existeix una cadena de sub-

COSSO0S:
F=KiCK;C---CK,; CK, =K
amb K;,; = K; ( i ai) per a certs a; € K; i certs n; > 1'. En aquest cas, diem que els elements

de K es poden expressar per radicals.

Aquesta definici6 formalitza el concepte que un nombre es pugui escriure a partir d’elements
del cos base realitzant operacions aritmeétiques (suma, resta, producte i divisi6) i extraccio

d’arrels.
Notacié 5.1.2. Posarem K; ; = K;(«), on « és una arrel de 2™ — a;.

Exemple 5.1.3. Per exemple, o = /2 + /3 4+ /=5 es pot expressar per radicals en el sentit

de la definici6 ja que viu al cos K amb una cadena de subcossos segiient:

QQQ(\?’/—_@:fQ§K1(\/§)=K2§K2(\5/2+\/§) =K.

Definicié 5.1.4 (Polinomi resoluble per radicals). Diem que un polinomi f € F[z] és resoluble
per radicals si totes les seves arrels es poden expressar per radicals. Per tant, un polinomi f €
[Flx] és resoluble per radicals si i nomeés si existeix alguna extensio radical L/F on f descompongui

completament.

Observacio 5.1.5. Aqui cal anar en compte, perqué es podria pensar que f és resoluble per
radicals si i només si el cos de descomposicié K de f és radical sobre I, pero aixo no és cert: pot

passar que K no sigui radical i que estigui contingut en un cos L que si sigui radical.

I Recordem que Ki+1 =K, ( 4y ai) és una notacié per denotar que K;;1 = K;(a) amb « una arrel del polinomi
" —a;
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Resolubilitat per radicals de les equacions algebraiques

Exemple 5.1.6. Per exemple, el polinomi f(z) = 2* — 3z + 1 és irreductible; si denotem per a
una arrel de f tenim que [Q(«) : Q] = 3, i resulta que Q(«) és el cos de descomposicié de f ja

que es pot comprovar que
2 —3r+1=(—-a)(r—(a®=2)(z—(2—a—a?).

Com que Q(«) no té cap subcos no trivial, I'inica manera que podria ser radical és que Q(«) =
Q({/a) per algun n > 2 i algun a € Q. Pero si aixo fos cert, tindriem que Q(¢,) € Q(a) =
Q({/a) i mirant graus aixd només és possible per n = 2, cosa que no pot ser perqué Q(a)/Q no
és quadratica. En canvi, f és resoluble per radicals (sabem que tot polinomi de grau 3 ho és) i

per tant Q(«v) esta contingut en una extensio radical.

La caracteritzacié de quan un polinomi és resoluble per radicals sera en termes del grup de
Galois d'un cos de descomposicié del polinomi. A aquest grup de Galois se 'anomena el grup

de Galois del polinomi.

Definici6 5.1.7 (Grup de Galois, d’'un polinomi). Sigui f € Flx] i sigui K un cos de descom-
posicio de f. El grup de Galois d’un polinomi f és el grup de Galois de 'extensio K/F.

Observaci6 5.1.8. Fixem-nos que K/F és una extensio de Galois: és normal per ser el cos de

descomposicié d'un polinomi, i és separable perqué estem assumint que [F és perfecte.

Teorema 5.1.9 (de Galois). El polinomi f(x) és resoluble per radicals si, i només si, el seu

grup de Galois és resoluble.

Observaci6 5.1.10.

e Recordem que un grup G és resoluble si existeix una cadena de subgrups, cadascun normal
en 'anterior:
1§G0§G1§]"'ﬁGr71§Gr:G- (51)

tal que G;41/G; és abelia. Si G és finit, una definici6 equivalent de resoluble és que existeixi
una cadena (5.1) tal que cada quocient G;1,/G; sigui ciclic?. Per aixo, i de cara a fer la
demostraci6 de 5.1.9 (que farem a la secci6 5.3), primer haurem d’estudiar a la secci6 5.2
les extensions amb grup de Galois ciclic.
e Abans, pero, veurem algunes aplicacions del Teorema de Galois, 5.1.9. Recordem alguns

exemples de grups resolubles i grups no resolubles:

1. Tot grup abelia és resoluble.

2. El grup diedral D, és resoluble.

3. S31 84 son resolubles, mentre que S,, i A,, per n > 5 no sén resolubles.
En particular, si un polinomi té grup de Galois isomorf a S,, amb n > 5 aleshores no és

resoluble. Per a tot polinomi de grau n, el seu grup de Galois és un subgrup de S,,.

2 Aixo és perqué tot grup abelia finit és isomorf a un producte de grups ciclics, i per tant podem refinar la
cadena amb quocients abelians a una cadena amb quocients ciclics.

52
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5.1.1 GRUP DE GALOIS COM A SUBGRUPS DEL GRUP SIMETRIC

Si K/F és una extensio de Galois finita, aleshores K = F(ay,...,a,) on els «; son les arrels
d’un polinomi separable f € Flz|. Fixem-nos que tot 0 € Gal(K/F) envia arrels de f a arrels
de f. Es a dir, cada ¢ € Gal(K/F) déna lloc a una permutacié dels o; i o esta completament
determinat per la seva acci6 en els ;. Aixd dona un morfisme injectiu de grups Gal(K/F) < S,
que ens permet identificar Gal(K/F) com un subgrup del grup simétric S,, (permutacions de
{a1,...,a,}). Aquesta identificacié depén dels «; escollits i de la seva ordenacio.

Un subgrup G de S, es diu transitiu si per a tot ¢ # j en {1,2,...,n} existeix un element
de G que envia i a j. Si el polinomi f és irreductible, sempre existeix o € Gal(K/F) tal que

o(a;) = aj, i per tant Gal(K/F) vist com a subgrup de S, és transitiu.

Definicié 5.1.11 (Polinomi general de grau n). Siguin z1,Zs, ..., Z, indeterminades, i consi-
derem el cos F(xy,...,x,). El polinomi general de grau n és el polinomi:
(x—z)(x—29) -+ (x — ) €EFlxy,...,2,)[2x].
Es a dir, és el polinomi monic que té per arrels z1, ..., x,. Sabem que aquest polinomi és igual
a:
2" — 512" s 4 (1), (5.2)

on els s; son els polinomis simétrics elementals (ho hem vist a Problemes):
S; — E Ljy oo Ly,
1<ji<-<jisn

Observacié 5.1.12. sq,..., s, son polinomicament independents; és a dir, no existeix p(ti, ..., t,) #

0 tal que p(sy,...,8,) =0.

Proposicio 5.1.13. Siguin sq,...,s, indeterminades. El polinomi general de grau n sobre el
cos F(s1,...,)

" — 512" s A (—1) sy,

té grup de Galois isomorf a S,,.

Demostracio. Fixem-nos que tenim una inclusi6 de cossos F (sq,...,s,) CF(xy,...,x,),iquede
fet 'extensio F (xq, ..., z,) /F (s1,...,S,) és de Galois jaque F (z1, ..., x,) és el cos de descompo-
sicié del polinomi (5.2). Tot o € S,, dona lloc a un automorfisme de F (x4, ..., z,) (I'acci6 és per-

mutant les variables), i [F (s1,. .., s,) és fixe per aquesta accio; és a dir, o(f) = f(Zoq)s - - -+ Tom))

i, per a s;, tenim o(s;) = s;. Tenim, doncs, un morfisme injectiu:
Sy = Gal (F (zq,...,2,) /F(s1,...,85)).
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D’aqui veiem que, en particular:
[F(z1,...,2) :F(s1,...,8,)] > nl
D’altra banda, per 1.3.36 sabem que

[F(x1,...,2,) : F(s1,...,8,)] < nl

d’on veiem que el grau de fet és n! i per tant
Gal(F(xy,...,x,)/F(s1,...,80)) =~ Sh.

En particular, d’aqui en deduim que F (z,... ,xn)S” = F(s1,...,8,). Es a dir, tota funcio
racional simétrica és una funci6 racional en els simétrics elementals.

A Problemes hem vist una propietat més forta: tot polinomsi simetric és un polinomsi simetric
en els simétrics elementals®. No només aixo, sind que també hem vist que els polinomis simétrics
son algebraicament independents, és a dir, no hi ha cap combinacié polinomica en els s; que

s’anul-li. Per tant, podem partir d’indeterminades sy, ..., s, i considerar el polinomi general:

" — 512" s R A (—1)"s,.

Si anomenem 1, . .., x, les arrels d’aquest polinomi (en un cos de descomposicio), (r—z1) - - - (z—
x,). Sabem que els xq,...,x, sén polinomicament independents (cf. 5.1.12), de manera que
[1,es, P(tor); - - - s to(n)) un polinomi simétric diferent de zero que anul-la zy, ..., z,; és a dir, sén

justament els s;, els polinomis simétrics elementals en els x;, amb la qual cosa hem demostrat

el resultat que voliem. [ ]
Proposicio 5.1.14. Sin > 5 l'equacio general de grau n no és resoluble per radicals.

Demostracio. Les formules per a les solucions generals de les equacions de graus 2, 3 i 4 sén
expressions per radicals de les arrels dels polinomis generals en termes dels coeficients. Com a
corol-lari de 5.1.13, de 5.1.9 i del fet que S,, no és resoluble per n > 5, obtenim que tal formula

no existeix per a graus > 5. [ |

5.1.2 POLINOMIS NO RESOLUBLES PER RADICALS

Que l'equacio general de grau n > 5 no sigui resoluble per radicals no vol dir que no existeixin
polinomis f € F[z] de grau > 5 tals que les seves arrels es puguin expressar per radicals. Per
exemple, les arrels del ™ — a clarament es poden expressar per radicals. El Teorema de Galois,
5.1.9, ens dona un criteri per decidir quan aixo és possible i quan no. En canvi, hi ha polinomis

amb grup de Galois no resoluble, i aquests no sén resolubles per radicals.

3 Vam veure que F[sy,...,8,]°" = Fl[s1,...,s,], i aixo implica F(sy,...,s,)%" = F(s1,...,5,), ja que una
funci6 racional no és sindé un quocient de polinomis. A linrevés no tindriem per qué; és a dir, partint d’una
igualtat de funcions racionals, hauriem d’arribar a demostrar que aquesta es dona quan aquestes funcions
racionals sén exactament polinomis.
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Lema 5.1.15. Si o és un cicle de longitud 5 a S5 i T és una transposicid, aleshores (o, T) = Ss.

Proposicio 5.1.16. Sigui f(x) € Q[x] un polinomi irreductible de grau 5 amb tres arrels reals

i dues arrels complexes no reals. El grup de Galois de f és Ss.

Demostracio. Posem K = Q (aq, ag, ag, ag, as) C C el cos de descomposicio de f, amb aq, ag, az €
R i ay,a5 € C\R. Sabem que Gal(K/Q) és un subgrup de Ss de cardinal divisible per 5. En
particular, existeix algun element de S5 d’ordre 5, que, de fet, és un cicle de longitud 5 (perque,
per exemple Gal(K/Q) C S5). Sigui 7 € Aut(C/Q) la conjugacié complexa. La restriccié
de 7 a K és un element de Gal(K/Q) que fixa a1, a9, a3 1 intercanvia ay i as. Per tant, és una

transposicié. El subgrup generat per un cicle de longitud 5 i una transposicié és tot Ss*. ]
Exercici 5.1.17. El polinomi f(z) = x° — 16z + 2 té grup de Galois Ss.

Demostracio. El polinomi és irreductible perqué és 2-Eisenstein. Té almenys una arrel positiva

(f(0) =21 f(1) = —13), i per la regla dels signes de Descartes té doncs dues arrels positives i una
de negativa. Alternativament, f’ només té dues arrels reals: ffg, if (%) >01if (%) <0. |
5.2

EXTENSIONS CICLIQUES

Definicié 5.2.1 (Extensio ciclica). Una extensio K/F és ciclica si és de Galois i el seu grup de

Galois és ciclic.

Notacio 5.2.2. En aquesta seccié n denota un nombre natural coprimer amb la caracteristica
de F (en particular, n pot ser qualsevol si F és de caracteristica 0). Denotem per p, el conjunt
de les arrels n-ésimes de la unitat (i.e. les arrels de 2™ — 1) en una clausura algebraica F de
F. Com que p, és un subgrup finit de F~ és ciclic, i als seus generadors els anomenem arrels
n-ésimes primitives de la unitat. Si a € F*, denotem per {/a una arrel qualsevol del polinomi

" — a.

Proposicio 5.2.3. Si F conté les arrels n-ésimes de la unitat aleshores F({/a)/F és ciclica de

gray, dividint n.

Demostracio. Les arrels de 2™ —a son de la forma {C* /a | k=0,...,n}. Com que n és coprimer
amb la caracteristica de F (car(F') { n), el polinomi 2" — a és separable i hi ha n arrels de la

unitat. Sigui ¢, una arrel n-¢ésima primitiva de la unitat. Aleshores els elements ¢*{/a amb

4 Hem d’usar 5.1.15. En efecte, reetiquetant podem suposar que o = (1 2 3 4 5). Tornant a reetiquetar si
i—1 4 reetiquetant podem suposar que T = (1 2).
Ara oTo™ ! = (2 3), o’to7? = (3 4) L0303 = (4 5). Es facil veure que ara podem construir totes les
transposicions que falten, per exemple: (2 3) (1 2) (2 3) = (1 3)7 i de manera semblant amb la resta. I
com que les transposicions generen el grup simétric, aixo ens déna el resultat.

cal, també podem suposar que 7 = (1 Z) Canviant o per o
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k=0,1,...,n — 1 s6n n arrels diferents de 2™ — a i per tant son totes. Aixd prova que F(:/a)
conté totes les arrels de 2 — a i per tant és de Galois sobre F (o, en altres paraules, el cos de
descomposicié de x™ — a sobre F és F(/a)).

Si 0 € Gal(F(:/a)/F) aleshores o(/a) = (¥ /a per algun k, € Z, ben determinat modul n.

Tenim doncs una aplicacio:
Gal(F(/a)/F) — Z/nZ
o — ks

Com que:
or({/a) = o (¢ Va) = Gro(Va) = GG Va = ¢ Y,
laplicaci6 o — k, és un morfisme de grups i, clarament, és injectiu®. Podem dir, doncs, que

realitza Gal(F({/a)/F) com un subgrup de Z/nZ. En més detall, Gal(F({/a)/F) és isomorf a un
subgrup de Z/nZ i tots els subgrups de Z/nZ son ciclics de cardinal dividint n. [ ]

Veurem que el reciproc d’aquesta proposicié també és cert. Per a fer-ho, necessitem provar
abans un parell de resultats que son importants també en si mateixos (per exemple, el resultat
segilient juga un paper important en algunes demostracions de la correspondéncia de Galois

diferents de la que hem vist aqui).

Definicié 5.2.4 (Caracter d'un grup). Si G és un grup i F és un cos, un caracter de G en F és

un morfisme de grups x : G — F*.

Exemple 5.2.5.

/. Posem G = Z/nZ i F = Q(¢,), tal que x : G — F* i a — (% de manera que
x(a+0b) =G = G6 = x(a)x(d).

2. Posem K/F Galois i o € Gal(K/F), de manera que o : K* — K* és un morfisme de grups
i 0 és un caracter de G := K* en K. Sigui A, = (G, F) := {aplicacions de G en F'}; podem
comprovar que, de fet, A, és un F-espai vectorial. En efecte, si tenim ¢y, ¢y : G — T,

aleshores (1 + ¥2)(9) := ¢1(g) + v2(g) (éslasuma aF) i (Ap)(g) := A\p(g) (és el producte
a IF). El caracter és un x tal que x € A,(G, F).

Teorema 5.2.6 (Independéncia lineal de caracters). Sigui G un grup i siguin x1,...,Xn : G —

F* caracters de G. Si els x; son diferents entre ells, aleshores son F-linealment independents.

Demostracio. Volem veure que si aq, ..., q, € [ son tals que:
a1x1(g) + -+ anxn(9) =0 peratot g € G, (5.3)

aleshores a; = 0 per a tot 7. Farem inducci6é sobre n. El cas n = 1 és evident, suposem-ho cert

per a tot conjunt de n—1 caracters i suposem que tenim (5.3). Com que y; # X, existeix ¢’ € G

5 Per si no s’acaba de veure, si k, = 0, aleshores o({/a) = {/a i o és la identitat, com volfem.
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tal que x1(9") # Xn(¢’). Ara multipliquem (5.3) per x,(¢'):

a1Xx1(9)xn(g') + -+ + anxn(g)xa(g’) =0 peratot g € G. (5.4)
Escrivim (5.3) per g¢’ i utilitzant que x;(g9") = xi(g9)xi(g’) tenim:

arxi(g)xa(g) + -+ anxa(9)xn(g’) =0 peratot g € G. (5.5)

Restant (5.5) i (5.4) tenim que

a1(x1(9") = xn(9)) x1(9) + -+ + an-1(xn-1(9") = Xn(9) Xn-1(9) =0 per a tot g € G.

er er

Aix0 és una relacié de dependéncia lineal de x1,...,Xx,_1 1 per inducci6 tots els coeficients han
de ser 0. En particular, aplicant la hipotesi d'induccié tenim a;(x1(¢") — xn(¢')) = 0 i com que
X1(9") # xn(¢') tenim que a; = 0. La relaci6 (5.3) amb «; = 0 és una relacié de dependéncia

lineal que involucra n — 1 caracters i per tant ap = --- = a,, = 0. [ |

Definicié 5.2.7 (Norma). Si K/F és una extensié de Galois definim la norma d'un element

a € K com:

New(@)= [ o).

o€Gal(K/F)

Proposicié 5.2.8. Ng/r(a) pertany a F i Uaplicacio Nk : K* — F* és un morfisme de
grups. Si € K* i 0 € Gal(K/F), aleshores NK/F(%) =1.

Demostracio. La primera afirmacio és perqué o (NK/F(CY)) = Ngsr(a) per a tot o € Gal(K/F),

la segona surt directa de la definici6 de norma. [ ]

Teorema 5.2.9 (Teorema 90 de Hilbert). Sigui K/F una extensio ciclica amb Gal(K/F) = (o).

Un element o € K* té norma 1 si, i només si, existeix 5 € K* tal que o = /().

Demostracio. Es facil veure que si a = /() aleshores N r(a) = 1. Sigui ara a € K (a classe

hem dit, de fet, que o € K*) de norma 1, és a dir, tal que:
a-o(a)-o*(a)---o" Ha) =1, (5.6)

on n és l'ordre de 0. Pensem els o' com a caracters KX — K*; com que soén diferents son

linealment independents sobre K. Per tant, la combinacié lineal:
x=Ild+a-c+a-o(a)-0*+ - +a-o(a) c*a)---0"2(a) o™

és una aplicacié x : K — K no nul-la. Aleshores, existeix un v € K tal que 8 = x(v) # 0.

Tenim, doncs, que:

B=v+a-c(y)+a o) c* )+ +a-o(a) oc*(a) 0" 2(a) " (7)
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Utilitzant (5.6) es comprova que «a - o(f5) = S,

B=v4ac(y) +ac(a)d®(y) + -+ ac(a) --o"2(a)o" (v).
o(B) = o(y) + a(a)a*(7) + o(a)a*(a)o’(y) + - + o(@)o?(a) -+ 0" (a) 0" (7) -

ac(B) = ac(y) + ac(a)o*(y) + ao(a)o?(a)d(y) + - + ac(a)o?(a) - - - a”_l(a)yj.

=7+ ac(y) +ac(a)o?(7) + -+ ac(a) - 0" 2(a)d" M (y).

De manera que a = % com voliem provar. |

Corollari 5.2.10. Si K/F és ciclica de graun i p,, C F aleshores K = F({/a) per algun a € F.
Demostracio. Sigui o un generador del grup de Galois, Gal(K/F) = (o), i sigui ¢,, € F una arrel

n-ésima primitiva de la unitat. Com que ¢, té norma 1, ja que Ng/w(¢,) = ¢ =1 (i 0(Cn) = G,
per a tot o € Gal(K/F)), pel Teorema 90 de Hilbert, 5.2.9, tenim que existeix § € K amb

(o = % — 1= % Ara el nostre objectiu és provar que K = F({/a). Com que
===t
o(pr) oB)"

veiem que 8" € K% =T, ja que o(") = 3". Posem a = " € F, de manera que {/a = 3. Com
que o(8) = B¢, 0*(4/a) = o(A)o(G1) = BG2, i o fixa Gy, veiem que;

oc'(Va) = al," < o(a)# Va, Yi=1,...,n—1.

Per tant, {/a no pertany al cos fix per cap subgrup del Gal(K/F) aixi que no pertany a cap
subextensi6 propia de K/F, amb la qual cosa K = F(/a). [

Exemple 5.2.11 (Ternes pitagoriques). Posem X?+Y? = Z2 per a valors X,Y, Z € Z. Exem-
ples d’aquestes ternes son (3,4,5),(7,24,25), i n’hi ha infinites. (X,Y,Z) és una soluci6 de
X?2+Y?+ Z? amb X,Y,Z € Z. Si passem Z? dividint, tenim que (£)? + (£)* =11 (3,2)

Z AN
és una soluci6 racional de X* 4+ Y? = 1. Si a,b € Q, tal que a® + b* = 1, tenim que a = % i
b= %, X,Y,Z € Z, de manera que (£)?+(%)? = 1 i, equivalentment, X*+Y? = Z?. D’aquesta

manera, (X, Y, Z) tal com hem definit és una terna pitagorica.

Proposicié 5.2.12. Sia,b € Q amb a® + b* = 1, aleshores existeizen c,d € 7 tals que:

(a,b):(chd? 2cd )

2 +d? 24 d?

Demostracio. Q(i)Q és ciclica, Gal(Q(7)/Q) = (o), de manera que o envia a+bi al seu conjugat,

a — bi, i la norma d’un element N(a + bi) = (a + bi)(a — bi) = a® + b* = 1 i, pel teorema 90 de
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Hilbert 5.2.9, existeixen ¢, d € Z tals que:

b c+di 02—d2+, 2cd
a+bi= = 1
c—di c24+d>  2+d?
—— Hb,_/

és a dir, totes les solucions de X2+Y?2 = Z2 amb X, Y, Z € Z son de la forma (¢ —d?, 2cd, > +d?),
pero aixi no les tenim totes (séon uniques llevat de multiplicacié per escalar), de manera que, ara
si, (kc¢® — kd?, 2ked, kc* + kd®) amb k, ¢, d € Z son totes les solucions de I'equacio. [ |

5.3
EXTENSIONS RADICALS

Lema 5.3.1. La composicid d’extensions radicals és radical. Es a dir, si tenim K/F i K'/F dues

extensions radicals, aleshores K -K'/F és radical.

Demostracio. Suposem que K/F i K'/F sén radicals. Si

F=KCK; C---CK,; CK, =K, Kij1 = Ki( )
F=K,CK,C---CK_, CK =K, K, =K\(/a).

és una torre d’extensions radicals simples per K (resp., per K'):
K/ - K/KO g K,Kl g e g K/Kr,1 g K/KT = K,K, Ki+1K/ - KlK/( K¢ (Ii).

és una torre d’extensions radicals simples per K'K/K'. Ajuntant-la amb una torre d’extensions

radicals simples per K’'/K obtenim el resultat. |

Demostracio delh.1.9.
= Posem K el cos de descomposicié de f. Siguin ay, ..., «, les arrels de f en K, de manera
que K=F(ay,...,qa,), 1 K/F és Galois.
Suposem en primer lloc que f(x) és resoluble per radicals. Aleshores K esta contingut en
un cos I amb la propietat que LL/F és radical (perd, a priori, no té per qué ser Galois).
Sigui L la clausura normal de L sobre F, de manera que L /F és Galois. Volem veure que
L/F és, també, radical.

1. Tenim que L és la composici6 dels cossos o(LL) amb o € Gal(LL/F), és a dir:

L= [] o@).

oeGal(K/F)

D Com que L D L, aleshores L. = o(L) D o(L).
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C Draltra banda, posant L' = [, cqaim/m) o(L), aleshores I € L i I'/F és normal
i definim 7 : " — L. Es dona que 7 € Gal(L/F), i podem arribar a la segiient

cadena d’igualtats:

L'=7L)=r1 H o) | = H ro(L) =1L

s€Gal(K/F) s€Gal(L/F)
I és facil veure que si L/F és radical aleshores o(IL)/F també és radical: si

F=L,CL C---CL,_, CL, =L,

amb LH = Iﬂi ( ”\z/a_i), aleshores

F=o(Lo) Co(ly) C---Co(L_y) Co(l,) =c(l) =L,

amb o (L;y1) = o(IL) (/0 (a:))).
2. Com que la composicié d’extensions radicals és radical, veiem que IL/F és radical. Es
a dir que existeix:
F=L,CL C---CL_;CL, =L (5.7)
amb L;,, = L; ( "\/a_,) per a certs a; € L; i certs n; > 1.
Posem m = ng - ny - - -n,_1 i considerem L((,,)/F(() que també és de Galois. Fixem-nos

que adjuntant (,, als subcossos de (5.7) obtenim:

F(Gn) = Lo(Gn) € Li(m) € -+ C L1(Gn) € Lr(m) = L(Gn)-

Per 5.2.3 cada extensié L;;1((n)/Li((n) és ciclica de grau dividint n;. Posem G; com
Gal(L(Gn)/Li(¢m)), de manera que tenim:

(1) =G, <G,y <--- <Gy <Gy < Gy = Gal (L(Gn) /F(Gn))

Fixem-nos que tenim una aplicaci6é exhaustiva

Gz‘ = Gal (L<Cm)/Lz(§m)) — Gal (Li—Fl(Cm)/Li(Cm))
o — OLit1(Cm)
amb nucli G;41. Aixi doncs G;/Giy1 ~ Gal(Liy1(Gn)/Li((n)) que és ciclic i, per tant,
Gal (L(Gn)/F(Gn)) és resoluble. La restriccio d’automorfismes déna lloc a un morfisme de

grups exhaustiu

Gal (L(¢m) /F) — Gal (F(¢n) /F)

amb nucli Gal (L((,)/F((n)). Acabem de veure que Gal (IL((n)/F((n)) és resoluble, i
Gal (F(¢n)/F) és abelia (hi ha un morfisme de grups injectiu Gal (F(¢,)/F) — (Z/mZ)*

donat per o — 03, on k és tal que o((,) = C* i, per tant, també resoluble. Sabem de
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teoria de grups que si N <G, aleshores G és resoluble si, i només si, N i G/N ho sén, d’on

deduim que Gal (IL({,,)/F) és resoluble. Finalment, tenim un morfisme exhaustiu:
Gal (L((n)/F) — Gal(K/F)

que mostra que Gal(K/F) és un quocient d’un grup resoluble. Novament sabem de teoria
de grups que els quocients de grups resolubles son resolubles, amb la qual cosa Gal(K/F)
és resoluble.

< Suposem ara que Gy = Gal(K/F) és resoluble. Per tant existeix una cadena de subgrups:
{1} =G, <G, 1 <+ <Gy <G <Gy = Gal(K/F)
amb G;/G;;; ciclic. Posant K; = K%, m =ng---n,, tenim una torre de subcossos:
F=KiCK;C---CK,; CK, =K,

on Gal(K;;/K;) ~ G;/G;;1 és ciclica d’ordre n;. Sigui F” el cos obtingut adjuntant totes

les arrels de la unitat d’ordre n;; és a dir, F' = F((,,), i considerem:
FCF =FK; CFK,; C---CFK,; CFK, =FK.
La restricci6 doéna lloc a un morfisme de grups, on Gal (K;1,/K;) és ciclic:
Gal (F'K; 1 /F'K;) — Gal (K;11/K;)

que és injectiu: en efecte, si o és del nucli aleshores fixa F' i K;,; i, per tant, fixa F'K; .
Aixi doncs Gal (F' K11 /F'K;) és ciclic d’ordre dividint n; i per 5.2.3 és radical simple, és
a dir, 'Ky, = F'K;( %/a;). Com que F'/F també és radical tenim que F'K/IF és radical.

Com que totes les arrels de f viuen a F'K D Ky, aleshores f és resoluble per radicals. M
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Més aplicacions de la Teoria de Galois

Al
PROBLEMES CLASSICS DE CONSTRUCCIONS AMB REGLE 1

COMPAS

El llenguatge algebraic d’extensions de cossos que hem desenvolupat es pot aplicar per a resoldre

alguns problemes classics de construccions amb regle i compas plantejats pels grecs.

Exemple A.1.1.

o Triseccié d’angles: Es possible trisecar un angle qualsevol només amb regle i compas??.
e Quadratura del cercle: Donat un cercle, és possible construir un quadrat que tingui la

mateixa area emprant només regle i compas?

Amb l'ajuda de la teoria d’extensions algebraiques veurem que la resposta a aquestes pregun-
tes és negativa. Primer formalitzarem la nocié de «construir amb regle i compas». Treballarem
al pla R%. Habitualment partirem d’alguns objectes geométrics ja construits (per exemple dos
punts), i a partir d’aqui en construirem de nous amb les construccions segiients, que son les que

es poden fer amb regle i compas:

/. Si dos punts estan construits, podem tragar la recta que els uneix. Aquesta recta la
considerarem construida.

2. Si dos punts estan construits, podem tracar el cercle amb centre un dels punts i que passa
per 'altre. Aquest cercle el considerarem construit.

5. Els punts d’intersecci6 de rectes i cercles construits també els considerarem construits.

A partir d’aquestes construccions basiques, en podem fer d’altres. La construccié és diferent
segons si el punt pertany a la recta o no. Si P ¢ L el procés és el de la figura A.1si P € L és el
de la figura A.2.

1. Si P és un punt construit i L una recta construida, aleshores podem construir la recta que
passa per P i és perpendicular a L.
2. Si P és un punt construit i L una recta construida, aleshores podem construir la recta que

passa per P i és paral-lela a L. Aixo és aplicar dos cops la construccié anterior.

1 Recordem que si que es poden bisecar angles amb regle i compas, amb un métode senzill que aprenem a ’escola;
sembla una pregunta natural doncs si també es poden trisecar.
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o
-

Figura A.1: Recta perpendicular a L que passa per P quan P ¢ L. Els nombres indiquen 'ordre
amb queé cal construir cada element.
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Problemes classics de construccions amb regle i compas Al

Figura A.2: Recta perpendicular a L que passa per p quan P € L.

3. Donat P € L i dos punts A i B construits, podem construir un punt ) € L tal que
d(P,Q) = d(A, B). Fem la paral-lela a L que passa per A, traslladem amb el compas la
distancia d(A, B) a aquesta paral-lela, i fent paral-leles la traslladem a L. Vegeu la figura
A.3. Suposem a partir d’ara que comencem amb els punts (0,0) i (1,0). Es a dir, aquests
son els punts que considerem inicialment construits. La noci6 clau que ens permetra aplicar

la teoria de cossos a aquests problemes és la de nombre construible.
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Figura A.3: Donat P € L i dos punts A i B construits, construcci6 de @ € L tal que d(P, Q) =
d(A, B).

Definicié A.1.2 (Nombre real construible). Un nombre real a diem que és construible si po-

dem construir dos punts a distancia |al.

Proposicié A.1.3. Un punt P = (a,b) és construible si, i només si, ho son les seves coordena-

des a 1 b.

Demostracio. Unint (0,0) i (1,0) podem construir 'eix de les z, i prenent la perpendicular a
aquest eix que passa per (0,0) construim l'eix de les y. Ara prenem les paral-leles a cadascun
dels eixos que passen per P i aix0 ens construira les projeccions de P als eixos, amb la qual
cosa veiem que a i b son construibles. Si partim de dos punts a distancia a, per la construccio
3. podem construir el punt (a,0), i partint de dos punts a distancia b podem construir (0, b).

Prenent paral-leles als eixos que passin per aquests punts i intersecant obtenim (a, b). [ ]
La connexié amb la teoria de cossos ens la dona la proposicié segiient.
Proposicio A.1.4. El conjunt de nombres reals construibles és un subcos de R.

Demostracio. Cal veure que si a i b son construibles, aleshores també ho séon a + b,a — b, ab i

% (si b # 0). La suma i la resta es construeixen facilment amb la construccié 3). Pel que fa la

producte i quocient, es pot fer amb triangles semblants, com a les figures A.4/i A.5. |
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Proposiciéo A.1.5. Sia € Ry és construible aleshores \/a també.

Demostracio. Construim un segment de longitud 1 4 a, i construim una circumferéncia que

tingui aquest segment per diametre. Dibuixem aleshores un triangle inscrit a la circumferéncia

com a la figura A.7a. Sabem que I'angle que veu el diametre és un angle recte®. Si tracem la

perpendicular al diametre que passa per 'angle recte dividim el triangle en dos triangles que

son semblants (cf. figura A.7b, els dos triangles petits tenen un angle recte i un angle e). Per
h

a  hos B
semblanga { = 7 i veiem doncs que h = Va. |

Figura A.4: Per semblanca, tenim que x = ab.

Figura A.5: Per semblanca, tenim que x = a/b.

2 Aixo és un teorema de geometria basica, una demostracié la veiem a la figura A.6. Com que el triangle esta
inscrit a la circumferéncia, els dos triangles son isosceles (cadascun d’ells té dos costats iguals al radi de la
circumferéncia). Del fet que 2e 4+ 2h = 180° obtenim que e + h = 90°.
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Figura A.6: Representaci6 grafica.

Proposiciéo A.1.6. Siguin ay,as,...,a, nombres construibles i sigui K = Q(aq,az,...,a,).

Aleshores K/Q és finita i [K : Q] és poténcia de 2. De manera més precisa, existeix una cadena

de subcossos:
Q=K C K, C---CK,=K tal que [K;;;: K;] =2. (A.1)

Reciprocament, donada una cadena de subcossos com (A.1) tenim que tots els elements de K son

construibles.

Demostracio. Els punts que construim els obtenim només de tres maneres possibles:

1. Intersectant dues rectes on cadascuna d’elles passa per dos punts construits.
e
h
-
a 1 a 1

Figura A.7: Construccio d’/a.
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2. Intersecant una recta que passa per dos punts construits amb una circumferéncia que té
centre un punt construit i passa per un punt construit.
5. Intersecant dues circumferéncies, on cadascuna d’elles té centre un punt construit i passa

per un punt construit.

Per a demostrar Iexisténcia d’una cadena com (A.1) n’hi ha prou veient que en qualsevol d’a-
quests tres procediments, si [F és un cos que conté els punts construits inicials, aleshores els nous
punts construits viuen en una extensié quadratica de F. Siguin doncs (z;,y;) amb j =0,1,2,3

punts construits amb x;,y; € IF per a tot j.

1. La recta per (zg,v0) i (x1,71) té equacio:

L:(zy —0) (y — o) — (y1 — %o) (x — 20) = 0.

De manera analoga, la recta per (zq,ys2) i (z3,y3) té equacio:

L' (w3 —22) (y — y2) — (Y3 — v2) (. — 22) = 0.

Clarament el punt d’interseccio de L i L’ té coordenades a F en aquest cas.

2. La circumferéncia amb centre (z3,y3) i que passa per (zq,¥ys) té equacio:
C:(w—23)" 4 (y —y3)* = (w2 — 23)" + (2 — y3)”.

Per a calcular L N C', aillem una de les variables en 1’equacié de la recta i substituim a
I’equacié de la circumferéncia. Aixo déna una equacié quadratica, que té solucions en
una extensié quadratica de [, 'obtinguda adjuntant 1’arrel quadrada del discriminant de
I'equaci6 (si el discriminant és negatiu la recta i la circumferéncia no es tallen a R? i per
tant no obtenim punts).

3. La circumferéncia amb centre (x1,%;) i que passa per (xg,yo) té equacio:
C': (z—21)" + (y—y1)" = (w0 — 21)" + (o —11)".
Per a calcular C'N C’, restem les dues equacions i obtenim:
— 2xwy — 2yys + x5 + Y3 + 2001 + 2yy — o] — Y
= (x2—23)° + (12— y3)* — (w0 — 21)" — (%o — 1)°,
que és una equacio lineal. Igual que en el cas anterior, aillant una de les variables i

substituint a I’equaci6é de C' obtenim una equacié quadratica que té soluci6 en una extensio

quadratica de F (de grau exactament el de I'equacio).

Que en una cadena com (A.1) tots els elements de K son construibles surt de A.1.51 A.1.4. M

Ja tenim les eines necessaries per a resoldre els problemes que plantejavem a l'inici de la

seccio.
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Exercici A.1.7. Suposem que tenim dues rectes construides i que formen un angle . Es possible

construir dues rectes amb un angle g?

Demostracio. La resposta és que, en general, no. Per comencar, fixem-nos que si un angle ¢
és construible, aleshores marcant els punts a distancia 1 del vértex i projectant sobre un dels
costats i sobre la recta perpendicular podem construir també cosf. I, al revés, si cos6 i sinf

son construibles, aleshores 6 és construible.

Resulta que si prenem 6 = 60°, aleshores 6 és construible (ja que cosf = % isinf = \/73),
pero cosg no és construible i per tant % tampoc. Per a veure aixo, partim de la identitat
trigonométrica®:

cos3a = 4 cos® a — 3cos a,

o —

ifenta:3

20° veiem que

3 = 4cos® a — 3cos a.

Es a dir, que cos(g) és arrel del polinomi:

1
43 — 31 — =,
X a 2

El polinomi 823 — 6x — 1 és primitiu i irreductible a Z[x] (no té cap arrel entera), i per tant
és irreductible a Q[x]. Aixi doncs [Q(cos(0/3)) : Q] = 3, i per A.1.6 veiem que cos(6/3) no és

construible. [

Pel que fa a I’altre problema, donat un cercle de radi 1, construir un quadrat amb la mateixa
area és equivalent a construir m. Pero [Q(7) : Q] = oo ja que 7 és transcendent sobre Q i
novament per A.1.6 veiem que 7 no és construible; d’aquesta manera, demostrariem que la
quadratura del cercle no és possible (tant [Q(7) : Q] = oo com [Q(y/7) : Q] = o0).

Proposicio A.1.8. Doblar el cub no és possible.
Demostracio. En efecte, si passem d'un cub d’aresta 1 a aresta +/2, tenim [Q(+v/2): Q] =3. ™

Fixem-nos que per a la resolucié d’aquests problemes classics no hem utilitzat la Teoria de
Galois, només propietats basiques d’extensions de cossos (essencialment la multiplicativitat dels

graus en torres d’extensions).

Teorema A.1.9 (de Gauss). Per a quins valors de m podem construir un poligon regular de
n-costats amb regle i compas? En particular, el poligon reqular de n costats és construible amb
regle i compas si i només si ¢(n) = [Q(¢,) : Q] és poténcia de 2. Es a dir, si i només si
n = 2"pips...ps per alguns r,s > 0, on el p; son primers senars diferents i tals que p; — 1 és

poténcia de 2.

3 Que surt del fet que cos 3a + isin 3o = €3 = (ew)3 = (cosa +isina)?.
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Demostracio. Aixo és equivalent a la construccié de angle 27”, és a dir, equivalent a la cons-

truccié de ¢, = e Ara, construir (, és equivalent a construir el doble de la seva part real,
que és G, +C, = G + ¢, i, recordem, que ¢, + ¢, ! és 2 cos(2E); ara, és evident que Q(¢, + ¢, )

serd Q(cos(2%)). També, com que ¢, satisfa el polinomi:

2 —2(C+ G+ 1€ Q6+ ¢ Y]

veiem que [Q(¢,) @ Q(¢, + ¢;1)] < 2. Aixi doncs, si ¢, és construible necessariament [Q((,) :
Q] = 2% per algun k > 0. També tenim que Q((, + ¢;1)/Q és Galois i té grau poténcia de
2. Reciprocament, si [Q(¢,) : Q] = 2% per algun k > 0, com que Gal(Q((,)/Q) és abelia (i té
cardinal poténcia de 2) existeix una cadena de subgrups:

1=Gy <G <+ <G = Gal(Q(6r)/Q)

Q=K,CK,_; C--- CKog=Q( + ).
tals que [G; : Giy1] = 21K = Q(G, + Y)Y, [K; : Kiy1] = 2. Pel Teorema Fonamental de la
Teoria de Galois, la cadena de subcossos de Gal(Q((,)/Q) fixos pels subgrups G; és de la forma

que acabem de veure, i també tenim a (A.1). Tenim doncs el resultat segiient, que fou demostrat

per primer cop per Gauss. |
Observacié A.1.10. Siposemn = p°p;" - - - pls, tenim que p(n) = (po—1)p " - - (ps—1)pl~".

Exemple A.1.11 (Primers de Fermat). Els primers senars tals que p — 1 és poténcia de 2
s’anomenen primers de Fermat. Els Gnics que es coneixen séon 3, 5, 17, 257 i 65537. No se sap

si n’hi ha més.

A.2
TEORIA DE CODIS

Sigui p un nombre primer, ¢ := p" i f(z) = F,[z] un polinomi irreductible de grau r. El cos que
resulta del quocient F,[z]/(f), F,, és un cos de ¢ elements.

Exemple A.2.1. Fig = Fy[z]/(z* + 2 + 1), posem a = Z, de manera que o* + o + 1 = 0. Aixi

doncs:
IF16:{0,1,a,a+1,0z2,a2+1,a2+a,a2+a+1,a3,a3+1,a3+a,a3+a+1,a3—l—a2,
P+t + 1, +at a0 o +a+ 1)

Al seu torn, (@* +a)(@®+a+1) =’ +al+ad+a=a’+ - +a+1.

Introduits al segle XIX com a objectes d’interés purament matematic, van trobar aplicacions

inesperades al segle XX.
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Definicié A.2.2 (Codi de Hamming (7,4, 3)).

1. Les 16 paraules binaries de longitud 4 es codifiquen amb 7 bits: 0000000, 0001011, 0010101,
0011110, 0100110, 0101101 0110011, 0111000, 1000111, 1001100, 1010010, 1011001 1100001,
1101010, 1110100, 1111111.

Propietat: dues paraules codi difereixen com a minim en tres bits.
0000 es codifica com 0000000, 0001 es codifica com 0001011, etc.

Si es produeix un error, per exemple 0001111, resulta que hi ha una tnica paraula del codi

Lo

a distancia 1 d’aquesta: 0001011, totes les altres estan a distancia més gran o igual a 2.

Aquest és el naixement de la teoria de codis correctors d’errors. Missatges: paraules de Fj.

Paraules codi: F. En general: missatges Fi, codi: F}.

Definicié A.2.3 (Distancia de Hamming). u = (uy,...,un),v = (v1,...,vn) € F7,dp(u,v) =
#{i | u; # v;}. Es una distancia ja que d(u, v) < d(u, w) + d(w, v).

Definicio A.2.4 (Codi de bloc). Un codi de bloc g-ari de longitud n és un subconjunt C' C Fy.

Distancia minima: do = mingvec dp(u,v). Pot corregir to = |91 errors.
UFV

Conjectura A.2.5 (Problema fonamental de la teoria de codis). Donats n,d, es pot trobar C

de longitud n v distancia d amb #C' mazim.

Definicié A.2.6 (Codis lineals). Un codi lineal és un subespai vectorial C' C .

1. Si C té dimensi6 k i distancia d, és un codi (n, k, d).

2. Conjunt de missatges: ]F’q“, les paraules codi son de Fy, taxa %
3. C esta completament determinat per una base.

/4. Matriu generadora del codi: té per files una base de C'.

O

C = {vG | v e FF}.

Exemple A.2.7. El Hamming (7,4, 3) té:
1000111
01 00110
C=loo0o1010 1| C={(v1,...,0)G | v; € Fa}.
0001011

Definicié A.2.8 (Codis de Reed-Solomon (1960)). Prenemn € [1,2,...,q]i a1, a9, ..., an € F,
elements diferents. Sigui k < n i F,[z];, = {polinomis de grau més petit que k} ~ FF. L’aplicaci6
avaluacio en a = (ayq, ..., q,) és injectiva:
e: Folz)y ~F;, — Fy
fl)  — (fla),..., flaw))
ja que un polinomi té com a maxim k — 1 zeros i n > k — 1. De fet, RS, (k) = (F,[x]x). Dos
polinomis diferents poden prendre el mateix valor en com a maxim k& — 1 dels «; distancia del
codi més gran o igual que n — (k —1). La Matriu generadora resulta ésser: Vi(ay,...,a,). Bons

algoritmes de decodificacié (basats en algoritme d’Euclides).
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Definicié A.2.9 (Empaquetament d’esferes a R™). Sigui S C R™ una esfera oberta n-dimensional,
C1,Ca, ... Una seqiiéncia infinita de punts a R™.
1. Empaquetament: si els traslladats ¢; + 5,¢c0 4+ .9, ... son disjunts.

2. Densitat d’empaquetament: fraccié de R™ coberta per les esferes.
Conjectura A.2.10. FEs poden seleccionar els centres per tal de maximitzar la densitat.

State of the art.

/. En dimensi6 1 el problema és trivial: la densitat maxima és 1.

2. En dimensi6 2 és facil trobar I'empaquetament optim, = 5 ~ 0.906, i és optim (Thue,
1892).

J. En n = 3 trobem Pempaquetament optim a partir del de n = 2. Té § = § ~ 0.74, pero
és dificil provar aquest § és optim. Conjecturat per Kepler el 1611 i provat per Thomas
Hales el 2005: prova molt complicada i que fa servir calculs fets amb ordinador, pero ha
estat verificada formalment el 2017.

/. En dimensi6 superior a 3 els empaquetaments optims en dimensi6 inferior no ajuden. Fins

fa poc, no se sabia el § optim per cap n > 3. |

Ara anem a veure la relaci6 entre empaquetaments i codis: prenem un morfisme de reduccié
modul p, 7 : Z" — F}. Si C C F)) és un codi, considerem A¢ := 7 1(C), que és una col-lecci6

de centres amb bones propietats d’empaquetament.

Observacio A.2.11. Dimensions 8 i 24: hi ha dos empaquetaments, Fg i Agy molt especials

que s’obtenen d’aquesta construccié per a certs codis.

e Per n =8 és el codi de Hamming estés (8,4, 4) (bit extra de paritat).
e Per n =24 el codi de Golay binari estés (24, 12,8).

En els dos casos 771(C') té «forats» molt grans que es poden omplir. Omplint-los convenientment

s’obtenen el reticle Ejg i el reticle de Leech Ayy.

Recordem I'isomorfisme d’espais vectorials Fyy ~ IF,[x]/(2™ — 1). Aquest espai de la dreta té

una estructura d’anell.
Definicié A.2.12 (Codi ciclic). El subespai donat per un ideal de F[z]/(z™ — 1).

Observacio A.2.13. Si (ag,ay,...,a,_1) € C es correspon amb ag + a1@ + -+ + @, 12" !

aleshores z(ag + a1 + - - + a,_12" 1) és del codi i, per tant, (a,_1,aq, ..., a,_2) € C.
Tot codi ciclic és generat per un polinomi f|z™ — 1.
Exemple A.2.14 (Codi de Golay binari). A Fy[x] el polinomi 2?3 — 1 factoritza com:

(z+1)- (@ +2” "+ 2+ P+ D)@t 2 2t 25t 2t ).
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Es el generat per un dels factors de grau 11, és un codi (23, 12,7). El codi estés (24,12, 8) s’obté
afegint un bit de paritat.

Definicié A.2.15 (Reticle de Leech). El 1967 John Leech es va adonar que l'aixecament del
codi de Golay binari a Z?* té forats, i que omplint-los s’obté un reticle Ay, amb el doble de
densitat. El 1968 va calcular el grup d’automorfismes de Ayy, que té cardinal 222-3%.5%.72.11-13-23.
Entre els seus subgrups hi va descobrir tres grups simples esporadics nous.

El reticle Eg té densitat %, 1 el de Leech Ay en té 7{—;
reticles donin la densitat optima.

No és gens evident que aquests

Maryna Viazovska (Ucraina, 1984) va provar que Fg dona la densitat optima (2017). Poc
després, conjuntament amb H. Cohn, A. Kumar, S. D. Miller i D. Radchenko van provar que
Aoy dona la densitat optima. Va rebre la Medalla Fields el 2022. Elkies i Cohn havien provat
que si existeix una funcié f : R® — R que ella i la seva transformada de Fourier satisfan certes
propietats, aleshores Fg i Aoy son optims. Viazovska va trobar aquesta funcié magica fent servir

la teoria de formes modulars.

74



B

Grups

B.1
(GRUPS I SUBGRUPS

Definicié B.1.1 (Grup). Es un conjunt G no buit dotat d'una operaci6 interna associativa,
amb element neutre i tal que tot element té simétric. Si, a més, 'operaci6 és commutativa, diem
que el grup és abelia:

1. peratots z,y,2 € G, (t®@y) © 2z =2 © (y © 2), la propietat associativa,

2. existeix e € G tal que e®@ x = x © e =z, per a tot © € G (e és 'element neutre de G).

3. per a tot x € G, existeix ' € G tal que ¥’ @z = x ©® 2’ = e (2 és I'element simétric de z);

Definicié B.1.2 (Subgrup). Un subgrup d'un grup G és un subconjunt no buit H de G tal
que:

/. z,y € H = xy € H (H és tancat respecte de 'operacié de G).
2. H és grup amb l'operaci6 de G.

Proposicio B.1.3. Siguin G un grup ©« H C G un subconjunt no buit. Els tres enunciats

seglients son equivalents:
1. H és subgrup de G.
2. H satisfa les segiients propietats:
2.1. ee H,
2.2 per a tot x € H es compleiz v~ ' € H,
2.5 per a tot x,y € H es compleix xy € H.
3. Per a tot x,y € H es compleir xy~' € H.

Definicié B.1.4 (Grup simetric). Posem S, el conjunt de les permutacions de n elements amb

el producte de permutacions. Es un grup que es diu grup simétric. A S, tenim n! permutacions.
B.2
MORFISMES DE GRUPS
Definicié B.2.1 (Morfisme). Si G, G’ sén grups, una aplicacié f : G — G’ és un morfisme de
grups si f(zy) = f()(y), per a tot 7,y € G.
Definicié B.2.2 (Tipus de morfismes). Suposem dos grups G, G’ i f una aplicacio f : G —

G
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1. Un monomorfisme de grups és un morfisme de grups injectiu, és a dir, ker(f) = {e}.

2. Un epimorfisme de grups és un morfisme de grups exhaustiu, és a dir, im(f) = G'.

3. Un isomorfisme de grups és un morfisme de grups bijectiu. Diem que dos grups G, G’ son
isomorfs i posem G = G’ si existeix un isomorfisme de grups f : G — G’. Clarament, la
relacié de ser isomorfs és una relacié d’equivaléncia.

Un endomorfisme d'un grup G és un morfisme de grups de G en G.

v B

Un automorfisme de G és un endomorfisme de G bijectiu.

Definicié B.2.3 (Nucli i imatge d'un grup). Siguin G,G’ grups. Per a un morfisme de grups
f+ G — G’ definim el nucli de f com ker(f) = {x € G | f(z) = €} (els elements del
conjunt inicial que s’envien per f al neutre del conjunt d’arribada) i definim la imatge de f com
im(f) = {f(z) | # € G} (el conjunt d’imatges per f).

Proposicio B.2.4. Si f : G — G’ és morfisme de grups, ker(f) és subgrup de G i im(f) és
subgrup de G'.

Proposicio B.2.5. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups:
1. Si H és un subgrup de G, f(H) = {f(H) | x € H} és subgrup de G'.
2. 8i H' és subgrup de G', f~(H') ={z € G | f(x) € H'} és subgrup de G.

Proposicio B.2.6. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups. f és un morfisme injectiu si, i

només si, ker(f) = {e}.

Demostracio.
= Suposem f injectiu i sigui x € ker(f). Tenim f(z) =€ = f(e) = z = e, a causa de la
definicié d’injectivitat. Per tant, ker(f) = {e}.
< Suposem ara ker(f) = {e} i siguin z,y € G tals que f(z) = f(y). Tenim f(z) = f(y) =
¢ = flo)f(y)™t = fla)f(y™') = flzy™'). Per tant, zy~' € ker(f). Notem que totes
les implicacions que hem fet resulten ser equivaléncies. Aixi, fem servir la hipotesi que
ker(f) = {e}. Aleshores, zy~! = e; equivalentment, x = y.
[ |
B.3
LAGRANGE

Definicié B.3.1 (Ordre d’un grup). Donat un grup G, diem que G és finit si el conjunt G és

finit i, en aquest cas, diem ordre de G i indiquem per |G| el cardinal del conjunt G.

Definicié B.3.2 (Index de grup). Donats un grup G i un subgrup H de G, posem [G : H] i
diem index de G en H el cardinal de G/D (que hem vist és igual al de G/F). En altres paraules,

és el nombre de classes d’equivaléncia que existeix, tant per la dreta com per ’esquerra.
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Grups normals i quocients B.4.1

Teorema B.3.3 (Teorema de Lagrange). Donats un grup G i un subgrup H de G, el grup G
és finit si, o només si, H i |G : H| son finits. En aquest cas,
G| =[H|[G: H].
En particular, |H| i |G : H] son divisors de |G|.
Demostracio.
= Suposem G finit. Com que H és subgrup (i, en particular, subconjunt) de G, H és finit
i com les classes d’equivaléncia per D formen una particié de G, és a dir, G és reunio
disjunta de les classes d’equivaléncia, [G : H] és finit.
< Suposem ara H i [G : H] finits. Com G és reunié disjunta de les classes d’equivaléncia
per D, hi ha [G : H|, i a cada classe d’equivaléncia, hi ha tants elements com a H, tenim
G| =[H]-[G: H].
|

B.4
GRUPS NORMALS I QUOCIENTS

Proposicio B.4.1. Sigut G un grup, H un subgrup de G, D i E les relacions definides a partir
d’H. Els enunciats segiients son equivalents:

e tH = Hzx, per a tot x € G;

e tHa ' ={zha™'|h € H} = H, per a tot x € G;

e xHx™ ' C H, per a tot x € G;

o D és compatible amb 'operacio de G;

o E és compatible amb l'operacio de G.

Demostracio.

1 =2 Suposat vH = Hzx per a tot + € G volem provar que tHx~! = H, per a tot z € G un
altre cop. Siguin x € G i h € H. Posem xh € tH = Hx. Per tant, existeix un b’ € H tal
que xh = h'x.

(xh)z™ = (W'x)o ™ =KW (zea™ ) =H € H.

Hem vist que xHx™' C H peratotx € G. a7 'Hx C H <= H C xHx™! i, per tant,
x'he =h <= Wz~ ! =h.

2 = 3 Una igualtat és una doble inclusié. Simplement cal usar la inclusié cap a la dreta.

' = H per a tot x € G. En particular, tenim que

2 =1 Ara prenem com a hipotesi xtHx~
xHx™' C H per a tot x € G; per tant, vH = Hx per a tot € G. Existeix A’ € H tal
que zhx~t = I/ i aixo implica que xh = W'z € Hx, és a dir, tH C Hz. Podem obtenir la
inclusié contraria analogament, x~'Hx C H per a tot x € G; per tant, existeix A’ € H tal

que z~ ha = A’ i aixo implica que zh = Wz € zH.
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1 =4 D resulta ser compatible amb el producte de G.

xzDx’
yDy'

x = xh

Y = yh’} = o'y = a(hy)l' = sy = wy(W'l) =

} — xyDz'y.

3 <4 Ara suposem que D és compatible. Volem demostrar que xHxz~' C H, per a tot € G.

Volem veure x € G i h € H implica que zhx™! € H.

zhDz

x_lD:L“_l} — zhx 'Dzz'=e¢ = zha '€ H.

1 =15 Ara volem provar que si tH = Hx per a tot x € GG, E és compatible amb el producte de

G. Posem 2/ = hx iy = h'y. Aleshores, 2’y = h(zh')y = (hh”)xy, on a la segona igualtat
hem usat que zh’' = h”z per a algun h” € H. Per tant, (z'y’)E(zy) i ja hem acabat.

3 <5 Suposant que E és compatible, volem trobar que xHx~! C H per a tot x € G. Prenem

x € Gih¢€ H. Per hipotesi, zEz i ha 'Ex~'; aixi, ztha 'Exaz~' =e = zha™' € H.
[ |

Definici6 B.4.2 (Morfisme de pas al quocient). El definim per 7 : G — G/H i envia cada

element de G a la seva classe en G/H. Es epimorfisme de grups amb nucli H.

Definicié B.4.3 (Grup normal). Un subgrup H de G es diu normal si es compleix alguna (i,
per conseqiiéncia, totes) de les condicions de B.4.1. En aquest cas, G/D = G/E i l'escrivim

G/H o H < G. En particular, anomenem x — [z] com morfisme de pas al quocient.

Definicié B.4.4 (Grup quocient). Sigui H un subgrup de G. Si H és normal, G/H té estruc-
tura de grup. En efecte, [z][y] = [zy] i es diu grup quocient de G en H.

Proposicio B.4.5. Si f: G — G’ és un morfisme de grups, ker(f) és subgrup normal de G.

Proposicié B.4.6. Sigui f : G — G’ un morfisme de grups.

1. 8i H és un subgrup de G, aleshores f(H) és subgrup de G'.
2. Si H' és subgrup de G', aleshores f~'(H') és subgrup de G. A més, si H' és subgrup

normal de G', aleshores f~'(H') és subgrup normal de G.

Proposicié B.4.7. Si G és abelia, aleshores cada subgrup H de G és normal. Si |G : H| = 2,

aleshores H és normal en G.

B.5
TEOREMES D’ISOMORFIA

Definicié B.5.1 (f factoritza a través de G/H). Siguin G,G’ grups i sigui f : G — G’ un

morfisme de grups i sigui H un subgrup normal de G. Diem que f factoritza a través de G/H
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Teoremes d’isomorfia B.5.3

si existeix un morfisme de grups f : G/H — G’ tal que f = fom, on7: G — G/H és el
morfisme de pas a quocient, és a dir, si existeix un morfisme de grups f : G/H — G’ que faci

commutatiu el diagrama:

Figura B.1: El diagrama commuta si, i només si, f = f o .

Proposicio B.5.2. Siguin G, G’ grups i sigui [ : G — G’ un morfisme de grups i sigui H un
subgrup normal de G. Aleshores, f factoritza a través de G/H si, i només si, H C ker(f).

Demostracio.

= Si f factoritza a través de G/H i h € H, tenint en compte la definici6 de 7 i que f
és morfisme, obtenim f(h) = f(x(h)) = f([h]) = f(€) = €, on en la tercera igualtat
[h] = € per la sel-leccio d’h. € indica 'element neutre de G/H i ¢’ el del de G'. Per tant,
H C ker(f).

< Si H C ker(f), definim f : G/H — G’ per f([z]) = f(x), on [z] indica la classe a G/H
d’un element x de G. Hem de veure que la definicié no depén del representant de la classe,
és a dir, que [z] = [y] = f(x) = f(y). Siy € [z] tenim que y = xh, amb h € H. Per

tant,
fy) = f(xh) = f(2)f(h) = f(zx)e’ = f(),

jaque h € H C ker(f). Ara, cal veure si f és morfisme de grups. Si z,y € G, tenim:

F([2ly)) = F(lzy)) = flay) = (@) f(y) = (=) (),

per la definici6 d’operaci6 al grup quocient G/H (el producte de classes), el fet que f és
morfisme de grups i la definici6 de f. Finalment, és clar que f = f o m (aixi doncs, f

factoritza a través de G/H per definicio).
|

Teorema B.5.3 (Primer teorema d’isomorfia). Si G,G’ son grups i f : G — G’ és un mor-
fisme de grups, aleshores f factoritza a través de G/ker(f) i tenim f = io fom, amb f
isomorfisme de grups G/ker(f) en im(f), on 7 : G — G/ker(f) és el morfisme de pas al

quocient i i :im(f) — G’ la inclusio. Tenim, doncs, un diagrama commutativ:
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Grups

l/I

G/ ker(f — 7 im(f

Figura B.2: Primer teorema d’isomorfia.

Demostracio. Per B.5.2, existeix un morfisme f : G/ker(f) — G’, que envia [z] — f(z), tal
que f = fom. Clarament, f és injectiui f =i o f, amb f isomorfisme de G/ ker(f) en im(Jf).
Com im(f) = im(f), per la definici6 de f obtenim el resultat desitjat.

T iof f: G/ker(f) — 1m(7)
f=tol, @ e ()

f=iofom, fésinjectiva.

f és injectiva ja que, donada una classe [z] € G/ker(f), f([z]) = f(z) = ¢/, de manera que
z € ker(f) i, per tant, [z] = [e]; de fet, ker(f) = {[e]} i, en efecte, f és injectiva. Com que f és

un morfisme, f és un morfisme també. |

Teorema B.5.4 (Segon teorema d’isomorfia). Sigui ¢ : G — G’ un epimorfisme de grups.
Sigui H' un subgrup normal de G' i H = o~ Y(H'). Aleshores, ¢ indueiz un isomorfisme de G/H
en G'H'.

Corol-lari B.5.5. Si G és un grup i F i H son subgrups normals de G amb F' C H, aleshores
H/F és subgrup normal de G/F i el morfisme de pas al quocient G — G/F indueix un
isomorfisme de G/H en (G/F)/(H/F).

Teorema B.5.6 (Tercer teorema d’isomorfia). Sigui G un grup, H i F' subgrups de G, amb H
normal en G. Posem HF = {hf } h € H, f e F}. Aleshores, HF és un subgrup de G, F N H
és un subgrup mormal de F' i H és un subgrup normal d’HF. A més, la inclusio d’F en HF
indueiz un isomorfisme de F/(FNH) en HF/H.

B.6
(GRUPS cicLICS

Definicié B.6.1 (Ordre d'un element). El subgrup (x) és el conjunt dels elements de G que
son iguals a z" per a algun n € Z. En particular, ker(f,) = mZ és subgrup de Z. Tenim
(x) 2 Z/mZ. Si m > 0, diem que m és l'ordre de x i posem ord(z). En cas que m = 0, diem
que x té ordre infinit. L’ordre de l’element és l'ordre del subgrup que genera. En particular,
l'ordre de z divideix l'ordre de G, |G]|.

Definicié B.6.2 (Grup ciclic). Un grup G es diu ciclic si existeix x € G tal que G = (z) (és a
dir, que esta generat per un unic element). Diem que G esta generat per z. Denotem per C,, el

grup ciclic d’ordre n i aquest és isomorf a Z/nZ.
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Subgrup generat per un conjunt B.7.1

Proposicié B.6.3. Tot grup ciclic és isomorf a Z o bé a Z/mZ, per a un enter m > 0. Per

tant, dos grups ciclics del mateix ordre son isomorfs entre ells.

Lema B.6.4. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n per a tot enter k > 0, es compleiz:

n

ord(z*) = med(n )’

Corollari B.6.5. Sigui G = (z) un grup ciclic d’ordre n. Aleshores, z* genera G si, i només
si, med(n, k) = 1.

Proposicio B.6.6. Tot subgrup d’un grup ciclic és ciclic.

Demostracio. St G = (x) 1 H és el subgrup trivial, el resultat és trivial: H = {e} = (e). Si
H és subgrup no trivial de G, sigui m 'enter estrictament positiu més petit tal que 2™ € H.
Volem veure H = (™). Clarament, (™) C H (tota poténcia d’x € H es troba en H perqué
'operaci6 és tancada). Sigui ara 2° € H; hem de veure que 2 € (™), per demostrar I'inclusié.
Fem la divisi6 entera zf = 24" = (2™)9 + 2" que implica 2" = 2!(2™)~? € H. Per I'elecci6 de

m (Pelement més petit tal que ™ € H), ha de ser r = 0 i, per tant:

Hem obtingut, doncs, H = (z™); en particular, que H és ciclic. [ |

Proposicio B.6.7. Si G és un grup ciclic d’ordre n, per a cada divisor d de n existeir un unic

subgrup de G d’ordre d.

Demostracio. Sigui G = (x) un grup ciclic d’ordre n (|G| = n) i d un divisor de n. Un subgrup
d’un grup ciclic G és ciclic, B.6.6, i és d’ordre d si esta generat per un element d’ordre d. Per
B.6.4, xd té ordre d i (x%) és subgrup de G d’ordre d. De nou per B.6.4, els elements de GG que

tenen ordre d son els z* amb m = d, és a dir, son els ¥ amb k& multiple d’% (k = {5 per

algun ¢). Per tant,

o* = (zF) € (x

a3

).
Com hem vist, tots aquests elements estan continguts en el subgrup (z4). Per tant, aquest

subgrup és I'tnic d’ordre d. ]

B.7
SUBGRUP GENERAT PER UN CONJUNT

Definicié B.7.1 (Subgrup generat per S). Sigui G un grup, S un subconjunt de G. Definim
el subgrup de G generat per S, que indicarem per (S), com la intersecci6 de tots els subgrups
de G que contenen S. Si H ¢és subgrup de G i H = (5), direm que S és un conjunt (o sistema)
de generadors de H. Clarament () = {e}.
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Proposicio B.7.2. El subgrup de G generat per un subconjunt no buit S de G és el conjunt de
tots els elements de la forma

ni Ny
rtox,,

on r €s un enter positiu, T, ...,x, son elements de S iny,...,n, € Z.

B.8
PRODUCTE DIRECTE DE GRUPS

Definicié B.8.1 (Producte directe de G; X --- x G,). Generalitzant, si Gy, ..., G, grups en el
producte cartesia G X - - - X G,. definim la operaci6 binaria interna per (z1,...,2.) (Y1, .., yr) =
(x1y1, -« -, 2py,). Gp X -+ X G, és grup:

1. lelement neutre és (eq,...,e,) (on e; és I'element neutre de G;, 1 <i <),

2. existeix I'element invers (zy,...,x,)”"! definit per (z;,...,21).

Diem que GG; X --- X (G, és el producte directe de Gy, ..., G,.

Proposicio B.8.2. Siguin Gy i Gy grups ciclics d’ordres ny i ng, respectivament. El producte
directe G1 X Gy €s ciclic si i només siny i ng Son primers entre ells. En aquest cas, st x1 €s un

generador de Gy i xa €s un generador de Go, ((1,2)) és un generador de G X Gs.
Demostracio. Per a (x1,22) € G1 X G, es compleix
ord (z1, x9) = mem (ord 1, ord x2) ,

ja que, per a un enter natural n, (zr1,x9)" = (2],25) = (e1,62) < al =e; 12} =€y =
ordzy | niordzs | n.

mcem(ord(z1),0rd(w2)) _ (

(71, 72) €1,€2).

Definim n; = ord(x;) i ng = ord(zy). Per tant, si med (ni,ny) = 11 Gy = (x1),G2 = (x9),
aleshores (1, x2) és un element de G; X Gy que té ordre nyng = |Gy X Ga| 1 G1 X G és ciclic. En
aquest cas, G1 X Gg = ((x1,22)). Si med (ny,n2) # 1, Gy X G no pot tenir cap element d’ordre

igual a nins. [ |
Definicié B.8.3 (Producte directe intern). Si f esta definida com

f: H xHy —> G
(h17h2) —  hihg

i és isomorfisme, diem que G és producte directe intern de H; N H,. Equivalentment, si es

compleixen les tres condicions segiients:

1. G = H{H, (és morfisme exhaustiu);

2. per a tot hy € Hy itot hy € Hy es compleix que hihy = hohy (és morfisme);
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3. Hy N Hy = {e} (és morfisme injectiu).

Si G és producte directe intern dels subgrups H; i Hs, aleshores Hy i Hs:

Hy = {(hy,e3) | hy € H;} subgrup normal d’H; x H,,
Hy = {(e1, ha) | he € Hy} subgrup normal d’Hy x Hy;

B.9
(GRUPS DEFINITS PER GENERADORS I RELACIONS

Definicié B.9.1 (Relacio entre elements). Sigui G un grup generat per un conjunt finit S =
{z1,...,2,}, és adir, G = (x1,...,x,). Una relacio entre els elements de S és una igualtat del
tipus

k

x]fl...xn":e, onky,...,k, € Z.

Definicié B.9.2 (Grup definit pels generadors). Si G és un grup finit definit pel conjunt de
generadors S i el conjunt de relacions R a partir de R i S podem escriure els elements de G i la

taula del producte de G.

B.10
(GRUPS RESOLUBLES

Definicié B.10.1 (Grup resoluble). Un grup G és resoluble si existeix una cadena finita de
subgrups de G de la segiient forma: comenga amb el trivial i cadascun esta inclos en el segiient

i cadascun d’ells compleix que cadascun és normal amb el segiient i els quocients son abelians:
{e}=GoCcGC---CG,=G,i=0+n-1.

/. G; és normal en G;1,

2. Gi11/G; és abelia.
Una successié de grups es diu que és una torre normal si compleix la primera propietat i és
una torre abeliana si compleix la segona propietat. Es resoluble si és una torre abeliana I'altim

subgrup de la qual és el neutre (és a dir, que Gy = {e}, el subgrup trivial de G).

Proposicié B.10.2.

1. Tot subgrup d’un grup resoluble és resoluble.
2. Tot quocient d’un grup resoluble per un subgrup normal és resoluble.
3. 81 G és grup i H subgrup normal de G tal que H i G/H son grups resolubles, aleshores G

és resoluble.

Demostracio.
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B.10 Grups

1. Si G és resoluble, per definici6 3Gy = {e} € G; C -+ C G, = G amb G; normal a
Git1 1 Gi41/G;, aleshores sigui H subgrup de G. Posem H; = G; N H, amb H; C H;y;.

Considerem el segiient diagrama:

Hipy ———— Gy ——— Gia/G;

M /
H—l/H

ker(p;)=H;:1 NG = (HNGi1) NG, =HNG;=H;, — H;<H;
o; factoritza a través de H; 1 /H; 193 : Hiy1/H; — G;/Giyq.

o Per B.4.5, ker(y;) < H;y1; aixi donces, H; < H;. .

e ; és injectiu pel teorema d’isomorfia: sigui [z] € H;y1/H; tal que, en concret, [z] €
ker(;). Aleshores, @;([z]) = ¢i(xr) = €, on € és el neutre en G,;41/G;. Prenent
x € ker(p;) = H;, [x] és la classe del neutre en H;1/H;: @;([z]) = ¢i(x) =€

o Aixi, H;,1/H; és isomorf a im(®;) C G;41/G; abelia (ja que G és resoluble per hipo-
tesi), de manera que H;,1/H; és també abelia.

2. Sigui G el quocient de G per un subgrup normal, 7 : G — G és un morfisme de pas al
quocient. G; = 7(G;), amb G, CcGi1iG,=G.

Gi<Giy1 | Vo € G,Vy € Giy1,Gi < Gi,yzy ' € G = 3Ty ' €G;
Per tant, considerem el segiient diagrama un altre cop:

m
7|

Git1 - -
Gip1 —— Gy ——— G /G,

Per tant, G; C ker(y;); en particular, Giy1/ker(ip;) és isomorf a Gy, /G;. Aixi doncs,
G; C ker(yp;) C G;41 implica, per B.5.5:
Git1/Gi

ker(¢;)/Gi
— Gi+1/ker(g0i) abelida — Gi-l—l/ai abelia.

Gii1/ ker(p;) = és abelia (G;11/G; abelia, G és resoluble)

3. Sigui G un grup, H un subgrup normal de G tal que H i G/H son resolubles. Posem
G =G/H. Sigui
{e}:HOCH1C~~CHT:H
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una torre abeliana de H i
{e}=GycG,C---CG,=G

una torre abeliana de G. Sigui 7 : G — G el morfisme de pas al quocient. Considerem la
torre de G. Sabem que G; = 7 1(G;) és subgrup de G, Gy = 7 1(Gyy1) és subgrup de
Git1, 7 HGo) =) =ker(n) = Hin ' (G) = G:

{G}ZH()CHl C "'CHT:H:W_1<60) Cﬂ_l(al) C"'Cﬂ'_l (@n) =G.
Tenim G; <1 Gy1 implica 77 (G;) <7 (Gip1) i 771 (Gy) és el nucli de la composicié de
I (@Hl) — Gji41 amb el morfisme de pas al quocient G — Gy /G,

ker=n"1(G5)

7r‘ﬂ_l(Gi-H)

7T71(Gz+1) Gigp ———— Gi+1/§
Per tant pel primer teorema d’isomorfia, 7! (@iﬂ) Jmt (@1) >~ Gin /@i és abelia. Hem
provat doncs que G4 /G; és una torre abeliana de G i per tant G és resoluble. |
B.11
GRUPS SIMPLES

Definiciéo B.11.1 (Grup simple). Un grup G es diu simple si no té subgrups normals propis

no trivials, és a dir, diferents de {e} i G. Els grups Ss, Ay, Sy, D2, no son simples.
Proposicio B.11.2. Un grup no trivial és simple © resoluble si, i només si, és ciclic d’ordre
primer.
B.12
GRUPS DIEDRALS

Definicié B.12.1 (Grup diedral Ds,). Ds, és el grup generat per p i o amb relacions p" = Id,

0?=1diopo = p~t. Posem
Dy, = {p,0 | p* =1d,0° =1Id,opc =p").

B.13
ACCIONS I ORBITES

Definicié B.13.1 (Acci6 per l'esquerra d’'un grup). Sigui S un conjunt i G un grup. Una acci6

de G sobre S és una aplicacio:
GxS — S
(9:8) +— g-s
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Complint:

1. g,h € G tal que (gh)s = g(hs), per atot gh € GiseS.
2. eqg =g, per a tot g € G.

Definicié B.13.2 (Orbita d'una accié). Si G x S — S és una accié, s € S, diem orbita de S
el conjunt {gs | g € G} = O,. Lestabilitzador de s és E(s) = {g € G | gs = s}.

Definicié B.13.3 (Fix per I'accio). Diem que s € S és fix per 'acci6 de G si gs = s, per a tot
g € G. Equivalentment, O(s) = {s} o E(s) = G.

Proposicio B.13.4. Donada una accio p de G sobre S, amb s € S, l'aplicacio:

G — S
gr—>gs

dona una bijeccié del conjunt de classes per la dreta de G modul E(s) en O(s). Si G és finit,
0(s)] - |E(s)] = |G-
Definicié B.13.5 (Accio per conjugacio). L’acci6 per conjugacié d’un grup sobre ell mateix és:

GxG — G
(9,h) +— ghg™!

El nucli és {g € G | ghg™t =hVhe G} < {ge G | gh = hg,Vh € G}. Es diu centre de G,
es denota per Z(G) 1 Z(G) < G.

E(h) ={g € G| ghg™ = h} = Zg(h), centralitzada d’h en G.
O(h) = {ghg™! | g € G}, &s la classe de conjugacio d’h.

Definicié B.13.6 (Acci6 per conjugacié d'un grup sobre el conjunt dels seus subgrups). Sigui H
subgrup de G. Sigui ¢ € G. El conjugat d’H per g és un subgrup de G tal que gHg ! =

{ghg™* ‘ h € H}. L’acci6 per conjugacié d’'un grup sobre el conjunt dels seus subgrups és

(gh1g7")(ghag™) = g(h1ha)g™' € gHg™".
(ghg ') ' =gh gt € gHg™ .

En particular, gHg ' és el conjugat d’H per G. Prenem # = {H ’ H és subgrup de G}.

GxH# — H
(9, H) +— gHg™!

L’orbita d’un subgrup H de G per aquesta acci6 és el conjunt dels seus conjugats. Els punts
fixos per aquesta acci6 son els subgrups normals de G. E(H) = {g € G } gHg™' = H} és el
normalitzador d’H en G i el denotem per NgH (evidentment, H <NgH,i H<<NgH <= Vg €
NgH,gHg™' = H). Es el subgrup més gran de G que conté H com a subgrup normal.
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Definicié B.13.7 (Acci6 per translacio). Si H és un subgrup d’un grup G, podem considerar
I’accié de H en G per translacié a I’esquerra

HxG — @
(h,g) +— hg.

Si F' és qualsevol subgrup de G, podem considerar ’acci6 per translacié a ’esquerra de H sobre
el conjunt quocient G/Dp de classes per la dreta de G modul F:
p: HxG/Dp — G/Dp
(h,gF) > (hg)F.
L’acci6 de G sobre G/Dp per translacié a I'esquerra és transitiva. L’acci6 de H sobre G per

translacio a l'esquerra és fidel. Per a I’acci6 de H sobre G/Dp, el nucli és

HnN (ﬂ gFg1> .

geG
[ E(gF)=HnNgFg '

Proposicié B.13.8 (Equaci6 de les classes). Si G és un grup finit, es compleix

Gl =12(G)| + (G : Za (x:)]

i=1
on{xy,...,x.} ésun conjunt de representants de les classes de conjugacio amb més d’un element.

Demostracio. Considerem 'accio de G sobre ell mateix per conjugacié. Aleshores Z(G) és el

conjunt de punts fixos, Zg (;) és 'estabilitzador de x; i

S =18l + ) _[G: B ()],
i=1
dona la férmula de ’enunciat. |
Definicié B.13.9 (p-grup). Si p és un nombre primer, un grup finit G s’anomena p-grup si

|G| = p", per a algun r enter natural > 0.

Proposicié B.13.10 (Congruéncia dels punts fixos). Si G és un p-grup que opera sobre un con-
gunt finit S, aleshores
|S| = 15| (mod p)

Demostracio. Si x; € O; de manera que O; séon orbites amb més d’un element, és a dir, no és
punt fix, [G : F (x;)] divideix |G| i és > 1. Per tant, [G : E (z;)] és divisible per p. Ja sabem que
|S| — |Sol = >, [G: E(x;)]. Com que l'ordre de G ¢és una poténcia de p per ser un p-grup,
|G : E (z;)] és divisible per p. |
Corol-lari B.13.11. Si G és un p-grup, el seu centre Z(G) és no trivial.

Corol-lari B.13.12 (Congruéncia del normalitzador). Sigui H un p-subgrup d’un grup finit G.
Aleshores

[N¢(H): H =[G : H (mod p).
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B.14
CAUCHY I SYLOW

Teorema B.14.1 (Teorema de Cauchy). Sigui G un grup finit d’ordre n i p un nombre primer

que divideiz n. Aleshores G té un element (i per tant un subgrup) d’ordre p.

Demostracio. Sigui S = {(g1,...,gy) € GX - XG | g1+ gp = e}. Podem definir una acci6 de

S x Z/pZ sobre S que corre els indexs k posicions:

(’@ (917 s 7gp)) > (Gr+1, - - - agk‘—l—p)v

per a k € Z/pZ,(g1,-..,9y) € S, on la suma en els subindexs es fa modul p. Com Z/pZ és
un p-grup i |S| = n?~! (g, queda determinat per gi,...,g,_1) és divisible per p, tenim que el

cardinal del conjunt Sy de punts fixos és divisible per p.

|So] =S| (mod p) = p | |Sol-
El conjunt en qiiestio és el segilient:

So=A{(z,....z) |z € G,aP = e}.

Com (e,...,e) € Syip]||Sol, el conjunt Sy ha de contenir algun (z,...,z) € Sy amb x # e,z €

G. En particular, x és, doncs, element d’ordre p. [ |

Definicié B.14.2 (p-subgrup de Sylow). Els p-subgrups de G amb ordre la maxima poténcia
de p dividint |G| es diuen p-subgrups de Sylow de G. En particular, si G és grup d’ordre n i
p primer amb p | n, diem p-subgrup de Sylow de G un subgrup de G d’ordre p" amb p" | n i

pr—i-l Tn

Teorema B.14.3 (Primer teorema de Sylow). Sigui G un grup finit, p un nombre primer i
r > 0 un nombre enter tals que p" divideix |G|. Aleshores existeizen subgrups Hy,--- , H, de G

tals que |H;| = p',1 <i<r, i Hi<AHi 1,1 <i<r—1. En particular, H, és subgrup de Sylow.

Demostracio. Raonem per induccié. Si r = 1, és conseqiiéncia directa del teorema de Cauchy
B.14.1. Seguim la inducci6 sobre r. Suposem que r > 2 i que existeixen subgrups Hy,..., H, 1
de G tals que |H;| = p' i H; < Hyy1. Com p | [G: H,_4], per la congruéncia del norma-
litzador B.13.12, tenim p | [Ng (H,—1) : H,—1]. Pel teorema de Lagrange, el grup quocient
N¢(H,—1)/H,—1 (on H,_; < Ng(H,_1)) té un subgrup divisible per p i, per B.14.1 un altre cop,

aquest és precisament p. La seva antiimatge per la projeccio
T NG (Hr—l) — NG (Hr—l) /Hr—l

és un subgrup H, de Ng (H,_1) d’ordre p" (ja que [H, : H._1] = p) i tal que H, ;1 < H, (ja que
H, C Ng (H,_1)). [ |
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Corol-lari B.14.4. Si G es un grup finit i p un nombre primer dividint |G|, aleshores ezisteizen

p-subgrups de Sylow de G. Tot p-grup €s resoluble.

Teorema B.14.5 (Segon teorema de Sylow). Siguin G un grup finit, H un p-subgrup de G i S
un p-subgrup de Sylow de G, amb p primer. Aleshores existeiz v € G tal que H C xSx~'. En

particular dos p-subgrups de Sylow de G son conjugats.

Demostracio. Considerem 'accié de H en G/Dg per translaci6 a 'esquerra:

HXG/DS — G/DS
(h, gS) —  hgS

Per a tot element ¢S € G/Ds,g € G, lestabilitzador de ¢S és el subgrup conjugat gSg~'.
Aleshores, mirem el conjunt de punts fixos per aquesta accio: si existeix algun punt fix, ja hem

acabat. Donada una classe z.9, tenim que =5 queda fixa <= hxS = xS:

¢S punt fix < hgS =gS < ¢ 'hgS=85 < g 'hge S
<= hegSg' <= HcCgSg ' YheH.

Per tant, el conjunt de punts fixos és Xo = {zS € G/Dg | H C 2Sz~'}. Com que H és p-grup
1 |G/Dg| = [G : S], la congruéncia de punts fixos B.13.10 dona | X,| = [G : S] (mod p). Com
p1[G: S| (G/S és p-subgrup de Sylow), tenim p 1 | Xy| i, per tant, | Xo| no és buit. |

Corol-lari B.14.6. FEl grup G té un unic p-subgrup de Sylow S si, i només si, G té un p-subgrup

de Sylow que és un subgrup normal.

Teorema B.14.7 (Tercer teorema de Sylow). Sigui G un grup finit in, el nombre de p-subgrups
de Sylow de G. Aleshores es compleix

1. n, =[G : Ng(Sp)], per a tot p-subgrup de Sylow S, de G;

2. ny | [G 1Sy, per a tot p-subgrup de Sylow S, de G

3. n, =1 (mod p).

Demostracio.

1. Pel segon teorema de Sylow B.14.5, n, és el cardinal de I'orbita d'un p-subgrup de Sylow
S, per l'acci6 de G per conjugacié sobre el conjunt dels subgrups de G. L’estabilitzador
de S, per a aquesta accié és Ng (S,), de manera que n, = [G : Ng(S,)].

2. Ara [G : S, =[G : N (Sp)] [Ne (Sp) = Sp), per tant, n, divideix [G : S,], ja que S, C Ng C

G.
Gl 1G] INa(S)l

G2 5] =1G: Na (S [Na (%) : 5] = 10 = ieresr )

D’aquesta manera, n, | [G : S].
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Sigui ara X el conjunt de p-subgrups de Sylow de . Considerem l'acci6 de S, en X per
conjugaci6. Aleshores el conjunt de punts fixos és Xo = {T' € X | 2Tz ' =T,Vz € S,} =
{T'e X |5, C Ng(T)}. Volem veure Xy = {S,}. En efecte, si T' € Xy, aleshores S, 1 T
son p-subgrups de Sylow de Ng(T') i T és normal en Ng(T'). Com que T' < Ng(T') implica
que Ng(T') té exactament un p-subgrup de Sylow, apliquem B.14.6 i ens queda 7' = S, i
Xo ={5,}. Com |X|=mn,1i|Xo| =1, per la congruéncia dels punts fixos, B.13.10, tenim
n, =1 (mod p).

Amb tot, havent provat els tres apartats, ja hem acabat. [ |
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Anells

C.1
ANELLS

Definicié C.1.1 (Anell). Es un conjunt A no buit dotat de dues operacions internes, la suma
i el producte, tals que:
e la suma és associativa, commutativa, amb element neutre 0 i oposat (és grup abelia amb
la suma),
e el producte és associatiu ((ab)c = a(be)) i distributiu (a(b+c¢) = ab+aci (b+ca) = ba+ca)

respecte de la suma.

Definicié C.1.2 (Element invertible). Un element a d’un anell amb unitat A es diu invertible
si té invers a A. Si a és element invertible de I'anell A es compleix ab =0 = b = 0, ja que
ab=0 = a'(ab) =a'-0=0,idaltra banda, a~'(ab) = (e 'a)b=1-b=1.

A*={a€ A ‘ a és invertible}, A* és grup amb el producte d’A.
Es diu que A* és grup multiplicatiu de 'anell A.

Definicié C.1.3 (Subanell). Sigui A un anell. Un subanell d’A és un subconjunt no buit B
d’A tal que:

o (B,+) és subgrup d’(4,+).

e B és tancat respecte del producte d’A: b, € B = bb' € B.

A partir d’ara, anell = anell commutatiu i unitari

Definicié C.1.4 (Divisor de zero). Un element a d'un anell A, a # 0, es diu divisor de zero si
existeix b € A,b # 0 tal que ab = 0.

Definicié C.1.5 (Domini d’integritat). Sigui A un anell. Diem que A és un domini d’integritat
si no té divisors de zero. Si A és domini d’integritat i prenem a,b € A tals que ab = 0, aleshores

a=0o0béb=0 (o, per contrarreciproc, a # 0,b #0 = ab # 0).
Proposicié C.1.6. Si A és domini d’integritat, aleshores A[X] és domini d’integritat.

Definicié C.1.7 (Ideal). Donat un anell A, un ideal d’A és un subconjunt I d’A tal que
1. (I,+) és subgrup d’(A, +).
2. ¥a € A,Vx € I, aleshores ax € I.
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Definicié C.1.8 (Domini d’ideals principals). Si A és domini d’integritat i tots els ideals d’A

son principals, diem que A és un domini d’ideals principals (DIP).
Proposicio C.1.9. Si K és cos, l'anell K[X] és domini d’ideals principals.

Definicié C.1.10 (Divisor). Si A és un anell, amb a,b € A, diem que a divideix b si existeix

c € A tal que b = ac. Ho denotem per a | b. Clarament, a | b <= b € (a).

Definicié C.1.11 (Ideal suma). Donats dos ideals I,.J de l'anell A, posem I + J el conjunt
dels elements de 'anell A que s6n suma d’un element d’/ i un element de J. Clarament, I + J
és un ideal d’A i és I'ideal d’A generat pel conjunt I U J. Anomenem I + J [’ideal suma de I i

J. Més generalment, si {I;};c7 és una familia d’ideals d’A:

L’ideal suma Z I; és I'ideal generat per U I;.
JjeT JjeTJ
Definicié C.1.12 (Ideal producte). Donats dos ideals I, J de I'anell A, posem I.J el conjunt

dels elements de I’anell A que sén producte d’un element d’/ i un element de J.
IJ ={aiby + -+ apby | k € N;a; € I,b; € J;1 < i < k}.

Anomenem IJ l’ideal producte de I i J. Més generalment, si Iy, ..., I, son ideals d’A, posem
I; - - - I}, I'ideal generat pel conjunt dels elements de ’anell A que sén producte d’un element d’[y,
un element de I, i aixi fins un element d’l;. Diem que I --- I} és 'ideal producte dels ideals
L, ... I

Esta format pels elements de I’anell A que son sumes finites d’elements de la forma a; - - - ay,
amba, € i1 <i<k. Clarament, I;---I, C Iy N---NI;. SiI és un ideal, posarem I* per

denotar el producte de 'ideal I amb ell mateix k£ vegades.

Proposicié C.1.13 (Anell quocient). Sigui A un anell i I un ideal d’aquest anell A. Aleshores,
A/I és anell. En particular, direm que A/I és anell quocient d’A per I.

Proposiciéo C.1.14.

1. St A és un anell de caracteristica k, existeix un tunic morfisme de Z/(k) en A i aquest
morfisme €s un monomorfisme.

2. 81t A és un anell i k un enter, k > 0, es compleizr car A = k <= k és el menor enter
positiu tal que ka = 0, per a tot a € A.

3. St A és domini d’integritat, la caracteristica de A és o bé 0 o bé un nombre primer.
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C.2
MORFISMES D’ANELLS

Definicié C.2.1 (Morfisme d’anells). Si A, A’ sén anells, una aplicacié f: A — A’ és morfis-

me d’anells si compleix:

fla+b) = f(a) + f(b) i fab) = f(a)f (D),

per a tot parell d’elements a,b d’A, i f(14) = 14. Notem que si f : A — A’ és morfisme
d’anells, aleshores f és morfisme de grups d’(A, +) en (A’ +).

Definicié C.2.2 (Morfisme injectiu). Si f : A — A’ és morfisme d’anells, el nucli de f és
ker(f) ={a € A | f(a) = 04/}; és a dir, el nucli de f com a morfisme de grups. Tenim, doncs,

que f és un morfisme injectiu si, i només si, ker(f) = {04}.

Proposicié C.2.3. Si f: A — A’ és morfisme d’anells, ker(f) és ideal d’A iim(f) és subanell
d’A'.

C.3
TEOREMA D’ISOMORFIA

Definicié C.3.1 (f factoritza a través d’'un anell quocient). Siguin A, A" anells, f : A — A’
un morfisme d’anells, I un ideal d’Ai 7 : A — A/I si existeix un morfisme d’anells f : A/I —

A’ tal que f = fom, és a dir, que faci commutatiu el diagrama:

Figura C.1: Diagrama de factoritzacié a través del quocient

Proposicio C.3.2. Siguin A, A" anells, f : A — A’ un morfisme d’anells, I un ideal propi
d’Aim: A— A/l el morfisme de pas al quocient. Aleshores, f factoritza a través d’A/1 si, i
només si, I C ker(f).

Teorema C.3.3 (Primer teorema d’isomorfia per a anells). Si A, A" son anells i f : A — A’
és un morfisme d’anells, aleshores f factoritza a través d’A/ker(f) i tenim f =io fom, amb

f isomorfisme d’anells d’A/ ker(f) enim(f), i la inclusio dim(f) en A, m: A — A/ ker(f) el

morfisme de pas al quocient. Tenim, doncs, un diagrama commutatiu:
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\A/

l/T

A/ ker(f — s im (f)

Figura C.2: Diagrama commutatiu del primer teorema d’isomorfis per a anells

C.4
IDEALS PRIMERS I MAXIMALS

Definicié C.4.1 (Ideal primer). Sigui A un anell, un ideal I d’A es diu ideal primer si és ideal
propi (I # A) i es compleix el segiient per a tot a,b € A: abe I — a€lobébel.

Proposicio C.4.2. Sigui I un ideal de l’anell A. Aleshores, I és primer si, i només si, A/1 és

domini d’integritat.

Definicié C.4.3 (Ideal maximal). Un ideal I d’un anell A es diu maximal si és ideal propi i no
existeix cap ideal J d’A tal que I C J C A. En altres paraules:

ICJ] = J=A

ICJCA = J—I} <= [ és maximal.

Proposicio C.4.4. Sigui I un ideal d’un anell A. Aleshores, I és maximal si, i només si, A/l

€s un cos. En particular, tot ideal mazximal és primer.

Lema C.4.5 (Lema de Zorn). Sigui S un conjunt no buit ordenat inductivament. Aleshores,

existeiz un element maximal a S.

Proposicio C.4.6. Sigui A un anell 1 a un ideal propi d’A, és a dir, un ideal d’A diferent d’A.

Aleshores, existeix un ideal mazimal d’A que conté a.

Corol-lari C.4.7. Tot anell té al menys un ideal mazimal.

C.5
CO0S DE FRACCIONS D’UN DOMINI

Sigui A un domini d’integritat. En el conjunt A x (A \ {0}), definim (a,b) ~ (d/,V) <=
ab’ = a’b, on ~ és una relaci6 d’equivaléncia. La prova que és, en efecte, d’equivaléncia, és prou
senzilla. Solament indicarem la transitivitat:

(a,b) ~ (', V) <= abl =d'b

(a/ b/) ~ (a// b”) — b = a”b'} — (Clb”)bl =a'bb" = d"b'h = (a”b)b’

= ab’ =d"b < (a,b) ~ (a",b").
en I'altima implicaci6 hem hagut d’usar que A és un domini d’integritat, ja que hem aplicat la

propietat cancel-lativa.
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Definicié C.5.1 (Cos de fraccions d’A). Sigui K(A) el conjunt quocient de A x (A \ {0}) per

la relacié d’equivaléncia ~. Posem ¢ la classe d’(a,b) de manera que:

a a

EZF <~ ab =d'b.

Volem definir a K(A) una suma i un producte. Definim la suma per:

a n ¢ ad+be
b d  bd
Volem veure que no depén del representant. Si § = ‘;—,/ is= Z—i, tenim que ab’ = d'b i cd = dd,

per tant, (ad + be)b'd = (a'd + JV')bd i

ad +bc ad +bd

a'd'bd + 'V'bd = adb'd + bb'cd —> R

Per a la suma tenim que el neutre és % i Poposat, —3 = 5%. Per tant, la suma no depén del

representant i esta ben definida. Pel que fa al producte, el definim per:

ac ac
bd bd
Hem de veure que no depén del representant. En efecte, si § = Z—,/ i<= %, tenim ab’ = a’b o
cd = cd i, per tant:
!/
(ac)(V'd) = (a¥)(ed) = (aB)(d) = (') (bd) — - = 2=

Clarament, % és el neutre pel producte. Per tant, K(A) és anell amb aquestes suma i producte.
Tot element no nul de K(A) té inversa, ja que per a § # Ox, tenim que a # 0 i g% = Z—Z = Ig(a)-

Per tant, K(A) és un cos que anomenem cos de fraccions d’A.

Proposicio C.5.2. Siguin A un domini d’integritat, L un cos © g : A — L un monomorfisme
d’anells. Aleshores, existeix un unic monomorfisme de cossos h : K(A) — L tal que g = hoi;

€s a dir, tal que el diagrama:

Figura C.3: Diagrama de C.5.2

commuta.
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C.6
DIVISIBILITAT

Definicié C.6.1 (Elements associats). Dos elements a, b d’un anell A es diuen associats si exis-
teix una unitat u € A (element invertible) tal que b = ua. Posem a ~ b per indicar que a i b s6n

associats. Clarament, la relacié ~ és d’equivaléncia.

Proposicio C.6.2. Sigui A un anell, a,b € A. Si més no un dels dos elements a,b és no divisor
de zero, es compleix:

albibla < a~0b.
En particular, si A és domini d’integritat, aleshores es compleix ’equivaléncia per a tot parell

d’elements a,b € A.

Definicié C.6.3 (Divisors propis). Sia és un element no nul d’un anell A, les unitats d’A i els

elements associats d’a divideixen a. Direm divisors propis d’a els divisors d’a diferents d’aquests.

Definici6 C.6.4 (Element irreductible). Un element a no nul d’un domini d’integritat d’A s’a-
nomena irreductible si no és una unitat i no té divisors propis. Un element a no nul i no unitat

s’anomena compost si té divisors propis.

Definicié C.6.5 (Maxim comu divisor). Siguin A un anell, a,b,d € A. Diem que d és un
maxim comu divisor d’a i b si se satisfan les dues propietats segiients:

I.d|a,d]|bi

2. sic e Asatista que ¢ | aic|b, aleshores ¢ | d.

El maxim comu divisor queda determinat tret d’associats.

Definicié C.6.6 (Minim comu multiple). Siguin A un anell i a,b,m € A. Diem que m és un
maxim comu miultiple d’a i b si se satisfan les dues propietats segiients:
I.a|lm,b|lmi
2. sin € A satisfa que a | nib | n, aleshores m | n.
El minim comd multiple queda determinat tret d’associats.
C.7
DOMINIS EUCLIDIANS

Definiciéo C.7.1 (Domini euclidia). Sigui A un domini d’integritat. Direm que A és un domini
euclidia si existeix una aplicacio 0 : A\ {0} — N tal que:
1. Sia,be A\ {0} ia]|b, aleshores d(a) < 4(b).
2. Divisio entera respecte de d: Donats a,b € A, amb b # 0, existeixen ¢,r € A tals que
a=>bq+rid(r)<dyb),sempre quer #0 (sir =0, a=bq).
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Si A és un domini euclidia i ¢ : A\ {0} — N és una aplicacié que compleix ambdues propietats,

direm que (A, ¢) és un domini euclidia.
Proposicio C.7.2. Tot domini euclidia és domint d’ideals principals.

Definicié C.7.3 (Norma euclidiana). Sigui A un anell. Una norma d’A és una aplicacié N :
A — 7 tal que compleix les segiients propietats:

1. Sia € A, N(a) =0 si, i només si, a = 0;

2. N(ab) = N(a)N(b) per a qualssevol elements a,b d’A.

Proposicio C.7.4. Sigur A un anell que té una norma N ; aleshores:
1. A és domini d’integritat.
2.6 A\ {0} — N definida per §(a) = |N(a)| compleix la primera propietat del domini
euclidia.
N(1)=1.
4. ue A" = N(u) = =+l.

C.8
FACTORIALITAT EN DOMINIS D’IDEALS PRINCIPALS

Definicié C.8.1 (Element primer). Un element p d’'un domini d’integritat A es diu primer si

p és no nul i no unitat, i per a a,b € A es compleix:
plab = plaobép|b.

Proposicio C.8.2. En un domini d’integritat A, un element p no nul és primer si, i només si,

Uideal (p) és primer.

Proposicio C.8.3. En un domini d’integritat, tot element primer és irreductible. En un domini

dideals principals, tot element irreductible és primer.

C.9
DOMINIS DE FACTORITZACIO UNICA

Definicié C.9.1 (Domini de factoritzacié tnica). Un domini d’integritat A es diu domini de
factoritzacio unica si es compleixen les dues propietats segiients:
1. Per a tot element a no nul i no unitat d’A, existeixen elements irreductibles pq,...,p, d’A
tals que a = py -+ p,.
2. Sip,p1,...,pr sOn elements irreductibles d’A i p | py - - - p,, aleshores p és associat amb

algun p;.
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Definicié C.9.2 (Domini de factoritzacio). Si A és un domini d’integritat que compleix la pri-

mera propietat de la factoritzaci6 tnica, direm simplement que és un domini de factoritzacid.

Observacio C.9.3. Tenim que tot domini euclidia és un domini d’ideals principals. Al seu
torn, tot domini d’ideals principals és domini de factoritzacié tnica. Es dona, doncs, aquesta

cadena d’implicacions.

Proposicio C.9.4. Sigui A un domini de factoritzacio. Aleshores, A és domini de factoritzacio

unica st, i només si, tot element irreductible d’A és primer.

Proposicié C.9.5. Per a un nombre enter d lliure de quadrats, lanell Z[\/d] és domini de

factoritzacio.

C.10
FACTORIALITAT EN UN ANELL DE POLINOMIS

Proposicio C.10.1. Sigui A un domini d’integritat. Les propietats segiients son equivalents:
1. A és un cos.
2. A[X] és un domini euclidia.

3. A[X] és un domini d’ideals principals.

Definicié C.10.2 (Contingut d’un polinomi). Sigui f(X) = a, X"+ -+ a1 X + a9 € A[X] un
polinomi amb coeficients en un domini de factoritzacié tnica A. Anomenarem contingut de f

un maxim comu divisor dels coeficients d’f. Denotem per ¢(f) el contingut de f. Tenim, doncs:

c(f) = med(ag, ay, - .., ay).
Clarament, el contingut d'un polinomi d’A[X] queda determinat tret d'un factor d’A*.
Definicié C.10.3 (Primitiu). Direm que f és primitiu si el seu contingut ¢(f) és una unitat.

Definicié C.10.4 (Polinomi primitiu corresponent a f). Donat f € A[X], existeix clarament
un polinomi primitiu f* tal que f = ¢(f)f*. El polinomi f* és tnic en el sentit segiient: si
f=cf, amb ¢ e Ai f primitiu, aleshores ¢ ~ ¢(f) i f ~ f*. Direm que f* és un polinomi

primitiu corresponent a f.

Proposicié C.10.5 (Lema de Gauss). Sigui A un domini de factoritzacié unica. Aleshores,
en A[X] el producte de polinomis primitius és primitiu. Més generalment, si f,g € A[X],

c(fg) ~ c(f)elg)-

Corol-lari C.10.6. Sigut A un domini de factoritzacio unica, K el cos de fraccions d’A 1 f €
A[X] monic. Si f = gh, amb g, h € K[X] monics, aleshores g, h € A[X].
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Corol-lari C.10.7 (Lema de Gauss, versio 2). Siguin A un domini de factoritzacid inica, K el
seu cos de fraccions, f(X) € A[X] un polinomi no nul i g(X), h(X) € K[X] polinomis tals que
f(X) = g(X)h(X). Ezisteizen elements cg, cp, € K i polinomis ¢'(X), ' (X) € A[X] de contingut
1 tals que g(X) = ¢4-¢'(X) 1 h(X) = ¢, W (X), el producte cycp, € A1 f(X) = (cyen)g (X)W (X).
Es a dir, una descomposicié de f(X) en K[X] dona lloc a una descomposicid de f(X) en A[X].

Definicié C.10.8 (Element irreductible, anell de polinomis). Sigui A un domini de factoritza-
ci6 tnica. Un element d’A és element irreductible d’A[X] si, i només si, és element irreductible

d’A (un element d’A[X] de grau positiu no pot dividir un element d’A).

Proposicié C.10.9. Sigui A un domini de factoritzacic unica i sigui f(X) € A[X]. Les condi-
cions seqiients son equivalents:

1. f(X) té grau positiu i és irreductible a A[X].

2. c(f) ~1 (f és primitiv) © f(X) és irreductible a K[X].

Demostracio. Provarem la implicacié cap a baix, =, i cap a dalt, <.

= Suposem que f(X) té grau positiu i és irreductible a A[X]. Tot element irreductible d’A
és irreductible a A[X]. La factoritzacio f = ¢(f)f*, amb f* primitiu, és no trivial (sempre
que ¢(f) no sigui una unitat). Com que f és irreductible, deduim que ¢(f) és una unitat;
¢és a dir, ¢(f) ~ 1. Per veure que f(X) és irreductible a K[X], posem f = gh, amb
g,h € K[X]1igr(h) > 0. Volem veure que g ha de tenir grau zero i, per tant, ha de ser
una unitat de K[X]. Si a és denominador comu dels coeficients de g(X) i b dels de h(X),
tenim que ag i bh sén elements d’A[X] i abf = (ag)(bh) és una factoritzacié d’abf en A[X].
Siguin ¢g*, h* els polinomis primitius corresponents a ag i bh: ag = c(ag)g* i bh = c¢(bh)h*.
Aleshores:

ab ~ c(abf) = c((ag)(bh)) ~ c(ag)c(bh),

pel lema de Gauss i, per tant, f = ug*h*, amb u € A*. Com f és irreductible a A[X] i h*

té grau positiu, ¢* és una unitat d’A[X] i, per tant, ¢* € (A[X])* = A*. En conseqiiéncia,
g* és de grau 0 i g és constant.

< Sigui f € A[X] amb ¢(f) ~ 1, i suposem que f és irreductible a K[X]. Posem f = gh,

amb g,h € A[X], h de grau positiu. Com A[X] C K[X], ¢ ha de tenir grau 0 i, aixi,

g € KNA[X] = A. Ara, la relacio 1 ~ ¢(f) ~ ¢(g)c(h) ~ g - ¢(h) dona que g € A*. Per
tant, f és irreductible a A[X].

|

Lema C.10.10. Sip € A és un primer en A, aleshores p també és un primer en A[X].

Corol-lari C.10.11. Per a tot cos K i tot n > 1, l'anell de polinomis K[X1,...,X,| és un

domini de factoritzacid unica.
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Teorema C.10.12. Si A és un domini de factoritzacid inica, aleshores A[X| és un domini de

factoritzacio unica.

Proposicié C.10.13 (Criteris d’irreductibilitat).
1. Sigui f(X) € AIX], f(X) = ap + a1 X + -+ a, X" Si § és una arrel de [ a K, amb
med(c,d) = 1, aleshores ¢ | ag i d | a,.
2. Sigui f(X) € A[X] un polinomi primitiu de grau 2 o 3. Aleshores, f(X) és irreductible si,

i només si, no té cap arrel a K.

Proposicié C.10.14 (Criteri modular). Sigui f(X) = ap+a; X +---+a, X" € A[X], primitiu,
i suposem que existeir p € A, irreductible, tal que p t a, i que el polinomi f(X) = ag + a1 X +
o+ a, X" € (A/(p))|X] és irreductible (on @ indica la classe d’a € A en el quocient A/(p) pel
morfisme de pas al quocient m: A — A/(p)). Aleshores, f és irreductible en A[X].

Proposicié C.10.15 (Criteri d’Eisenstein). Sigui f(X) = ag + a1 X + -+ + a, X" € A[X]
primitiu i sigui p € A, irreductible en A. Suposem que p | ag,p | ar,...,p| an_1,p | an i p* 1 ao.

Aleshores, f(X) és irreductible.
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