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Resum

Aqui trobarem les demostracions que entren a examen, aixi com d’altres que resulten
utils per a la resolucié de problemes i que, per tant, s’han de conéixer.

Deixarem subratllades les proposicions, teoremes, lemes i corol-laris que ens hem de
saber en particular.



Capitol 1

VECTORS

DEFINICIO D’ESPAI VECTORIAL

Proposicio 1. Un espai vectorial és un conjunt E, els elements del qual anomenarem vectors,
dotat de dues operacions, suma i producte per escalars, que compleixen certes propietats:

1. Suma:
(a) Associativitat: (u+v)+w =u+ (v+w),
(b) Commutativitat: w+ v =v + u,
(¢) Element neutre: 0,
(d) Element oposat: v+ (—v) = 0.
2. Producte per escalars:
(a) Distributivitat: a(u +v) = au + av suma de E; (a+ b)v = av + bv, suma de R.
(b) (ab)v = a(bv),
(¢) v =wv.

SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

Proposicio 2.

1. Un sistema donat d’equacions lineals i el que resulta d’intercanviar dues files de la seva
matriu ampliada tenen exactament les mateizes solucions.

2. Un sistema donat d’equacions lineals © el que resulta de multiplicar una fila de la seva
matriv ampliada per un nombre no nul tenen exactament les mateizes solucions.

3. Un sistema donat d’equacions lineals i el que resulta de sumar a una fila de la seva matriu
ampliada un maltiple d’una altra fila tenen exactament les mateizes solucions.



GAUSS-JORDAN. REDUCCIO COMPLETA

Proposicié 3. Sigui el sistema segiient, al qual hi hem aplicat reduccio completa:

10 0 ... 0 ay, al b
01 0 ... 0 a, a2 b
Do : (1.3.1)
00 0 ... 1 ay,, ...a, b

El sistema corresponent té les mateizes solucions que el sistema reduit per Gauss-Jordan i obte-

o= pl— diﬂxrﬂ _ _ d,llx"
22 = P —a 2t — . —adan
rH " (1.3.2)
ot o= b Al - —ana”
NOMBRES COMPLEXOS
Proposicié 4. Definim:
R*=R xR ={(a,b) | a,b € R}, (1.4.1)
amb la suma
(a,b) + (a',b") = (a+d',b+ 1) (1.4.2)
1 un producte per escalars
c(a,b) = (ca, cb), (1.4.3)

on ¢ € R i R? és espai vectorial amb aquestes operacions. Aleshores, la suma €s associativa;
commutativa; amb element neutre, el (0,0); amb element oposat, (—a, —b).

Proposicio 5. També definim el producte com
(a,b) - (a',b") = (aa’ — bb',al’ + ba'). (1.4.4)

Aleshores el producte és associatiu; commutatiu; amb element neutre, el (1,0); la distributivitat

. . a b .
respecte la suma; element invers: (a + bi) - ( T z) =1.
a? — a? —

INDEPENDENCIA LINEAL. SISTEMES DE GENERADORS

Proposicié 6. Siguin vy,...,v,,. Son vectors linealment dependents si, i només si, un d’ells és
combinacio lineal dels altres.

Definicié 6.1 (Vectors linealment independents). Els vectors vy, ..., v, amb m > 0 son
linealment independents si per a aq,...,a,, € R es compleix:
avy + gy + o A AUy =0 => a1 =...=a,, = 0. (1.5.1)
Definicié 6.2 (Vectors linealment dependents). Els vectors vy, ..., v,, de 'espai vectorial
E son linealment dependents si, i només si, existeixen nombres reals aq,...,a,, no tots nuls
tals que
a1v1 + agUy + ... + ay v, = 0. (1.5.2)



Demostracio.
Si vy, ..., 0, son linealment dependents, tenim una relacié6 de dependéncia a,v; + asvy +
R 6, amb algun coeficient no nul. Aleshores, posant el vector v; en funci6 de la resta,
tenim:

aj a;—1 Q41 A

Vi=———+ " — —Vi—1 — Vi1 — = — —Up- (153)
a; a; a; a;

Per tant, v; és combinacio6 lineal dels altres vectors.
Reciprocament, si v; és combinacié lineal dels altres vectors, tenim que av;+- - -+a;_1v;_1+
@i11Vit1 + QmUm, que implica

avy + -+ ai—1v—1 — v; + A;+1Vi4+1 + AUy = 0, (154)
i el coeficient de v; és no nul. Per tant, vy,...,v,, son linealment independents. [ |
Proposicio 7. Siguin vq,...,v,, linealment dependents i vs, ..., vy, linealment independents.
Aleshores, v és combinacio lineal de vs, . .., Uy,.
Demostracio. Si a1v; + asvs + -+ - + a0, = 0 és una relacié de dependéncia entre vy, v, ..., U,
ia; =0, tindriem asvs + -+ - + a,v, = 0 amb no tots els coeficients nuls, que contradiu que
vy, Vg, . . ., Uy, sON linealment independents. Per tant, a; # 0 i obtenim
a2 A,
V] = ——Vg — -+ — —Upy,. (1.5.5)
aq ay
[ |

Proposicié 8. Qualsevol subconjunt d’un conjunt de vectors independents és també conjunt de
vectors independents.

Proposicié 9. Si vy, ...,v, son generadors d’un espai vectorial E i un d’ells és combinacio
lineal dels altres, el conjunt obtingut traient aquest vector del conjunt inicial també és conjunt
de generadors de E.

Demostracio. Reordenant si cal els vectors tenim v; = byvs + - -+ + b,,0,,. S1 u és un vector de
E qualsevol, tenim u = ajv; 4+ agvy + + -+ + @ Uy = aq1(bova + ... + b)) + agva + - -+ + @ Uy, =
(ag + arbg)vg + + - - + (a1by, + am)vm, per tant u és combinacio lineal de vy, ..., v,,. [ ]

Observaci6 9.1. Si un espai vectorial té un conjunt finit de generadors, diem que és finitament
generat.

SUBESPAIS VECTORIALS

Un subconjunt F' d’un espai vectorial F és un subespai vectorial d’E si, i només si, compleix
les segilients propietats:

1. F és no buit (F # (),
2. I és tancat per a la suma d’'E: u+v € F,u,v € I,
3. F' és tancat per al producte per escalars d’E: au € Fia € Ryu € F.

Proposicio 10 (Subespai generat per un conjunt de vectors). Sigui E un espai vectorial i siguin
V1, ... Uy vectors d’E. Sigui (v, ..., vn,) el conjunt de totes les combinacions lineals dels vectors
V1, ..y Uy Aleshores, (vy,...,v,) €s subespai vectorial d’E.
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BASES D'UN ESPAI VECTORIAL

Proposicié 11. Siguin E un espai vectorial i e1, e, . . . , e, vectors de E. Aleshores, (e1,es,...,¢e,)
és una base de E si, 1 només si, per a tot vector v de E existeizen nombres reals ay,ao, ..., a,
unics tal que

v =aje; + ases + - - + ape,. (1.7.1)

Definicié 11.1. Un conjunt ordenat de vectors eq, es,...,e, d'un espai vectorial E es diu base
de E' si, i només si, és un conjunt de vectors linealment independents i que generen E.

Demostracio.

Suposem que (eq,és,...,6,) és una base de E. Sigui v un vector de E. Tenim v =
aie1 + ases + - - -+ ane,, amb aq,...,a, € R, ja que ey, es,..., e, generen K. Hem de veure que
ai,...,a, soOn anics. Suposem v = biey + boes + - - - + bre,. Restant les dues igualtats obtenim:

0= aje; +ases + -+ ape, — (biey +boea + -+ -+ bpe,) = (a3 —by)eg + -+ -+ (a, — by)en, (1.7.2)

que implica, per ser e, es, ..., e, linealment independents, a; — by =0 = a; = by, as — by =
0 = ay=0by,...,a,—b, =0 = a, =b,.

Suposem que per a tot vector v de E existeixen nombres reals a, ao, ..., a, unics tal que
v = ajey+ases+---+ane,. Aleshores, tenim que tot v de E és combinacio6 lineal de ey, es,.. ., €,

i, per tant, tots aquests vectors generen E. Vegem que ey, es, . .., €, son linealment independents.
Tenim0=0-e;+0-e3+0-e3+---+0-¢, i, per hipotesi, 0 només s’escriu d'una forma com a

combinacio lineal de eq, e, ..., ¢e,. Per tant, no existeix cap relacié de dependéncia lineal entre
€1,€9,...,€En.
Hi tenim una versié més simplificada al darrere dels apunts. [

Teorema 12 (de la base). Tot espai finitament generat té una base.

Demostracio. Si l'espai vectorial F és finitament generat, existeixen vectors en nombre finit
v, ..., 0 talsque B = (v, ..., v,). Sielsvectors vy, ..., v, son linealment independents, son base
de FE. Sino, un d’ells és combinaci6 lineal dels altres, ja que els vectors vy, ..., v, s6n linealment
dependents si, i només si, un d’ells és combinacié lineal dels altres. Reordenant els vectors
v1,...,0, si cal podem suposar que v, és combinaci6 lineal de la resta de vectors. Aleshores,
utilitzem que si vy, ..., v, son generadors d’un espai vectorial E, i un d’ells és combinaci6 lineal
dels altres, en aquest cas el vector v,, el conjunt obtingut traient aquest vector del conjunt inicial
també és conjunt de generadors de E. Aleshores, vy,...,v,_1 generen E. Repetim el procés fins
a obtenir un conjunt de generadors que siguin linealment independents, és a dir, una base de F.
Com comencem amb un nombre finit de vectors, obtenim una base de F en un nombre finit de

passos. |
Lema 13 (de Steinitz). Sieq, es, ..., e, formen base de E i vy, vs, ..., v, son vectors linealment
independents de E, podem substituir r vectors de la base ey, es, ..., e, pels vectors vy, v, ..., v,

de forma a obtenir una nova base de E. En particular, es compleiz r < n.
Demostracio. Dividim la demostracié en diversos passos:

1. Veiem primer que podem substituir un vector de la base e, es, ..., e, pel vector v; de
forma a obtenir una nova base. Com que ey, e, ..., e, formen base de F, tenim v; =
are1tazeat- - -+apen. Com v forma part d'un conjunt de vectors linealment independents,
tenim que vy # 0, ja que si el conjunt de vectors contingués el vector 0, aleshores seria



un conjunt de vectors linealment dependents. Per tant, no tots els coeficients son nuls.

Reordenant la base ey, e, ..., e,, si cal, podem suposar a; # 0. Aleshores, tenim:
1 asy Qp,
€1 = —UVU] — —€y — +++ — —€,. (1.7.3)
ay ax ax
Vegem que vy, v, ...,¢€, és base de F.

(a) Vegem primer que son linealment indepdents. Suposem:
bl’Ul + b2€2 + 4 bnen = 6 (174)
Substituint en aquesta igualtat 'expressio de vy en la base eq, ..., e, obtenim:

bi(arer + azea + - -+ + aneyn) + boea + - - + bpen, = biase; + biages + -+ - +
+ brane, + baes + - - - + bpe, = brajer + (brag + ba)eg + - - - + (bra, + by)e,. (1.7.5)

Com els vectors ey, es,..., e, son linealment independents, aquesta igualtat implica
bia; = 0,b1as + by =0,...,bia, +b, =0. Com a; # 0, implica b; = 0, i, substituint
a les altres igualtats, anem trobant b = 0,...,b, = 0. Hem provat, doncs, que
bi,...,b, = 01 conseglientment, vy, es, ..., e, sén un conjunt linealment independent.
(b) Vegem ara que vy, ea, ..., e, generen E. Si u € E tenim u = cie1 + caea + - -+ + ¢pep,
ja que ey, e, ..., e, generen E. Substituint:
elzimf%egfu 7%677‘ 1 as ap,
U = C1e1+Coeo+- - -FCpey u=c|—v——e—-——e,
aq aq aq
(&1 Co — Q2 Cp — Q
+ g + -+ cpe, = —v1 + ey + -+ —Te,. (1.7.6)
ai ai ai
Per tant, el conjunt vy, es, ..., e, genera F.

2. Suposem ara que, per a s < r, hem substituit s vectors de la base ey, es, ..., €, pels vectors
v1, Vs, ..., Vs de forma a obtenir una nova base i vegem que podem substituir-ne un més
per vgyq de forma a obtenir una nova base. Reordenant ey, es, ..., e, si cal, podem suposar
que vy,...,Vs, €511, €, €s base de E. Escrivim el vector v, en aquesta base:

Vg1 = d1U1 + -+ dSUS + ds+163+1 + -+ dnen. (177)
En l'apartat 1 d’aquesta demostracié hem provat que podem substituir per v,,; un vector
de la base que tingui un coeficient no nul en (1.7.7). Si fos d; = 0 per a tot j amb
s+ 1 < j < n, vgy seria combinaci6é lineal de vy, ..., v, 1 aixd no pot ser, ja que sén
vectors linealment independents per hipotesi. Es aixi com podem substituir un dels vectors
€sily---5CEn PET Vgiq.

Nota: 1 d’aqui deduim directament que per a qualsevol conjunt de vectors de F, linealment
independents, existeix una base de E que els conté. ]

Proposicié 14. Sigui E un espai vectorial de dimensio n.

1. n wvectors linealment independents d’E formen base d’E.

2. n vectors d’E que generen E formen base d’E.

Proposicio 15. Sigui E un espai vectorial i F' un subespai vectorial d’E. Es compleix

1. dim F < dim F,
2. dimF =dmFE — F =F.



RANG D’UN CONJUNT DE VECTORS

Proposicié 16. Siguin vy, ve, . .., v, vectors d’un espai vectorial E. El subespai d’E que generen
V1, V2, -« -, Uy MO varia si (1) intercanviem dos dels vectors, (2) si multipliquem un dels vectors
per un escalar no nul i (3) si sumem a un dels vectors un mailtiple d’un altre.

Proposicié 17. Sigui E un espai vectorial, (eq,ées,...,€,) una base de E i vy,..., v, vectors

d’E.

1. El rang de vy, ..., v, €sigual al nombre de files no nul-les de la matriu resultant d’aplicar
reduccio a la matriu que té com a files les coordenades dels vectors vy, ...,v, en la base
(61, €, ... ,€n).

2. Els vectors que tenen com a coordenades en la base (e, ea,...,€,) els coeficients de les
files no nul-les de la matriu reduida anterior formen una base de (vy,..., Vp).

Teorema 18 (de Rouché-Frobenius). Sigui S un sistema d’equacions lineals amb n incogni-
tes. A la matriu de S i (A|b) la matriu ampliada de S. Tenim:

1. rg A < rg(Alb).
2. S és compatible si, i només si, rg A = rg(Alb).
3. Si S és compatible, aleshores té n —rg A graus de [libertat.

Demostracio. Escrivim la matriu ampliada del sistema com

al al - al bt
a? a3 - a2 b
(Afb) = N E (1.8.1)
al® ayt oo oa™ b
i la matriu obtinguda per reduccié a partir d’(A|b) com
ar @y a, --- a - a, o
0 a a --- a --- a B
Ap)= | e L] (1.8.2)
0o 0 0 ... @ ... a, b
00 0 ... 0 ...00"
0 0 0 0 0o "
i A seria, doncs,
a; ay a ar ar
0 a3 a3 a? a?
(A) = (:) (1) . - a a . (1.8.3)
0 0 O
0 0 O 0 0



1. Si utilitzem que el rang d’una matriu M és igual al nombre de files no nul-les de la matriu
resultant del procés de reduccié aplicat a la matriu M, aleshores el rang d’A és igual al

nombre de files no nul-les de la matriu A. Si b’ =0, Vi, r < i < m, la matriu (AJb) és
reduida i tenim doncs rg A = rg (A[b). Si tenim b # 0, per a algun io amb r < iy < m,
intercanviant la fila ig amb la fila r + 1, podem suposar doncs pH # 0. Llavors, per a
1, 7+ 1 <1 < m, substituim la fila f; per la fila f; — %fﬂrl i obtenim la matriu

al ay ai --- a - al s
0 a a --- a --- a S
(@Apy=|: = A (1.8.4)
00 0 ...a@ ..a b
0 0 0 0 0o v
00 0 ... 0 ... 0 "
Aleshores, tindriem rg (A]b) =r+1=1+rg A. (1.8.4) és 'expressié matricial del sistema
segiient:
( —
alel +ala? +alad +.. . +ala’+ ... +aa" = b
@@+ .. 4@ +.. . +a@a = b
@ . raa = b (1.8.5)
0 B?"Jrl
0= b
\

2. Sabem que un sistema d’equacions lineals és compatible si, i només si, Y= 0, Vi, r <1 <
m. Pel punt anterior, aquesta condici6 equival a rg A = rg (Ab).

3. Finalment, hem vist que quan el sistema és compatible, aquest té n — r graus de llibertat,
on n és el nombre d’incognites i 7 el nombre de files no nul-les de la matriu A|b, i com que
el rang d’una matriu és igual al nombre de files no nul-les de la matriu resultant del procés
de reducci6 aplicat a la matriu, tenim que r = rg A.

|
Observacié 18.1. En particular, si Y= 0, Vr <1 < m, podem distingir:

1. De l'equaci6 r podem aillar 2" en funci6 de "1, ... 2" per ser @’ # 0. Substituint
aquesta expressio en 'equacié anterior, obtindrem z"~! en funci6é de "%, ..., 2". Per a
ualsevol valor real que donem a "1, ... 2" tindrem una solucié de I'equacié. Anomenem

) )
2" ™! variables lliures del sistema. Diem en aquest cas que el sistema és compatible i

indeterminat amb n — r graus de llibertat.

2. L’equaci6 n és
ar, =0, (1.8.6)



que dona x" = g—z Substituint aquesta expressié en ’equacié anterior obtenim el valor de

n

2", per ser a’~] # 0. Procedint d’aquesta forma, obtenim un valor per a cada incognita.
El sistema té doncs una tnica solucié. Diem que és compatible i determinat.

EQUACIONS D'UN ESPAI VECTORIAL

Proposicié 19. El conjunt de solucions d’un sistema d’equacions lineals homogeni d’n incognites
és un subespai vectorial d’'R"™ de dimensio n —r, on r €s el rang de la matriu del sistema.

Corol-lari 20. Si les solucions d’un sistema S d’equacions lineals homogenies s’expressen com
a (1.8.2) amb b* = ... =b" = 0, una base del subespai vectorial de solucions de S esta formada
pels vectors vy, ..., U,_,, tals que vy s’obté donant a les variables lliures els valors 1,0,...,0; vg,
els valors 0,1,0,...,0; ...; v,_, 0,0,...,0,1.

Proposicié 21. Si F' és un subespai vectorial de R™ ¢ dim F' = d, existeix un sistema S de n—d
equacions lineals homogénies independents tal que el conjunt de solucions de S €s igual a F.

Demostracio. Si F' = R"™, ja hem acabat: el sistema d’equacions buit és sistema d’equacions de
F. Suposem que F' # R™. Com que el conjunt de solucions d’un sistema d’equacions lineals
homogeni de n incognites és un subespai vectorial de R™ de dimensié n —r, on r és el rang de la
matriu del sistema, aleshores si .S és un sistema d’equacions lineals homogénies en n incognites
tenim que el conjunt de solucions de S és subespai vectorial de R™. Per tant, si vy,...,v4 és
una base de F' i vy,...,vq s6n solucions de S, qualsevol vector de F' és també solucié de S.
Busquem equacions de les quals vy, ..., vq siguin solucions. Si tenim v; = (b}, b?, cee b;?), una
equacio lineal a1zt + asa® + ... 4+ a,a™ té vy, ..., vy com a solucions si es compleix

arb; + asb; + ...+ anb) =0, 1 < j < d. (1.9.1)

Els coeficients de les equacions que busquem soén, doncs, solucions d’aquest sistema amb incogni-
tes (a1, as, ..., a,). Com els vectors v; son linealment independents perqué son base, el sistema
(1.9.1) té rang d i, per tant, té n — d solucions independents. Si aquestes sén

(at,ay,...,al), (a2 a2,.. ., a2), ... (a7 % a3 ... a"%), (1.9.2)

’'n r'n

el sistema
aiyr +adys + ... +ary, = 0
2 2 2
a1 +asys + ... +ary, = 0
' ? , (1.9.3)
a’f‘dyl + ag_dyg +...+ az_dyn =0

és de n — d solucions independents i té com a soluci6 els vectors de F'. Queda veure que tota
solucié d’aquest sistema és de F'. Sabem que les seves solucions formen un subespai G de R" de
dimensiéo n — (n —d) = d. Com tenim F' C G i dim F' = dim G, obtenim la igualtat. Per tant,
és un sistema d’equacions de F. [ |

Corol-lari 22. Si el subespai vectorial F' té base vy, ..., vq, amb v; = (b}, b3,...,07"),1 < j <d,

el sistema de les equacions que tenen com a coeficients n — d solucions independents del sistema
bizi +bjza+ ...+ b2, =0,1<j<d, (1.9.4)

€s un sistema d’equacions de F'.



INTERSECCIO I SUMA DE SUBESPAIS VECTORIALS. FORMULA DE
GRASSMANN

Proposicio 23. Sigui E un espai vectorial. Siguin F,G, H subespais vectorials d’E. Es com-
pleizen les segiients propietats:

1. FNGCE,

2. FUG == FUGCFE,

3. F—I—G:{uGE’u:anw, per certs v € F,w € G},
4. F+G CE,

5 F+G)+H=F+(G+H) N F+G=G+F,

6. FCHi1GCH = F+GCH.

Nota: No cal saber-se la segiient proposicié!

Proposicié 24. Sigui E un espai vectorial amb base (e, ea, ..., e,). Siguin F el subespai de E
amb equacions f1 = 0,..., fn_r =01 G el subespai de E amb equacions g1 = 0,...,¢,_s = 0.
Aleshores, un sistema d’equacions lineals independents al sistema fi1,= 0,..., fo_r = 0,91 =
0,...,9n—s = 0 és un sistema d’equacions de F'NG.

Demostracio. Clarament un vector és de F'N G si, i només si, compleix les equacions de F' i les
equacions de G simultaniament. Aleshores, F' N G és igual al conjunt de solucions del sistema
f1=0,fo=0,....fnr=0,01=0,90=0,...,9,_s = 01 al del sistema equivalent a aquest. H

Teorema 25 (Férmula de Grassmann). Si F' i G son subespais vectorials d’un espai vectorial
E, es compleix la igualtat

dim F + dim G = dim(F + G) + dim(F N G). (1.10.1)
Demostracio. Sigui uq, ..., u, una base de F'NG.

1. Com FFNG C F, els vectors ug, ..., u, son linealment independents en F. Per tant, com
que per qualsevol conjunt de vectors linealment independents existeix una base d’un espai
vectorial que els conté, llavors existeix una base de F' que conté els vectors uq, ..., u,.
Escrivim aquesta base com uy, ..., %, Upi1, ..., U

2. Com FFNG C G, els vectors uq, . .., u, son linealment independents en GG. Llavors, existeix
una base de G que conté els vectors uq, ..., u, tal que uy, ..., up, wrpq, ..., Wg.

Ara volem provar que wq, ..., Up, Ups1, .-« Up, Wrat,---, Wy és base de F'+ G. Si u és qualsevol

vector de F'+ G, tenim u = v + w, per certs v € F, w € G. Definim v i w:

V=a1u1 + -+ QU F+ A Vpp1 0 G U,

1.10.2
w=byuy + -+ bup + bWy + - - - + brw, ( )
per certs nombres reals aq, ..., amy,b1....,b,. Definim ara v com la suma de v i w.
u=v+w=(au; + -+ QU + QGi1Vrp1 + -+ + V)
+ (blul +---+ brur + br+1wr+1 + -+ bkwk) (1103)

- (U,l + bl)ul + e + (a’r‘ + br)u'r + ar—&—l”r—i—l
+ 4 Uy + bWy + - - -+ bpwi.
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Per tant, wy, ..., %, Vi1, - Um, Weit, - .., W generen F + G. Ara comprovarem que son lineal-
ment independents:

ajug + -+ @ty + Qr Vg1 + - F QU + bWy + - -+ bpwg = 0. (1.10.4)

D’aqui, volem implicar a; = 0,...,a,, = 0,b,.1 = 0,...,b, = 0 per demostrar que sén base.
Operant, obtenim:

aiur + -+ au, + Ap41Up41 + -+ AUy = _(br+1wr+1 + -+ bkwk) (1105)
Definim el vector t, que compleix:
t=ayu + -+ aty + Gy Vg1 + o A U = — (b weiy + - -+ brwy). (1.10.6)

Com que t és combinaci6 lineal dels vectors de la base de I, tenim t € F. De la mateixa manera,
com t és combinacio lineal de vectors (no diu que sigui la base!) de G, tenim que t € G. Llavors,
t € FNG i, per tant, t és combinaci6 lineal dels vectors de la base de F'N G:

t = —(bpp1Wrg1 + -+ - + bpwy) = crug + - - + cu,, (1.10.7)
que implica
cuy + -+ Cpty + bpyqwey + - - + bpwy, = 0, (1.10.8)
que és una combinacié lineal igualada a 0 dels vectors de la base de G. Per tant, tots els
coeficients s6n nuls i, en particular, b.,1 =0, ..., b, = 0. Substituint:
a1y 4 -+ F Ay 4 Q1 Urpr + -+ -+ AUy + 0 Wygy + -+ 4 0 - wy, = 0, (1.10.9)
és a dir,
ajuy + -+ @ty + Ay Vg1 + 000+ AU, =0, (1.10.10)
que és una combinaci6 lineal de la base de F' igualada a 0. Com s6n vectors linealment inde-
pendents, a; = 0,...,a, = 0. Obtenim a; = 0,...,a,,, = 0,b,47 = 0,...,b, = 0 tal i com
voliem. |

SUMA DIRECTA. SUBESPAI COMPLEMENTARI

Proposicioé 26. Siguin E un espai vectorial, F' i G subespais vectorials d’E. Les condicions
seqiients son equivalents:

1. F i G estan en suma directa.

2. FNG = {0}

3. La reunio d’una base de F i una de G és base de F' + G.
4. dim(F 4+ G) = dim F + dim G.

10



Demostracio.

° Provem primer la implicaci6é d’esquerra a dreta. Suposem que F' i GG estan en

suma directa. Llavors,

Vu € F+G, Jve F,we G tnics | u =0+ w. (1.11.1)

Si existis un vector v no nul a F'N G tindriem que 0 = 0+ 01 0 = v + (—v) sén dues
maneres d’escriure el vector 0 de F + G com a suma d’'un vector de F i un de G. Aquest
fet contradiu (1.11.1) i, per tant, F NG = {0}.

Provem ara la implicaci6 de dreta a esquerra. Suposem que FNG = {6} Siguiu € F4+G
i suposem u = v; + wy; = Vg + Wo, V1,V € F,wy,wy € G. Hem de provar que v; = vy i
w1 = ws, és a dir, la unicitat dels vectors de la suma directa. Operant,

V1 F W) = Uy + Wy <= V] — Vg = Wy — W1. (1.11.2)

Posem t = v;—v9 = wo—w;. Com vy, vy € F| llavorst € F. Analogament, com wy, wy € G,
tenim t € G. Aixi, t € FF N G. Com, per hipotesi, F NG = {0}, t = 0, que implica

v-v = 0 = w=w (1.11.3)
wy—wy = 0 = . o

Si FNG = {0}, és dim(F N G) = 0 i, per la formula de Grassmann:
dim(F + G) = dim F' + dim G. (1.11.4)

Sabem que la reuni6 d’una base de F' i una base de GG és un conjunt de generadors de
F+G. A més, aquest conjunt de generadors forma una base de F'+G, ja que dim(F+G) =
dim F 4+ dim G. Es a dir, en aquest cas particular com és la suma directa, la reunié d'una
base de F' i una base de GG ens dona una base de F' + G.

3. => 4.|Es immediat per (1.11.4).
Si dim(F + G) = dim F' 4+ dim G, la formula de Grassmann ens dona
dim(F NG) =dim F + dim G — dim(F + G) = 0. (1.11.5)

Per tant, F NG = {0}.

Proposicié 27. Siguin E un espai vecgorial, F' 1 G subespais vectorials d’E. Es compleix

1.
2.

FNG={0}idimE =dimF +dimG = G és suplementari de F en E,

F+G=FidimF =dimF +dimG = G és suplementari de F' en F.

Proposicio 28. Sigui F' un subespai de l’espai vectorial E. Aleshores, existeir un suplementari

G deF'en E.
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Capitol 2

MATRIUS

RANG D'UNA MATRIU

Nota: No cal aprendre’s la segiient demostracio.
Proposicié 29. El rang d’una matriu és igual al rang dels seus vectors columna.

Demostracio. Sigui A la matriu (a;)lgigm, i posem com a r el seu rang. Volem veure que
1<g<n
existeixen r vectors columna d’A tals que els restants vectors columna d’A sén combinacio lineal

d’aquests r. Aquest fet implicara que el subespai d’'R™ generat pels vectors columna d’A té un
conjunt d’r generadors i, per tant, dim < r. En altres paraules, el rang dels vectors columna
d’Aés <r.

Considerem el sistema d’equacions lineals homogénies amb matriu A, és a dir:

alz' +adx? + ... +ala® = 0
ajrt +adx? + ...+ diz" = 0

! ? (2.1.1)
atz' +abz* + ... +alz" = 0

Com és un sistema homogeni, és compatible i, com té rang r, aleshores té n — r graus de
llibertat. Reordenant si cal les columnes d’A, podem suposar que "1, ..., 2" son les variables
lliures. Donant a una de les variables lliures el valor 1 i a la resta el valor 0, obtenim solucions
les quals tenen la segiient forma:

vy = (b%,...,b,1,0,...,0),
vy = (b2,...,%,0,1,0,...,0),

»Yr

. (2.1.2)
Upr = (BT, ... ;bﬁ_r, 0,0,...,1).
Escrivim que la primera d’elles és soluci6. Aleshores:
aiby +a3by + ... +a;bt +al,, = 0
aibl 4+ a3by + ...+ a’by +a?,, - 0 (2.1.3)

afbl +a’by + ...+ alby +a, = 0

12



Si ho posem en forma matricial,

aj ay a, Uy py 0
a? a3 a? a? 0
3 I IR ISR B IS I I e (2.1.4)
ay’ ay' ay" rly 0
és a dir,

Appr = b1 A —biAy — ... —bIA,, (2.1.5)
si considerem la columna A;, 1 < j < n, la columna j de la matriu A. Tenim, doncs: A, €
(Aq,..., A.). Analogament, procedint amb les altres solucions, obtenim successivament A, 5 €
(Ay, ... AL, ... Ay € (A, ..., Ay, Aixi, obtenim:

(Ay, .. A = (A, AL A, A, (2.1.6)

la qual cosa ens diu que els vectors columna d’A tenen rang menor o igual que el rang d’A.

Apliquem aquest resultat a la matriu transposada d’A, AT. Obtenim aixi que el rang d’A, que
és el rang dels vectors columna d’A” és menor o igual al rang dels vectors fila d’A”’, que sén els
vectors columna d’A. Deduim la igualtat. D’aqui es dedueix un corol-lari molt simple, el qual
diu que el rang d’una matriv A €s igual al rang de la seva matriv transposada AT |

MATRIU INVERSA D’UNA MATRIU QUADRADA

Lema 30. Sigui A una matriun x n. St B és inversa per 'esquerra d’A i C' és inversa per la
dreta d’A, B = C.

Definicié 30.1. Si A és matriu n x n, diem que una matriu B de n X n és inversa per
I’esquerra d’A si compleix BA = Id,.

Definici6é 30.2. Si A és matriu n X n, diem que una matriu C' de n X n és inversa per la
dreta d’A si compleix AC = Id,.

Demostracio. Tenim B = Bld,, = B(AC) = (BA)C = 1d,,C = C. [
Teorema 31. Una matriv A d'n X n té inversa si, 1 només si, rg A =n.

Aquest teorema es dedueix directament del segiient lema.
Lema 32. Sigut A una matriu n X n. Es compleix que:

1. Si A té inversa per la dreta, aleshores rg A = n.
2. Si A té inversa per l’esquerra, aleshores rg A =mn.

3. Sirg A=n, aleshores A és invertible.

Demostracio.

1. Suposem que A té inversa per la dreta, C'. Tenim, doncs: AC' = Id,,. Aquesta igualtat és
equivalent a les n igualtats

GAI+ Ay + .+ A, =1,1<j<n, (2.2.1)
on C' = (C;)lgign,Aj, 1 < j < mn, son les columnes de la matriu A i I;,1 < j < n soétn les
<n

VA

columnes de la matiu identitat. De (2.2.1) deduim que [; és combinacié de les columnes
d’A, V1 <j<n.
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Com els vectors columna de la matriu indentitat son base de R”, tenim que R" = (I, ..., I,) C

(A1,...,a,). Per tant, els vectors columna generen R" i obtenim rg A = n.

2. Suposem que A té inversa per I'esquerra, B. Aleshores, BA = Id,, i, per tant, AT BT = Id,,,
és a dir, BT és inversa per la dreta d’AT. Per 1., aixo implica rg AT = n i, aplicant 29,
obtenim rg A = n.

3. Suposem rg A = n. Hem de provar que, aleshores, A és invertible. Provarem primer que A
té inversa per la dreta. Hem de provar que existeix una matriu n xn, C, tal que AC' = Id,,.
Aquesta igualtat equival a les n igualtats AC; = I;, 1 < j < n, on C} és la columna j de
C'i I; la columna j de la matriu identitat.

Hem de veure que els n sistemes d’equacions lineals AC; = I;, amb incognites els coeficients
cjl-, ..., % de la columna Cj de C, tenen solucié. Com per a tots ells la matriu és A, que t¢
rang n per hipotesi, son sistemes compatibles i determinats i per tant existeix una inversa
unica per la dreta d’A.

Hem provat que tota matriu quadrada amb rang igual a n té inversa per la dreta. Si

rg A = n, tenim rg AT = n i, aplicant el que ja hem provat, existeix una matriu n x n, B,

tal que AT B = Id. Aleshores, BT A = Id,,, és a dir, A té invers per l'esquerra i per 32, A

és invertible.

|
PERMUTACIONS
Proposicié 33. Si o, 7 son permutacions de n elements, es compleix (o7)™! = 77171
Proposicié 34. Tota permutacid és producte de transposicions.
Definici6é 34.1 (Permutacions). Considerem un enter n > 2 i el conjunt C' = {1,2,...,n —

1,n}. Una permutacié d’n elements és una bijeccié o de C' en C. Per tant, cada enter i € C' té
una imatge (i) per o i tenim o(i) = 0(j) = @ = j (és injectiva). Al seu torn, tot enter de C
¢és o(i) per a un unic i € C (és exhaustiva). Denotarem per S, el conjunt de les permutacions
d’n elements.

Definici6é 34.2 (Transposicid). Una transposici6 és una permutacioé que deixa fixos tots els
elements de C' excepte dos que es corresponen I'un amb 'altre per la transposicio.

o (1 =1 i il e j 41 e
(”)_(1 e =1 § il e i L e n> (2.3.1)

Sigui ¢ una permutacié d'n elements.
1. Si o = Id, tenim (4, 5)(,j) = (4, 7)?, per tant és un producte de transposicions.

2. Sio # 1d, sigui iy 'enter més petit que no és fix per 0. Tenim o(i;) = j; # i;. Considerem
la transposicié 7 = (i1, j1) i fem el producte mo. Per a i < iy, tenim 7 (0 (7)) = 71(i) =i i
71(0(i1)) = 7(j1) = 41. Oer tant, 'enter més petit que no és fix per 7o és més gran que ;.
Posem com a iy aquest enter i jo, = (770)(i2). Considerem la transposicié 7 = (is, j2) i fem
el producte mym0. Per a i < iy, tenim 797 (0(i)) = 7o(71(i)) = i i 72(11(0(42))) = 12(J2) =
19. Per tant, 'enter més petit que no és fix per /70 és més gran que i». Repetint el procés,
obtenim transposicions 71, 7, ..., 7, tals que 7. ... 7o = Id i, per tant, 0 = 175 ... 7,.
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Proposicié 35. En el conjunt S, de permutacions de n elements hi ha exactament el mateizx
nombre de permutacions parelles que de permutacions senars.

Demostracio. Posem A, el conjunt de permutacions parelles de n elements. Aleshores, el conjunt
de permutacions senars d’'n elements és el complementari de A,n en .S,,. Sit és una transposicio
i 0 és una permutacio parella, aleshores ot és una permutacié senar. Podem definir, doncs, una
aplicacio:

fiA,— S\ 4,

o — ot. (2.3.2)
Ara, com t? = Id, 'aplicaci6
: A A
g Sn\ An — Au, (2.3.3)
p— pt,
compleix que go f = Idy, i fog=Idg,a, iés, doncs, la inversa de f. Per tant, f és bijectiva
i els dos conjunts A, i S, \ A, tenen el mateix nombre d’elements. [ |
DETERMINANTS

Proposicié 36 (Alternancia). Si una matriv quadrada té dues columnes iguals, aleshores el
seu determinant és 0.

Definici6 36.1 (Determinant). El determinant d’una matriu quadrada n X n és un nombre
associat a la matriu que compleixi que el determinant és nul si, i només si, la matriu té rang
<n.

Definicié 36.2. Per a A = (aé-)l@gm, definim:

1<j<n

det(A) = Z e(a)af(l)ag(g) ALE (2.4.1)

n
oESy

Aixi doncs, el determinant d’una matriu n X n és una suma on cada sumand correspon a una
permutacié o de n elements. El sumand correspon a una permutacié o de n elements. El sumand
corresponent a la permutacio o és el producte d’un element de cada fila i columna de forma que
I'index de fila és la imatge per ¢ de I'index de columna i el sigme del sumand és la signatura de
.

Demostracio. Sigui A = (a§)1<i<n i suposem columnes k i ¢, amb k£ < /¢ son iguals. Posem
1<j<n

t = (k,{). Com en el conjunt S, de permutacions de n elements hi ha exactament el mateix
nombre de permutacions parelles que de permutacions senars, aleshores o — ot defineix una
bijeccio d’A, en S, \ A,. Per a una permutaci6 parella fixada, el sumand corresponent és

. .ag(k) . a?(g) al™, (2.4.2)

o
a, n

i la signatura, e(0) = +1. El corresponent a ot:

(1)) o (t(k))

—a(f Sy . az(t(f)) L attm) =

n

—aV a0 ag® e, (24.3)

n

ja que €(ot) = —1. Ara, com les columnes k i ¢ d’A son iguals, tenim que az(z) = ag(é) i

ag( ) = aZ( ). Per tant, el sumand corresponent a ot és igual al corresponent a ¢ amb el signe
canviat. Tenim, doncs, que cada sumand corresponent a una permutacio parella ¢ s’anul-la amb

el sumand corresponent a la permutacio senar ot i el determinant, per tant, és igual a 0. |
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Nota: d’aqui deduim els segiients corol-laris, que no demostrarem ni cal estudiar, pero sén
atils en resolucié de problemes.

Corol-lari 37. Si una columna d’A és combinacid lineal de les altres columnes, A; = Zk;ﬁj br Ay,
aleshores det A = 0.

Corol-lari 38. Si a una columna d’A li sumem una combinacio lineal de les altres columnes, el
determinant d’A no varia.

Corol-lari 39. Si intercanviem les posicions de dues columnes d’A, el determinant d’A canvia
de signe.

Corol-lari 40. Si permutem les columnes d’A, el determinant no varia si la permutacid €s
parella i canvia de signe si la permutacio és senar. En altres paraules,

det(Ag(rys - - - Aomy) = €(0) det(Ay, ..., Ap). (2.4.4)
Proposicio 41. Si A, B matrius quadrades n x n, aleshores es compleix det(AB) = det Adet B
Demostracio. Si A té columnes Ay, ..., A, 1 B = (b})1<r<n, les columnes d’AB son
1<s<n
<Z blA;Y WAL Y bg‘ijn> (2.4.5)
Ji=1 Jjo=1 Jn=1
Definim un lema auxiliar:
Lema 42. Sigui A una matriunxn i siguin Ay, ..., A, les seves columnes. Si Ay és combinacio
lineal de vectors columna C4,...,C,, Ay = ZZ:l b,Cy es compleix:
det(Al, Ce 7Ak_1, ZZ:I bgOg, Ak+1, Ce ,An) = (2 4 6)
:Zzzlbgdet(Al,...,Ak_l,Cg,Ak+1,...,An). o
Usant aquest lema per a cada columna, tenim:
det(AB) = det <Z;L1:1 bjllAjp 2?2:1 bézAjQ’ SR Z?nzl b%"Ajn> = (2'4'7)
= Z;Ll,...,jnzl b{lb%Q e b,zln det(Ah , AjQ, e ’Ajn)‘
En D'expressié anterior, els determinants que tenen dos dels indexs jy, ..., J, repetits son nuls i
els podem descartar. A cada un dels restants, amb ji,..., j,, tots diferents, podem associar la

permutacio

0=<.1 2 7.1), (2.4.8)
Juv J2 oo n

i reescriure el corresponent sumand usant (40):
bjil b? e bvjmn det<Aj1 ) Aan . 7Ajn) = bclr(l)bg@) s bz(") det(Aa(1)7 AJ(2)7 . 7Aa(n)) =
= ()b VB3? b7 det(Ay,. .., A,). (2.4.9)

Com les n—ples (ji1,...,J,) sense indexs repetits es corresponen bijectivament amb les corres-
ponents permutacions i hi apareixen totes les permutacions de S,,, obtenim a partir de (2.4.6):

det(AB) =Y, o e(@)bMo5® 67" det(Ay,. .., A,) =

n 2.4.10
= (e(a)bTVB5P b7 ™) det(Ay, ..., A,) = det Bdet A ( )
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Proposicié 43. Per a qualsevol matriu quadrada A, es compleiz det(AT) = det A.

Observacié 43.1. Amb l'anterior proposici6 obtenim que fins a 40 els enunciats sén igualment
valids si canviem columnes per files.

Proposicio 44. Si A és matriu n X n, es compleix:

177

det A=Y alAl (2.4.11)
j=1

per a qualsevol columna j d’A. En altres paraules, obtenim el determinant d’A com la seuma de
cada coeficient de la columna j multiplicat pel seu adjunt.

Definici6 44.1. Si A = (aj-)l@;gn, diem menor complementari del coeficient aé- de la matriu
) 1<isn

A i denotem per Z; el determinant de la matriu (n — 1) x (n — 1) que s’obté traient a A la fila

¢ 1 la columna j.

Definici6 44.2. Diem adjunt d’a’ i denotem per A} el producte de (—1)"*7 per Z;
Teorema 45. Una matriu n X n té rang n si, i només si, det A # 0.

Demostracio. Si rg A < n, una de les columnes d’A és combinaci6 lineal de les altres. Aixi,
els vectors columna d’A sén linealment dependents i, a més, per 37, si una columna d’A és
combinaci6 lineal de les altres columnes, A; = Zk# bi Ay, aleshores det A = 0. Sirg A = n,

A és invertible i A! és la matriu inversa d’A. Al seu torn, tenim AA~! = Id, que implica
(det A)(det A7) = det Id = 1, i per tant, det A # 0. |

Corol-lari 46. Si A és una matriu i rg A = r, aleshores (1) tots els menors d’ordre > r son
nuls 1 (2) A té un menor no nul d’ordre r.

Proposicio 47. Una matriu A té rang n si, i només si, A té un menor M d’ordre r, no nul, i
tots els menors d’ordre r + 1 d’A, orlants d’M, son nuls.

Definicié 47.1 (Menors orlants). Els menors d’A d’ordre r + 1 obtinguts afegint a M una
fila i una columna d’A, és a dir, de la forma

11 i1 i1 i1
it g2 e i aj
12 12 2 12
(ljl (1,]-2 e (Ijr aj
L S (2.4.12)
i ir iy ir
CLJ-I CLJ2 C CL].-T aj.
i i i i
J1 i, o A

es diuen menors orlants d’M .

Proposicié 48 (Formula de la matriu inversa). Si A és una matriv quadrada n X n, in-
vertible, la seva inversa €s igual a la transposada de la matriv d’adjunts d’A multiplicada per
linvers del determinant d’A:

ALoAL AT
ol oa2 o
Al = 2.4.1
det A oo, ( 3)
Ar o An L An



Demostracio. Primerament, tot i que a I’examen el donarem per sabut i no I’escriurem, definim
el concepte de matriu d’adjunts:

Definici6 48.1. Si A = (a;)lgign és una matriu quadrada n x n, aleshores diem matriu
Ik
d’adjunts d’A la matriu (A)1<i<n, és a dir, la matriu obtinguda substituint cada coeficient d’A
1<j<n

pel seu adjunt.

1
Operant, tenim que A~'A = Id = i (Adj(A))TA. Aleshores, fem el producte d’A per
e
la transposada de la seva matriu d’adjunts:

Al AL L. AL al ay ... al
A A2 L A2 a? a3 ... a2
Lo . , (2.4.14)
A AL ... AY at ay ... a
Es comprova facilment que coeficient de la fila i, columna j del producte és
141 2 42 n An k Ak
ajA; +ajA7 + .+ aj A :Zain. (2.4.15)
k=1

En efecte, és la suma dels productes de 'element de la fila k, columna j d’A per 'adjunt de
I’element de la fila k, columna i. Per tant, és el desenvolupament per la columna ¢ del determinant
de la matriu obtinguda a partir d’A posant en el lloc de la columna i la columna j.

° Es el desenvolupament del determinant d’A per la columna j. Aixi,
Z afAf = Z a?Af = Z a?A? =det A (2.4.16)
k=1 k=1 j=1

° Es el desenvolupament per la columna i del determinant de la matriu obtinguda
substituint a A la columna 7 per la columna j, és a dir:

n

3 ahAE S S kA = det A = 0. (2.4.17)

k=1 i=1
Com és el determinant d’'una matriu amb dues columnes iguals, dona 0.

Tenim, doncs, que el producte de (2.4.14) és igual a una matriu diagonal amb tots els elements
de la diagonal igual a det A. Multiplicant aquesta matriu per ﬁ obtenim Id, tal i com voliem
demostrar. |

Corol-lari 49 (Regla de Cramer). Si

ajr' + .. +alam =0

e (2.4.18)
atz' + ... +alx" ="
és un sistema de Cramer, la seva solucio €s
- det B;
J = L 1< < 2.4.19
detA ) —_ j —_ n? ( )
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on B; és la matriu obtinguda substituint a A la seva columna j per la columna de termes indepen-

, . : A}bl+...+A§?b" .
dents del sistema. En particular, x7 = , 1 el numerador és el desenvolupament

det A

de det B; per la columna j.

Definicié 49.1 (Sistema de Cramer). Un sistema de Cramer és un sistema d’'n equacions
lineals, amb n incognites i de rang n. Com la matriu ampliada té n files, ha de tenir també rang
n i, per tant, un sistema de Cramer té una tinica solucio.

Observacio6 49.1. Es poden trobar les equacions d’un subespai vectorial usant determinants.

Demostracio. Sigui E un espai vectorial amb base (eq,...,e,) i F' un subespai vectorial d'E
amb base vy, ..., v, isiguin (a!,...,a’) les coordenades del vector v; en la base (e, e, ..., €,).
Un vector v de E pertany a F' si, i només si, és combinaci6 lineal de vy,...,v, si, i només si,
rg (vi,...,v.,v) = r. Siposem (x1,...,2,) les coordenades de v en la base (e, eq,...,€,),
rg (vy,...,0,,v) =7 equival a:

11 1 1 1

SR T R S

ay ay az - G an
rg | ¢+ . Sl = (2.4.20)

T T T T T

ay ab aj ar al

T T T =T T

ay ay ay ... a. ... a

Com les r primeres files de la matriu son linealment independents, té un menor no nul M
d’ordre r format per les r primeres files. Aleshores, com rg = r, els menors orlants d’M sén
nuls. Obtenim n —r equacions en xy, ..., x, que son linealment independents, ja que dim F' = r,
i s6n equacions de F'. [ ]
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