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Preliminars

Farem un petit repas de les nocions de calcul apreses a Introduccio al Calcul Diferencial.

1.1
LIMITS I CONTINUITAT

Sigui D CRi f: D — R. Donat a € D direm que el limit de f quan x tendeix a a és [ si a
mesura que z es va apropant a a el valor de f(z) es va apropant a .

Definicié 1.1.1 (Limit). Ellimit de f quan x tendeix a a és! € R, i ho escriurem lim,_,, f(z) =
[, si per tot € >0, 3 > 0 tal que

Vee D, 0<|z—al<d = |f(x) -1 <e. (1.1.1)

Definicié 1.1.2 (Limit, alternativa). Per tot entorn de [ existeix un entorn de x = a si = viu
a aquest entorn de a, sigui x # a, llavors f(x) viu a I’entorn de [ fixat al principi.

Definicié 1.1.3 (Limit per la dreta). Direm que el limit de f quan x tendeix a a per la dreta
és | € R i ho escriurem lim, .+ f(z) = [, si Ve > 0, 35 > 0 tal que

reDN(a,a+06) = fr)e(l—el+e) = |f(z)—1<ce (1.1.2)
De la mateixa manera, ho podriem definir per ’esquerra.

Definicié 1.1.4 (Continuitat). Sigui f : D — R ia € D. Direm que f és continua en el
punt a € D si Ilim,¢, f(z) i aquest val f(a). De manera equivalent, f és continua al punt a si
Ve > 0, 30 > 0 tal que

reDNI(a,d) = f(x)€ I(f(a),e) (1.1.3)

Quan diem que f és continua a D entendrem que és continua a tots els a € D.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Weierstrass). Sigui f : [a,b] — R continua. Aleshores f és
acotada i assoleix un maxim i un minim absolut.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Bolzano). Sigui f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0.
Aleshores, ezisteix ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema 1.1.7 (Teorema del valor mig). Sigui f : [a,b] — R continua i sigui z un valor
entre f(a) i f(b). Aleshores existeix ¢ € [a,b] tal que f(c) = z.
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1.8 Preliminars

1.2
DERIVADES

Definicié 1.2.1 (Derivada d’'una funcié en un punt). Sigui f definida a un interval I i sigui
a € 1. Direm que f és derivable al punt a si existeix el limit

i L) = /@)y Flath) = fla) (1.2.1)
r—a T — a h—0 h
Observem que ,
i H) =IO =z =) _ 122

Teorema 1.2.2 (Teorema de Rolle). Sigui f € C([a,b]), derivable a tot (a,b) tal que f(a) =
f(b). Aleshores existeiz ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. Equivalentment,

f €C(la,b]) derivable en (a,b) | f(a) = f(b) => Fc€ (a,b) | f'(c) =0. (1.2.3)

Teorema 1.2.3 (Teorema del valor mitja de Lagrange). Sigui f € C([a,b]) i derivable a tot
(a,b). Aleshores, dc € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a). (1.2.4)

Teorema 1.2.4. Sigui f una funcio derivable al punt a € I. Aleshores, f és continua al punt
a € I. En altres paraules, f derivable —> f continua.

1.3
TAYLOR

Teorema 1.3.1 (Polinomi de Taylor). Sigui f una funcié n—1 cops derivable a un interval I,
i sigui a € I on f*~ ' és derivable. Aleshores, el polinomi
f"(a)

") (g |
P,(z) = Zf—()(x—a)] = f(a)—l—f’(a)(x—a)+T(x—a)2+...+

7(a)

n!

(x—a)" (1.3.1)

té ordre de contacte superior a n amb f al punt a. A p,(x) se l’7anomena polinomi de Taylor
de grau n de f al punt a, i depéen d’f, del grau de n i del punt a.

Proposicié 1.3.2. El polinomi de Taylor p,(z) és l"inic polinomi de grau menor o igual a n
que té ordre de contacte superior a n amb f en el punt a.

Definicié 1.3.3 (Formula de Taylor). Sigui f derivable n 4+ 1 cops a un interval I. Per a
a,r € I es té

norG)
f(@) = pu(@) + Ro(w) = ! ]j,(a) (x — a)’ + Ry(2), (1.3.2)
j=0 7
i existeix ¢ entre x i a tal que
R, (z) = /") (z —a)". (1.3.3)

(n+1)!

Aquesta darrera expressio R, (z) s’anomena resta de Lagrange.
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I

Problemes numerics 1 errors

2.1
CONCEPTES BASICS

Definicié 2.1.1 (Problema numeéric). Un problema numéric és una descripcio clara i no ambi-
gua de la relacié entre les dades d’entrada i les dades de sortida. Les dades tant d’entrada com
de sortida sén discretes, és a dir, consisteixen d’un nombre finit de registres.

Definicié 2.1.2 (Algorisme). Un algorisme per a un problema numeéric és una descripcié com-
pleta d'un nombre finit d’operacions ben definides, mitjancant el qual tot vector d’entrada és
transformat a un de sortida. En efecte, les operacions sén aritmeétiques o logiques.

Notacio 2.1.3.

e a < b: a és molt més petit que b;
e a ~ b vol dir que a és aproximadament igual a b, equivalentment, |a — b| < ¢, on ¢ el més
petit possible.

FONTS D’ERROR

Hi pot haver diversos tipus d’errors:

1. en les dades d’entrada, deguts a mesuraments incorrectes o a la finitud de la seva repre-
sentaci6 a l'ordinador;

2. errors d’arrodoniment en els calculs;

3. la major part de métodes que veurem durant el curs no produeixen la solucié exacta del
problema que aborden i es coneixen com a errors de truncament;

4. error de discretitzacio, on passem d’un conjunt de dades infinit a un de finit (discret);

5. per la simplificacié del model matematic i del model numeéric o per errada humana.

ABSOLUT I RELATIU

Sigui x € R el valor exacte d'una certa magnitud i 7 € R un valor aproximat d’x.

Definicié 2.1.4 (Error absolut i relatiu). Definirem error absolut com ey(x) = © — T i el

relatiu com e, (z) = 6“7(76), sempre que T # 0.

Observacio 2.1.5. A la practica:
cama = e(a)~ 2%

o Sia€R™ ¢,(a) = [[a—al ie (@) =l

Definicié 2.1.6 (Fita d’error). Una fita d’error (e), relatiu (e,) o absolut (e,), és (a) si, i
només si, e(a)| < e(a).
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2.1.2 Problemes numérics i errors

Usarem:

(2.1.1)

Exemple 2.1.7. Posem 0,1 en base 10. Si ho passem a base binaria, ens queda 0,000110011... i
podem decidir on tallar. Sit és el nombre de xifres decimals que utilitzem per arrodonir/truncar.
D’aquesta manera:

o [T — x| <107 tallant;

o |T—z| <1107 arrodonint.

Suposem que volem arrodonir un nombre a t digits. Sigui 7 la part del nombre que correspon
a les posicions de la dreta del ¢-ésim decimal. Ja és ben sabut des dels nivells més elementals
que sin < 0,5-107%, aleshores el t-¢sim decimal no varia; sip > 0,5-107¢, s’incrementa el valor
del t-ésim decimal en una unitat. En el cas que n = 0,5- 107, el t-ésim decimal augmentara en
1 si, i només si, és senar. En canvi, si volguéssim truncar, simplement ignorem tots els decimals
posteriors a la t-ésima posicio.

En definitiva, quan un nombre s’aproxima per arrodoniment o truncament, ’error intrinsec
es propaga i aquest fet s’ha de tenir en compte.

Definicié 2.1.8 (Decimals correctes). Una aproximacié T de x té t decimals correctes si, i
només si, [T — x| < $107".

Definicié 2.1.9 (Digits significatius). En un valor aproximat  amb ¢ > 0 decimals correctes,
els digits amb posicions amb unitat més gran o igual a 107 s’anomenen digits significatius. Els
zeros no es tenen en compte.

Exemple 2.1.10. Agafant posicions anteriors a ¢ ignorant els zeros a ’esquerra. Aixo és, per
exemple:

e 0.001234 4 0.5 - 1075 ens dona 5 decimals correctes i 3 digits significatius.
e 56.895 £+ %10_3 ens dona 3 decimals correctes i 5 digits significatius.

Exemple 2.1.11. z; = 10,123456 - 1075 i 25 = 10,123788 - 107% amb un error relatiu de
0,5-1077. L’error absolut és x; — x5 = —0,000332 - 1076,

Exemple 2.1.12. 22 - 182+ 1 =0 <= x; =9+ V80 = (9+8,9443) £ 0,5- 107 2o =
9 — 80 = 0,0557 + 0,5 - 107*. Com veiem, perdem digits. Fem un procés semblant a la
racionalitzacié pero a la inversa:

VB0 1

9+
9—-+v80 =
( )9 ++80 17,9443 4+0,5-10-4

— 0, 00557280. (2.1.2)

Notacio 2.1.13 (Notacio O gran). Direm que g(h) = O(h?) tal que h — 0 quan existeixin
nombres p, K i d tal que
lg(h)| < K - hP, V[h| < d. (2.1.3)

Aquest concepte també serveix per esbrinar la carrega de treball que suposa resoldre un cert
problema numeéric utilitzant un algorisme concret.
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Propagaci6 de 'error 2.2.5

2.2
PROPAGACIO DE L’ERROR

Quan usem valors aproximats en processos computacionals el seu error, evidentment, al seu torn,
augmentara l'error del resultat final. De fet, la idea basica de I’analisi de I’error cap al darrera
consisteix a estudiar les modificacions que hauriem de fer sobre les dades d’entrada suposant que
no hi haguessin errors en les operacions s’obtingués el mateix error en el resultat. Aixi doncs, ens
cal desenvolupar alguns métodes simples per estimar com els errors en les dades es propaguen.

Imaginem que volem computar f(z), f derivable. Assumim que coneixem una fita d’error tal
que x =T £ e. Si f és monotona (creixent o decreixent, indistintament) podem estimar 1’error
propagat simplement calculant f(Z —¢) i f(T + ¢):

|Rx| = |Af = [f(7) = f(z)] Smax{[f(T — &) = f(@)|[f(T+¢) - f(D)]}- (2.2.1)

Teorema 2.2.1 (Teorema del valor mitja). Sila funcid f és derivable, ezisteir un punt & ’ ¢ e
[, 7] tal que

Af = (@) = f(z) = [(©)@ - =) (2.2.2)

Observacio 2.2.2. Quan aquest teorema s’utilitza per a una estimacié d’error practica, la
derivada es computa a T i I'entorn d’error s’ajusta afegint una correcci6 adequada. Aixo té un
cert sentit geometric.

Proposicio 2.2.3. Si|f'(y)| < M,Vy € (x,T), aleshores | f(T) — f(x)| < M|z —T|. Aixi doncs,
f@) = fl2) = f'(@) (T —2) i
lea(f @I S 1/ (@)llea()]- (2.2.3)

Exemple 2.2.4. Sigui f(z) = /z,z =2.05£0.01 i T = 2.05, aixi que

lea (@) < |ea( )| < 0.0035. (2.2.4)

Podem, encara, abstraure més aquest teorema per tal de fer-lo tutil per a ’examinaci6 de la
propagacié d’error en ’avaluacié d’una funcié f en n variables:

Teorema 2.2.5. Si la funcié de variable real f és derivable en un entorn d’r = (x1,...,x,) i
T =1x+ Ax és un punt que hi viu, aleshores ezisteix un nombre 0,0 < 0 < 1, tal que

Af= 1@ - 1w =Y X

k=1

(x + 0Ax)Axy. (2.2.5)

Demostracio. Definim la funcio F(t) = f(z + tAz). 2.2.1]1 la regla de la cadena ens dona:

n

Af=F(1)=F0)=F(0)=) g—i(x + OAz) Ay, (2.2.6)

k=1
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2.9.1 Problemes numérics i errors

Quan volem una estimacié practica de 'error, les derivades parcials s’avaluen a x = 7. Quan
sols hi ha fites d’error a 7, la fita per Af es determina amb desigualtat triangular. En definitiva:

Af = J@) - J)~ Y 2L @)an 227
k=1
af < S @) A, (2.2.8)
k=1

Figura 2.1: Formula general de la propagacié de I’error i la fita d’error maxima .

Exemple 2.2.6. Sigui y = sin(2%x5), on 77 = 0.75+ 1072 i 7o = 0.413 + 3 - 107%. La cota
d’error maxima dona:

|Ay| < cos(zixs) - 22179 Ay | + | cos(zias) - 27 Ax,| < 0.0077. (2.2.9)
El valor aproximat és
7 = sin(0.75% - 0.413) = 0.230229 £ 0,5 - 10, (2.2.10)

Evidentment, la fita d’error maxima és forga imprecisa quan es té un alt nombre de variables.

COMPARACIO D’ERRORS

2.2.1.1 Suma

Per a I’error absolut, podem determinar els valors o un entorn d’aquestes operacions aritmeétiques:
ea(T + 1Y), ea(r — y), lea( +y)|, lea(z — y)|.

ca(+y)=@T+Y) —(x+y) =T —2)+ 7 —y) =calr) +ea(y),
@ —y) =@ -y —(x—y)=@T—2)— [ —y) = ealr) — ealy), (2.2.11)
lea(z +y)| = lea(@) + ea(y)] < lea(®)] + lea(y)] < alz) + £a(y)
lea(z = y)| = lea(®) — ea(y)] < lea(@)| + lealy)| < €a() + caly)
I, per tant, e(x £ y) = 4(z) + €4(y). Per a lerror relatiu:
E(x+y) = | ——|&(@) + | ——| e (y)
Z Ty (2.2.12)
e —y) = | lee) + |l ey)

2.2.1.2 Producte
Per al producte, tenim el segiient error absolut i relatiu:
ca(ry) =Ty — 2y = (¥ + €a(2))(y + €a(y)) — vy = yea(z) + zea(y) + €a(v)ea(y)

celty) _ calt) | alt) | D) ald) _ o 0) 4 e,(g) + e, (@, ) ~ €0 @) + €00,
Ty x Y x Y
(2.2.13)

er-(zy) =
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Representacio en punt fix 2.3.3

Observacio 2.2.7. En aquest curs valorem i operem sobre l'error de primer ordre. Com els
termes de la forma e,(x)e,(y) son de segon ordre, els menyspreem.

Per calcular una fita de 'error relatiu podem fer el segilient:
ler(zy)| = ler(x) + e (y)] < ler(z)] + len(y)], (2.2.14)
on &,(xy) = e.(x) + &.(y).

2.2.1.3 Divisid

Finalment, ’absolut i el relatiu aplicats a la divisio:

(l’) T x Ty—ay L yea(r) — weq(y)
e(l —_ = = - - = — —

Uy Yy 1+e.(y) y? (2.2.15)
)

(7)) —e(y) = <ler(z)| + ler(y)]-

)
N
N
< |8
~_
Il
)

er(a)

2.3
REPRESENTACIO D’UN NOMBRE

REPRESENTACIO EN PUNT FLOTANT

Sigui § € N\ {1}, que anomenarem base. El segiient teorema garanteix 1’existéncia teorica de
representacio (infinita) en un punt flotant de qualsevol nombre real.

Teorema 2.3.1. Fizem B € N,b > 2. Tot x € R\ {0} pot ser representat de la forma
v =50 b ), (2.3.1)
i=1

amb s € {—-1,1},q € Z i a; € {0,1,...,6 —1}. A més, la representacio anterior és unica si
ay # 0 7 els a; no son tots b— 1 d’una posicio en endavant: Vi, € N3i > 1 | a; # 6 —1.

Notacio 2.3.2. Escriurem I'expressio (2.3.1]) abreujadament de la segiient manera: = s(0.cqas . ..

El subindex b dels paréntesis indica que els digits a4, ... es troben en base b i s’anomenen man-
tissa. L’exponent ¢ esta limitat a un rang prefixat guin < ¢ < Gmax-

REPRESENTACIO EN PUNT FIX

Definicié 2.3.3 (Nombres maquina). Denotarem el conjunt de nombres representables exac-
tament en aritmética de punt flotant que ocupa t digits, en base 5 i amb exponent entre ¢, i

Gmax P€r F(ﬂa t> Gmin Qmax)a és a dir:

‘F(Bata Gmin; qmax) = {0} U {j:(051 e 5t)bbq7 5% € {07 17 ceey b— 1}7 51 7£ Oa Gmin < q < Qmax}
(2.3.2)
és a dir, la seva longitud esta fixada: a la seva representacié també se I’anomena de punt fize.
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2.4 Problemes numeérics i errors

ARRODONIMENT I TRUNCAMENT EN PUNT FLOTANT

Donat = € R, si © ¢ F(b,t, Gumin, ¢max) 1O €l podrem representar exactament, sin6 que haurem
d’operar amb una aproximacio seva T € F (b, t, ¢min, max). Aquesta aproximaci6 es pot trobar
per truncament o arrodoniment:

Definicié 2.3.4 (Truncament i arrodoniment). Sigui x € R amb representacié en base b dona-
da per

T = S(Z aibii)bqa Qmin < q < Gmax- (233)
=1

Anomenem representacioé en punt flotant per truncament d’z a flr(z) € F(b,t, Gmin, max) definit
per
flr(z) = s(0.0qaz . .. ay)bY, (2.3.4)

ésadir,§; = oy perat =1,2,...,t. Anomenarem representacio en punt flotant per arrodoniment
de z a fla(z) € F(b,t, Gmin, Gmax) definit per:

0.0 ... )07 i0< b
fla(z) = {5( o 0, S = (2.3.5)

S(0.0él C ozt_l(ozt + ].))bq si g S Ayq S b—1.

2.4
ARITMETICA EN PUNT FLOTANT

Definicié 2.4.1 (Sistema de punt flotant). El sistema de punt flotant (3,¢, L, U) és el conjunt
de punts flotants normalitzats en base § it 4+ 1 digits significatius, és a dir, tots els nombres de

la forma x = m(°, on
m:ido.dl...dt,lgdogﬁ—l,
0<d; <p—-1,1=1,2,...,t, (2.4.1)
1< |ml < 5,

on tots els exponents satisfan L <e < U.

Quan els nombres sén representats en el sistema de punt flotant (3, ¢, L, U) obtenim un error
d’arrodoniment a causa d’una precisi6 limitada. Hem de delimitar una fita per a ’error relatiu.

Teorema 2.4.2 (Error relatiu d’aproximacio). L’error relativ d’aprozimacid en una represen-
tacio amb punt flotant es pot estimar com:

|7 — 7]

< %ﬁ‘t (2.4.2)

T

on t és el nombre de digits en base 3, T el nombre aproximat i x el valor real.

Demostracio. Sigui  # 01 T el seu valor arrodonit a ¢t + 1 digits. Podem representar el primer
com un punt flotant normalitzat assignant-li z = M ¢, 1 < |M| < S i el segon com T = mf3°, on
m és M arrodonit a t + 1 digits. Aleshores,

1
m — M| < 567, (2.4.3)
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Aritmeética en punt flotant 2.4.7
i tenim una fita de 'error absolut:

— 1 —t e

T — x| < 56 Be. (2.4.4)

Aixo ens porta a considerar, per a la fita de I'error relatiu, el segiient:

10—t e 10—t
T— 3878 1Y 1.,
< = < —p7". (2.4.5)
x |Mge [M] — 2
De la tdltima inequaci6 extraiem que |[M| > 1. |

Corol-lari 2.4.3. Equivalentment, existeiz un ¢ tal que T = x(1 + ¢).

Observacio 2.4.4. La fita per a 'error relatiu és independent de la magnitud d’z. Aixo vol
dir que tant nombres grans com nombres petits es representen amb la mateixa precisio relativa.

En el producte de dos nombres amb t + 1 digits, s’obtenen 2t + 1 o 2t + 2 digits. A part
d’operacions aritmeétiques i logiques, hom ha de ser capag de operar amb rotacions (shifts), que
s'utilitzen principalment per igualar els exponents dels dos punts flotants que vulguem operar.
Discutim breument la suma (i resta, per analogia) de punts flotants. Siguin x = m,[ i
y=m,[B% 1z = fllx+y] la suma resultant. Assumint e, > e, i, en particular, si e, > e,, y es
trasllada e, — e, posicions cap a la dreta abans de la suma:

T+ y = [ (my +mye’"") (2.4.6)

Teorema 2.4.5 (Arrodoniment d’operacions aritmeétiques). Sigui @ qualsevol operador arit-
metic del conjunt {+,—,-,/}, assumint que x © y # 0 i z,y no tenen error en la representacio:

fllxoy—x0y
HAON/]

<pu=fllzoy =(xoy)(l+te), (2.4.7)

per a algun £ que satisfa |e| < p on p = %E*t.

Corol-lari 2.4.6. Amb error en la representacio d’r,y considerem fl(x), fl(y) i ens queda:

fllz ©y) = fl(fl(z) © fl(y) = [z(1 £ & (2)) O y(L £ & (y)] (1 L& (z O y)) (2.4.8)

Observacio 2.4.7. Una conseqiiéncia dels errors en operacions aritmeétiques de punt flotant és
que algunes propietats matematiques basiques deixen de funcionar. Estem parlant, per exemple,
de Dassociativitat (es perden sempre i quan haguem treballat sobre un cos que les tingués en
primer lloc, com ara R). Aleshores, pot passar que:

FUfla +b] + c] # flla+ fl[b+ c]]. (2.4.9)
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2.5 Problemes numérics i errors

2.5
ERRORS ACUMULATS

Per treballar I'error acumulat en operacions iteratives de punts flotants ho farem sobre un exem-
ple, la computacié d’un simple sumatori.

Exemple 2.5.1. Sigui S,, =1+ --- + x; i sigui S; el sumatori parcial fins a ¢. Tenim:
Sy i=a1,8; = fl[Si_1 +x],i=2,3,...,n. (2.5.1)
Si utilitzem [2.4.5 ens queda que:
flla+b=(a+b)(1+e) = S = (Siey + x:)(1+ &), |e| < p, Vi (2.5.2)

Per inducci6 simple sobre n podem reescriure S,, com

1 =x1(14+e)(1+e3) - (1+¢,),
. To=29(l+e3)(1+e3) - (1+4¢,),

Sp =21+ -+ Ty, (2.5.3)
Tp = (1 +&p).
Lema 2.5.2. Siguin nombres €1, ...,&, que satisfan |e;| < p, i =1,...,7 i assumim que ru <
0.1. Aleshores, existeizr 0, tal que
(I4+e)(l+e)---(1+¢e) =146, |0 < 1.06ru. (2.5.4)

Per tenir una fita aproximada dels errors relatius, seria convenient posar una condicié de
Iestil nu < €2, on € és tal valor. €2 sera 0.1.

Teorema 2.5.3 (Forward analysis). Sinu < 0.1, aleshores l’error en la suma es pot estimar
de la segiient manera:

|Sn = Sl < J2110n1] + [22]10n1] + [@5]10n—2] + -+ + [@nll6r], |6:] <i-1.06,Vi.  (25.5)

Demostracio. Podem escriure S = 1 (14 6,1) +22(1+ 1) +23(1+ 6 2) + - + 2, (1 + 1),
on ; satisfa la inequaci6 del teorema. Restem S, i utilitzem la desigualtat triangular. ]

En forward analysis es diu que la solucié aproximada S que s’ha calculat per al problema P és
la solucio exacta d’un problema pertorbat P i es determina la distancia entre P i P. Mitjancant
I’estudi de la pertorbacio del problema aleshores és possible estudiar la diferéncia entre S'i S.

The objective of backward error analysis is to stop worrying about whether one
has the “exact” answer, because this is not a welldefined thing in most real-world
situations. What one wants is to find an answer which is the true mathematical
solution to a problem which is within the domain of uncertainty of the original
problem. Any result that does this must be acceptable as an answer to the problem,
at least with the philosophy of backward error analysis. |Ric81]

En el cas de podem formular el segiient teorema:
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Inestabilitat numeérica 2.6.2

Teorema 2.5.4. La suma pot expressar-se com:
il = 331(1 + 57171)7
Ty = x2(1+ 6,-1),
Sn :QAfl —|-—|—Zi'n, ig :ZE3<1—|—(5”_2>, (256)
2 = 2i(1 + Ony1-4, V1)
St np < 0.1, aleshores
|0k] < k-1.06p,1 <k<n-—1. (2.5.7)

L’estimaci6é d’error en aquests dos teoremes ens porta cap a una conclusié forca important:
podem reescriure els estimats com:

1S, — Sn| < ((n = D)|zy| 4 (n — 1)|za| + (n — 2)|zs| + - - + |2,])1.064. (2.5.8)

Aixo ens diu que, per acotar al maxim la fita d’error, ens caldria afegir els termes en un ordre
creixent de magnitud; els primers termes tenen els factors més grans. De fet, es pot donar un
error forga gran en séries convergents que se sumen en ordre decreixent.

Exemple 2.5.5. Volem calcular z; + x5 + x3, la suma es fa amb un error absolut fitat per ¢.

Es fa (v + z9) + 3;
x1, k9 — Y1 = fl(z +22) = (1 +22) (1 + 1), |01] <e, (25.9)
Y1, 83 —> Yo = fl(yn +x3) = (y1 + x3) (1 + 02), |02] < ¢, o

i el calcul surt:
fl(z1 + 22) + 23) = (21 + 22) (1 + 61) + 23)(1 + 02) = 21 + 29 + 23 + (21 + 22)0) (2.5.10)
+(x1 + g + x3)02 + (1 + 22)0102 >~ 1 + T + 3 + (1 + 22)01 + (21 + T2 + 3)02 h

Fitem lerror:
|fl(xy + 29 + 23) — (1 + 22 + 23)| < |21 + 22]01 + |21 + T2 + 23]02 + |21 + 2| - [61]]02]

~ |x1 + xole + |1 + X9 + T3E.
(2.5.11)

2.0
INESTABILITAT NUMERICA

flz+ Az) = f(z) = §. Posem f(z+ Az) =y + Ay i |Ay| <ely| i |Az| < ela|.

Definicié 2.6.1 (Estable numeéricament). Diem que Az és estable numéricament si € és pe-
tit. En altres paraules, un algorisme és numeéricament estable quan petites pertorbacions dels
resultats inicials no produeixen una gran diferéncia en el resultat final.

_ _ 1 13 4 . , Y
Exemple 2.6.2. 2o =1,21 = 3,Zn11 = 5%, — 3%T5-1, n > 1. La soluci6 exacta és x,, = (5) )

3(41‘0 — ZEl) 1 " 3I1 — X9
A VA 271 20 4. 2.6.1
v 11 5) T (2.6.1)

Siguin xg i x; qualsevol,

Si 1 té error, posem un ¢ = A tal que z,, = A4™, amb |A| petita (i sera estable). Suposem ara
ro = 11 x; = 4; d’aquesta manera, x,, = 4™ i és estable.
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2.6.1 Problemes numérics i errors

CONDICIONAMENT
Definici6 2.6.3 (Ben condicionat). Sigui ara § = f(z + Az) i anomenem y = f(x).

g—y _ [t dr) = fla) _ f@)Ac+OA@)?)  f@)Ar _ zf(x)
y /() f(x) fx) @ /()

nombre de condici6é definida: '

= e, (z + Azx),

zf'(z)
fl@) |
(2.6.2)

Esta ben condicionat si el nombre de condicié definida és petit i mal condicionat si és gran.
Analogament amb la distincié que hem fet amb l'estabilitat numérica, direm que un problema
esta ben condicionat si petites variacions en les dades d’entrada no produeixen grans variacions
en els resultats finals, independentment de ’algorisme emprat en la seva resolucio.

Exemple 2.6.4. Un sistema lineal mal condicionat: el sistema

2.0000x + 0.6667y = 2.6667 (2.6.3)

1.0000z 4 0.333y = 1.3333 o
té per solucié6 x =11y = 1, pero si modifiquem lleugerament un dels coeficients:

2.0000x + 0.6665y = 2.6667 (2.6.4)

1.0000z + 0.3333y = 1.3333 o
Aquest passa a tenir solucié x = 1.6666,y = —1.0000. Per taltim, per al sistema

2.0000x + 0.6666y = 2.6666 (2.6.5)

1.0000z + 0.3333y = 1.3333 o

té infinites solucions x = 1.3333 — 0.3333z, y = z.
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Algebra lineal numeérica

3.1
CONCEPTES BASICS

INTRODUCCIO: SISTEMES D’EQUACIONS

Els sistemes d’equacions sén molt comuns. Ara ens tocara estudiar el nombre de solucions dels
sistemes lineals amb n incognites. Suposem que volem trobar zy,...,x, € R tal que

ajry + - +alz, = b

: (3.1.1)
atry + -+ arx, = b,
que podem escriure de forma matricial, recordem, Ax = b, on
al a, by
CL? GZ bn

que

A=layr-ay), a; =11 |]. (3.1.3)

En altres paraules, volem que zia.; + - - - + x,a., = b i el problema de solucionar aquest sistema
es converteix en trobar una combinaci6 lineal de vectors a.1, ..., a., tal que sigui igual al vector
b. A més, necessitem que det A # 0, ja que el sistema té solucié per a b si, i només si, els vectors
columna soén linealment independents si, i només si, els coeficients de la diagonal no sén nuls.

Definicié 3.1.1 (Matriu regular). Es diu que la matriu A és regular (o no singular) si els
vectors columna sén linealment independents, amb la qual cosa la soluci6 del sistema Ax = b és
Gnica.

Definicié 3.1.2 (Métode directe). Obtenim la soluci6 amb un nombre finit d’operacions arit-
metiques simples i, en 'abséncia d’errors d’arrodoniment, I’z de sortida seria la soluci6é exacta
del sistema.

Definicié 3.1.3 (Métode iteratiu). Comencem per (%) € R" i generen una successio de vectors

o = T, AT = b. Es a dir, convergeix cap a la solucio.

TIPUS DE MATRIUS

Denotarem per M,, ,, 'espai vectorial de les matrius complexes m x n de m files i n columnes.
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3.1.3 Algebra lineal numeérica

Definici6é 3.1.4.
1. Els vectors de dimensié m soén elements d’M,,, ;.
2. Els elements d'una matriu M = (my;) € M,,,, seran denotats per my;, 1 < k < m,1 <
Jj<n.

w

. Els elements d’un vector y = (yx) es denotaran per yx, 1 < k < m.

4. Per a una matriu M € M,,,,, denotarem la seva transposada per M7, la seva conjugada
per M i la seva adjunta per M*. M7T ¢ M., m es forma canviant files per columnes,
M € M., ., es forma conjugant els elements d’M 1 M* € M,,,, és la transposada de la
matriu conjugada d’M.

5. Les matrius quadrades son aquelles tals que m = n.

6. Denotarem la matriu identitat amb I, la inversa per M ! i el determinant per det M.

/. Les matrius k x k formades per les k primeres files de les k primeres columnes s’anomenen

submatrius principals d’ordre k& d’M i denotades per (M ). Anomenarem determinants

principals d’M als determinants de les seves submatrius principals i els denotarem per
det Ak

Ara veurem diferents tipus de matrius:

A singular: det A = 0;

A regular: det A # 0;

A hermitica: A* = A;

A simétrica: AT = A;

A unitaria: A7 = A%,

A ortogonal: A7! = AT;

A definida positiva: A hermitica i x* Az > 0,Vz # 0.
A estrictament diagonal dominant:

lai] > > ayl,1<i<n. (3.1.4)
i#j,j=1

Notem que les definicions de matrius unitaries i hermitiques corresponen a matrius complexes

N N

N o o

o0

i les de matrius ortogonals i simétriques corresponen a matrius reals. Noteu que les matrius
unitaries i hermitiques reals son, respectivament, matrius ortogonals i simétriques.

Definicié 3.1.5 (Matrius semblants). Dues matrius A, B s’anomenen semblants si existeix una

matriu invertible C, anomenada transformacié de semblanca d’A a B, tal que es compleix
B=C"1AC.

Definicié 3.1.6 (Diagonalitzable). Una matriu A és diagonalitzable quan és semblant a una
matriu diagonal.

VALORS I VECTORS PROPIS

Definicié 3.1.7 (Matriu diagonal). Donats escalars Aj,...,\,, on n > 1 és un enter, denota-
rem per D(\y,...,\,) la matriu diagonal de mida n x n donada per
M O - 0
0 Xy -+ 0
DM, ...;0) =1 . . . . (3.1.5)
0 -~ 0 X\,
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Valors i vectors propis 3.1.16

Definicié 3.1.8 (Vector propi). Diem que un vector no nul u € E és un vector propi de f si
existeix un escalar A € K tal que f(u) = Au.

Definicié 3.1.9 (Valor propi). Si u és un vector propi de f, 'escalar A s’anomena valor propi
de u.

Observacio 3.1.10.

1. La definici6é de vector propi i de valor propi d’'un endomorfisme no utilitza bases.

2. En la definici6 que hem donat de vector propi s’exigeix que el vector sigui diferent de zero.
El vector 0 € F satisfa 'equacié f(0) = A -0 per a tot A € K, perd 0 no se sol considerar
com a valor propi de f.

3. Siwu és un vector propi A aleshores, per a tot a € K, a # 0, el vector au també és un vector
propi de f del mateix valor propi (unicitat del valor propi).

4. Els vectors no nuls del nucli de f soén vectors propis de valor propi A = 0.

Exemple 3.1.11. Si A és una matriu diagonal,

A= D(, X)) = (AOI i) , (3.1.6)

) (@)

Definicié 3.1.12 (Subespai propi de f de valor propi A). Si\ € K, denotarem per E) el subes-
pai vectorial d’E donat per

aleshores,

Ey = ker(f — \I). (3.1.8)

u # 0 és vector propi de f si, i només si, f(u) — Au = 0. Aixo equival a demanar que u € E,.
D’altra banda, un escalar A € K és valor propi si, i només si, £ # {0}.

Definicié 3.1.13 (Multiplicitat geométrica i algebraica). Sigui A un valor propi de f, definim
la multiplicitat geometrica de A com la dimensié de l'espai vectorial F\. La multiplicitat alge-
braica és la multiplicitat de A com a arrel del polinomi caracteristic. MG < M A.

Proposicié 3.1.14. Sir és la multiplicitat del valor propi k, és a dir, si es té r = dim(ker(f —
kL)) i s és la multiplicitat del zero k del polinomi caracteristic, aleshores r < s.

Proposicié 3.1.15. Un escalar A € K és valor propi de f si, i només si, det(f — X\ ) = 0.

Demostracio. Sabem que el subespai E) := ker(f — AI) és trivial si, i només si, la imatge de
f — Al té rang maxim. Aixo passa si, i només si, det(f — AI) # 0, tal i com voliem provar. M

Definicié 3.1.16 (Polinomi caracteristic). El polinomi caracteristic d’'una matriu quadrada A
és pa(A) := det(A — AI), on
al—X ay ... a}
a?  ai-\ ... a (3.1.9)
ay ay .oa
correspon a la matriu A — M. Aquest polinomi no depén de la base escollida, sin6 de ’endo-

morfisme en si: parlem del polinomi caracteristic d'un endomorfisme, p(\).
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3.1.4 Algebra lineal numeérica

Procés 3.1.17 (Resum dels passos per al calcul de valors i vectors propis).
1. Buscar les arrels {1, ..., A\, } del polinomi caracteristic pa(\) := det(A — AI). Notem que
poden haver-hi diverses arrels amb el mateix valor.
2. Per a cada arrel \;: buscar les solucions del sistema homogeni

T 0
(A=XND-[ ]=1:] (3.1.10)

Ty 0

3. Escollir vectors representant d’aquestes solucions per a descriure els subespais propis i la
multiplicitat de cada valor propi \;.

Propietat 3.1.18 (Propietats dels valors propis).

1. Les matrius A i AT tenen els mateizos valors propis. FEls vectors propis per la dreta son
ortogonals als vectors propis per l’esquerra de valors propis diferents.

2. Una matriu A és reqular si, i només si, tots els seus valors propis son diferents de zero;
en tal cas, els valors propis d’A=1 son els reciprocs dels valors propis d’A i v és un vector
propi de valor propi A d’A si, i només si, v és un vector propi de valor propi % d’A1L.

3. Dues matrius semblants A i B tenen els mateizos valors propis si, i v €s un vector propi
de valor propi X d’A si, i només si, C~'v és un vector propi de valor propi \ de B, essent
C la transformacio de semblanca d’A a B.

4. Sigui A diagonalitzable per una transformacio de semblanca V. Aleshores, D = V1AV
és diagonal, els elements de la diagonal de D son els valors propis d’A, les columnes de
V' formen una base de vectors propis (per la dreta) d’A i les fileres de V™', una base de
vectors propis per l'esquerra d’A.

NORMES VECTORIALS I MATRICIALS

Definicié 3.1.19 (Norma). Sigui F un espai vectorial sobre R o C. Una norma a E és una
aplicacio
| II: £ — R (sempre a R!)

3.1.11
v s o (3:1.11)

que compleix
L v =0 < v=0,
2 koll = [k - flvll,
3. JJu+v|| < |lu|]| + ||v]|| (desigualtat triangular).
|k| indica el valor absolut si & € R o bé indica el modul si k € C.

Definicié 3.1.20 (Normes vectorials). Les normes vectorials son aquelles que estan definides
en espais vectorials de la forma £ =R" o £ = C".

Definici6 3.1.21 (Norma matricial). Una norma matricial és una norma en l'espai vectorial
M,, ,, que sigui multiplicativa; aixo és, que compleixi

[AB| < [[All- [[B]l, YA, B € M. (3.1.12)

Propietat 3.1.22 (Propietats de les normes matricials).
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Sistemes triangulars 3.2.2

1. Les normes matricials subordinades a les normes vectorials || ||1,] |2, |leo resulten
ser:

n
IA]l1 = max > ay],
=1

1<j<n

[All2 = /p(A*A), (3.1.13)

n
1Al = ggag;z; g,
1=

2. Donada una matriu A qualsevol i per a qualsevol € > 0, es pot trobar una norma matricial,
subordinada a una certa norma vectorial, tal que

1Al < p(A) + . (3.1.14)
3.2

SISTEMES TRIANGULARS

Dintre dels sistemes triangular, en tenim de dos tipus: els inferiors i els superiors. Essencial-
ment, sén molt similars i estan estretament lligats a l'estructura de la matriu sobre la qual es
construeixen.

Definicié 3.2.1 (Matriu triangular superior). Una matriu n x n, U = (u;), és triangular su-
perior (upper triangular) si u; =0,1>j.

Definicié 3.2.2 (Matriu triangular inferior). Una matriu n x n, L = (I%), és triangular inferior
(lower triangular) si l; = 0,4 < j.

up uy ud ul I 0 0 0
0 wud ul u? 213z 0 - 0

uv=1: = - ., L=1: @ - : (3.2.1)
o 0 0 ... u O

Figura 3.1: Una matriu triangular superior U i una inferior L.

Ja hem comentat a la primera seccidé que U és regular si, i només si, tots els elements de la
diagonal u;; son diferents de zero. En tal cas, el sistema

U111 + U12T9 + -+ UipnTp = C1

UoXo + * ++ + ULy = Co (3.2.2)

UpnTn = Cn

es pot resoldre amb el segiient algorisme de substituci6 enrere.
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3.2 Algebra lineal numeérica

Algorisme 3.2.3 (Algorisme de substituci6 enrere). Usualment utilitzat per trobar la solucid
unica d’un sistema amb una matriu triangular superior reqular, és a dir, aquella en que tots els
elements de la diagonal son diferents a 0. S’aplica iterativament el segiient:

Cn
Ty = —
UZ (3.2.3)
¢ — nl UZL" /N
T = Zﬂz“ li=n—1,...,1.
Uu

De manera totalment analoga, la matriu L és regular si l;; # 0, Vi. En tal cas, el sistema

Ly = dy

lo1yg + logys = ds (3.2.4)

lnlyl + ln2y2 + -+ lnnyn - dn

es pot resoldre amb l'algorisme de substitucié endavant.

Algorisme 3.2.4 (Algorisme de substitucié endavant). Utilitzat per trobar la solucid dnica d’un
sistema amb una matriu triangular inferior regular. S’aplica iterativament el segiient:

d;
Y1 = l_l’
1
3.2.5)
d; Ty, (
yl = %i . ] - 27 ,TL

Operacions Total

+,— Z?:_li (n - Z) = n(n2—1) Z?:_f
~ Yt n —i) =g 3 '
/ ST 1=n S 1=n

1
TOTAL n—|—2"( D — p2 n+2%:n2
forward backward

Figura 3.2: Nombre d’operacions en els dos algorismes de substitucions que hem vist

n(n—1) ‘

Observaci6 3.2.5. >0, 1=n—1i = S n —i) = 5

Definicié 3.2.6 (Matriu unitaria triangular). Es aquella matriu tal que és triangular inferior
i els coeficients de la diagonal, [{, sén tots iguals a 1.

Definicié 3.2.7 (Flops). Definim un flop com una operaci6é aritmética simple amb punts flo-
tants. Estem parlant de suma, multiplicaci6 i divisi6. Anteriorment, es considerava com a flop
una suma i una multiplicacié o bé una divisio.

Corol-lari 3.2.8. La solucio d’un sistema amb una matriu triangular amb n incognites necessita
n? flops, excepte en cas que la matriu també és unitaria, quan en necessita n(n — 1).
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Eliminacié gaussiana 3.3.3

3.3
ELIMINACIO GAUSSIANA

L’objectiu que persegueix I’eliminacié gaussiana és transformar el sistema lineal Az = b en un
sistema Ux = ¢, triangular superior, al qual aplicarem I’algorisme de substitucié enrere que hem
vist a la secci6 anterior. El métode d’eliminacié gaussiana consta de n — 1 passos i, en cada pas,
s'intenta eliminar x de les tltimes n — k equacions.

Notacio 3.3.1. A partir d’ara, ens referirem als coeficients de les matrius amb els dos indexs
a la part inferior, tal que les files seran el primer i les columnes el segon: a;;, ¢ files, j columnes.

Definicié 3.3.2 (Eliminacio gaussiana). Una série de transformacions simples que resulten en
una matriu triangular. Les mateixes transformacions s’apliquen a la banda dreta:

(Alb) — (Ule), (3.3.1)
on U és triangular superior.

Algorisme 3.3.3 (Eliminacio gaussiana). Solucionarem un sistema mitjang¢ant eliminacid gaus-
stana per al cas general n. Notem que comencem amb una matriu ampliada de la forma

aji; Qg v Qi | b
a a c Qop | b

Aap =\ T (3.3.2)
An1 Ap2 -+ App bn

Ens cal assumir que els elements de la diagonal no son nuls v reduim la matriu:

n o 1) (1) @ ] D

Ay Qg Qi3 T T Ay 12

0 o ) ool o oad |6

0 a0 oo |0 (333)
—(7 —(r —(7’)

O 0 a£~+)1,r ai—zl,n br—i—l

0 0 0 an ...oan |

on els elements que han variat els identificarem amb 6} i Uexponent identifica el pas i-ésim

d’eliminacio. Ara ho farem amb més detall: ens toca suposar novament que a'r) # 0. Per reduir

la columna r els elements dl(]) ‘ r<i<n,r<j<n estransformen en:

ar)
My = — =
alr) o .
éﬁ”zay—nwdﬂj=r+L“Wm i=k+1,...,n 3

B = = b

7
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3.3 Algebra lineal numeérica

(r+1)

Ens adonem que, en efecte, els elements a;, ambr <1 < n, és a dir, els elements de la

columna r que queden per sota la diagonal, s’anul-len.

ar
_ g _ maat) = a@(:) _ G ) _ . (3.3.5)

ir

—(r+1)
Ay
rr
La fila que s’utilitza per fer zeros a la k-ésima columna s’anomena k-ésima fila de pivot i @) és
[’element de pivot. L’algorisme d’eliminacio gaussiana es basa en el procés de reduccio exposat

en (3.3.5) per a k =1,2,...,n— 1. El sistema Ax = b deriva, finalment, en Ux = c.

Proposicié 3.3.4. La transformacio d’una matriu n X n a la seva forma triangular per a un
sistema d'n equacions utilitzant [’eliminacio gaussiana necessita, aproximadament, de §n3 flops.

Demostracio. Volem saber la complexitat del procés de transformacié del sistema Ax = b a
Ux = ¢ amb n incognites. El r-ésim pas de transformacié involucra n — k files i per cada fila
necessitem d’una divisio (per obtenir m;,) i n —r + 1 multiplicacions i sumes; aproximadament,
aixo correspon a uns 2(n — r)? flops al k-ésim pas, per a un total de

n—1 n—1
23 (n—k)P?=2> 12 (3.3.6)
k=1 v=1
Lema 3.3.5.
n—1

S, =3 2= . (3.3.7)

Demostracio. Per induccio, la formula és evident per a n = 1. Suposem que és cert per an = N
i ho provem per a N + 1:

N
Sny1 =Sy + N? = E(2N2 — 3N +1+6N)

3.3.8)
N N+1)N@2(N+1)—1) 2N3—N?+ N (
=—(2N+1)(N+1):( IV ) ): :

6 6 6
La N de major grau domina sobre la resta i la proposicié queda provada. |

Hem de tenir en compte que, normalment, en 'aplicacié d’aquest algorisme per a matrius
grans, la majoria d’elements sén zeros i es poden utilitzar altres mecanismes per a reduir la
quantitat de calculs. Aix0 queda fora de I’abast d’aquest curs. En definitiva, podem dir que
aquest algorisme té una complexitat de 'ordre d’O(z?). |

Observacio 3.3.6. A més, en el pas r-ésim d’eliminacié gaussiana hem de dividir per 1’element
de la diagonal @"). Hem de fer diverses observacions:

e En aquest algorisme hem assumit que tots els pivots eren diferents a zero. De totes maneres,
en el cas que @) = 0, llavors podem cercar EE:) # 0,7 > k (que existeix sempre, en ser
det A # 0) i permutar I'equacié r-ésima amb la i-ésima.

o En cas que @") # 0 pero és petit, el métode de Gauss, tot i que teoricament és aplicable,
és molt inestable numeéricament en el sentit que els errors de la solucid, propagats a partir

dels errors de les dades, poden ser augmentats notablement.
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Estratégies de pivotatge 3.4.5

3.4
ESTRATEGIES DE PIVOTATGE

Definicié 3.4.1 (Pivotatge). En el procés d’eliminacié gaussiana anomenarem a l'intercanvi
de files pivotatge.

Per a reduir una possible falta de precisio (revisar 'exemple de [EWNO4| pag. 206-207]) es
recomana que els pivotatges es facin amb un pivot el més gran possible. No cal fer les operacions
que sabem que donen com a resultat 0. Es poden resoldre amb la mateixa matriu diversos
sistemes simultaniament.

Algorisme 3.4.2 (Pivotatge parcial). Considerem el pas r-ésim de l'eliminacid gaussiana, re-
collit a (3.3.3)). Agafem la r-ésima columna i busquem, des d’a'") fins al final, l’element de major
magnitud. Trobem [’index de fila v tal que
_ —(r)
el = max 3], (3.4.1)
St v > r, aleshores les files v 1 v s’intercanvien ¢ es procedeiz amb [’eliminacié gaussiana.
Efectivament, amb el pivotatge parcial els m;,. satisfan

ay

—| <L (3.4.2)
CLTT‘

(M| =

Algorisme 3.4.3 (Pivotatge total). Es una extensid del pivotatge parcial: el r-ésim pivot s’ob-
tindria buscant ’element més gran en la submatriu

a - )
: . (3.4.3)
ap o)

Una vegada trobat, es procedeix a intercanviar files i columnes fins que tal element ocupi la
)
posicio (r,r). Es un métode que practicament no s’utilitza avui en dia.

L’objectiu del pivotatge és evitar que els elements de la matriu esdevinguin massa grans
durant el procés d’eliminacié gaussiana i aquest fet derivi en pérdua de precisio.

Definicié 3.4.4 (Definida positiva). Una matriu simétrica A és definida positiva si 27 Az > 0
i és igual a 0 si, i només si, z = 0. La definicié és forca analoga a la que vam donar el seu
moment de forma lineal definida positiva a Algebra Lineal.

Definicié 3.4.5 (Diagonalment dominant). Una matriu A = (a;;) és diagonalment dominant

Sl
n

|a“|2 Z |aij|,i:1,2,...,n (344)

J=Lli#j
Aleshores,

1. Es recomana usar aquest métode quan es treballa amb ’eliminacié gaussiana per a un
sistema Ax = b.
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3.4 Algebra lineal numeérica

2. No es recomana el pivotatge en matrius diagonalment dominants ni en aquelles simétriques
i definides positives.

Observacio 3.4.6. L’eliminacié gaussiana sense pivotatges és estable per a aquests dos ti-
pus de matrius: l’element més gran contingut en A és més gran que qualsevol generat durant
I’eliminaci6. De fet, els multiplicadors m seran més petits o iguals que 1, com hem dit a (3.4.2)).

Recordem que al principi del capitol déiem que un sistema Az = b tenia soluci6 tnica si els
vectors columna de la matriu A eren linealment independents.

Exemple 3.4.7.

—10° 1 1) (1 B 1 N B
( 2 1) <x2> - (0) » T1 = 500001 —0.4999975 = _53;2

(10,3,—-9,9) (base, fraccio, exponents, minim, maxim) (3.4.5)

aby =2-10° —10° 1 T\ 1 12 —0
b, =2-10°" 0 2:10°) \ap)  \2.10°) 27 H01 =%
Proposicio 3.4.8. Si els vectors columna de la matriu A son linealment independents, ’elimi-

nacio gaussiana amb pivotatge parcial té tots els pivots diferents a zero.

Demostracio. Per la descripcié de |3.4.2| se segueix que el procés s’acaba al pas r-ésim si a;,. =
0,Vi > r. Aixo pot ocorrer solament en cas que una columna a.. és una combinacio lineal de

a.,...,a,_1. Considerem el sistema:
aix a2 - Aip—1 | Q1p
Q21 Q22 -+ Agr-1 | Q2r (3.4.6)
Qp1 Qp2 " Apr—1 | Qpr

Sabem que aquesta matriu es transforma mitjancant I’eliminacié gaussiana amb pivotatge parcial
en una matriu de la segiient forma

1 @ 1) 1) (1)

O S S
0 Qgy Qg3 * - 524«4 (2%
0 0 . Al |

s (3.4.7)
00 0 - aL),|as)
0 0 o --- 0 0
o o o0 -- 0 0
on tot aﬁ),axf) #0,i=2,...,r — 1. Aixo implica que podem trobar {a;}*=! tal que

a1a.1 + -+ o101 —a, =0 (348)

i, per tant, les r primeres columnes no séon linealment independents. Aixi doncs, sota ’assumpcio
que les columnes d’A sén linealment independents, 1’eliminacié gaussiana amb pivotatge parcial
utilitza pivots tots diferents a zero. Cap esmentar que aquest resultat negligeix els efectes dels
errors d’arrodoniment. [ |

Corol-lari 3.4.9. Sidet A # 0, aleshores sempre es pot fer eliminacid gaussiana amb pivotatge.
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Permutacions 3.5.4

3.5
APLICACIONS

PERMUTACIONS

L’eliminacié gaussiana és equivalent a una factoritzacié de la matriu. Un intercanvi de files és
equivalent a una multiplicacié per ’esquerra per una matriu de permutacio.

Definicié 3.5.1 (Matriu de permutaci6 simple o transposicio). La matriu més simple que ho
compleix, que anomenarem P,,, és obtinguda intercanviant les files r i s a la matriu unitaria I i
difereix d’I en quatre posicions: té zeros en les posicions (r,r), (s, s), (1,s), (s, 7).

Si multipliquem un vector = per P, aleshores els elements x, i x, s’intercanvien. Analoga-
ment:
PrsA - Prs [a:la:Z o a:n] = [Prsaslprsa:Z te Prsa:n] (351)

mostra que les files 7 i s s6n intercanviades. Amb r < s, tenim:

Ar—11 Gr-12 - Qr_1n
Qs 1 Ag 2 e Asn
Qr411 Ar412 0 Qrgln
As—11 Ag—12 -+ Qs—1n
ar1 Qr2 e Qrn
As+1,1 As412 *° Qstin

Observacio 3.5.2. Notem que una matriu de permutacié simple és simétrica i és la seva propia
inversa; és a dir, és ortogonal:
_ pT _ p-1
Ps=P =P . (3.5.3)

La definicié general d’una matriu de permutacié és una matriu P tal que Px és solament una
reordenacié dels components en x. Aixi doncs, un producte de transposicions és una matriu de
permutacio i, de fet, totes les matriu de permutacions es poden construir d’aquesta manera.

Proposicio 3.5.3. Qualsevol matriu de permutacid es pot escriure com un producte de trans-
POSICLONS.

Demostracio. Px defineix un ordre dels elements en x. Sigui (Pz); = xy,; Pig, @ posa xy, a la
posici6 desitjada, on k; # k;,Vi,j | i # j. Tot seguit, sigui (Px)s = (Pig,@)ky; PoryPriy@ 8
els elements desitjats a les primeres dues posicions. Aplicant aquest procediment iterativament,
arribem a la solucio. |

Proposicio 3.5.4. Les matrius de permutacio son ortogonals:
PP =pPPT =1 (3.5.4)
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3.5.2 Algebra lineal numeérica,

Demostracio. Sigui P = P,P, el producte de dues matrius de permutaci6é elementals. Sabent
que P, = PL = P! obtenim:

rs rs ?

P =P'PTP,P, =1 (3.5.5)
La demostracié és similar per PP i per més de dos factors. |

La multiplicaci6 PA dona una permutacio de les files en A. La corresponent permutacio de
les columnes d’A s’obté multiplicant PT per la dreta, APT. Si dividim (partition) la matriu en
submatrius de la mateixa manera, podem redefinir el producte de dues matrius AB,n X n:

All A12 “e. AIN Bll B12 . .. BlN
A— A‘Ql 422 A'QN . B= ?21 ?22 B.ZN
ANl ANZ ANN BNl BN2 o BNN (3'5'6)
N
C'=AB, Cij =) AuBy;
k=1

sempre que aquests productes siguin compatibles (recordem que per poder multiplicar dues
matrius cal que el nombre de columnes en A;;, ha d’equivaldre al nombre de files en By, per
aixo abans hem imposat que haviem de dividir la matriu de la mateixa manera).

MATRIUS INVERSES

Definicié 3.5.5 (Transformacio de Gauss). Definim la transformacié de Gauss Ly com una
matriu triangular inferior que difereix de la matriu unitaria solament en la k-ésima columna:

10 --- 0 0 --- 0
o1 -- 0 0 ---0
oo .- 1 0 - 0], (3.5.7)
00 Mmgtp 1 -+ 0
00 -+ m, 0 -1

on l'element m; correspon al multiplicador m;, a I’eliminacié gaussiana. En efecte, ’eliminacio
gaussiana no és siné multiplicar A amb matrius astutes per l'esquerra.

Si multipliquem un vector x per L, obtenim:

X1

x;, 1=1,...,k;
y=Lpx= ok Ein{

3.5.8
Trpy1 + Mpp1 x Tk ( )

T+ mpx, t=k+1,...,n.

Tn + MpkTk

Aleshores, z = L; 'y ha de satisfer

79 = ,...,]{f;
xi:{y Z (3.5.9)
Yi — MyikYk, z:k—i—l,...,n.
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Matrius inverses 3.5.7

La transformaci6é de Gauss es pot utilitzar per fer zeros en un vector i és tutil per reduir-lo: sigui
x un vector amb xy # 0 i sigui Ly donat per

€T

mip, = —, i=k+1,... n. (3.5.10)
Tk
Aleshores,
xy €1
L'y = Tk =", 3.5.11
K Th1 — Mpt1,kTk 0 ( )
Ty — MpkLh 0

En efecte, és forca simple invertir la transformacié de Gauss:

1

L' = 1 , (3.5.12)
—Mgyrr 1

—Mnk 1

Observacio 3.5.6. En eliminaci6é gaussiana aplicada a la matriu A, LA ens faria zeros en la
primera columna i aixi successivament.

Exemple 3.5.7. La transformacié de Gauss L, es pot partir en

L= (T; (]%) , (3.5.13)

on el vector columna m conté {m;}_,. Sigui

P= ((1) g) (3.5.14)

on P és una permutacié d’ordre n — 1. Aleshores,

L =0 8)\n 1) o 2r) = \om ppr) = \pm 1) (35.15)
p 10 1 0\ /1 O 1 0 1 0

Doncs, 1'inica diferéncia entre Ly i PL; PT és que els elements en la posicié (2,1),...,(n, 1) sén
permutats segons la definicié6 de P. Tot seguit, considerem el producte L;L; de dues transfor-
mades de Gauss amb k > 1:

nec (D000 (1 D). 5510

Aqui, L, és la submatriu inferior dreta de dimensio (n — 1) x (n — 1). El calcul mostra que la
diferéncia entre L, i Ly L) és que m apareix sota la diagonal principal a la primera columna.
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3.5.3 Algebra lineal numeérica

DETERMINANTS

Proposicio 3.5.8. Si o, 7 son permutacions de n elements, es compleiz (o7)~! = 77107}

Proposicio 3.5.9. Tota permutacio és producte de transposicions.

Definicié 3.5.10 (Permutacions). Considerem un enter n > 2 i el conjunt C' = {1,2,...,n —
1,n}. Una permutacié d’'n elements és una bijeccié o de C' en C. Per tant, cada enter i € C' té
una imatge o(i) per o i tenim o (i) = o(j) = ¢ = j (és injectiva). Al seu torn, tot enter de C
és o(i) per a un tnic i € C' (és exhaustiva). Denotarem per S,, el conjunt de les permutacions
d’'n elements.

Les transformacions que experimenta una matriu A al llarg del procés d’eliminacié gaussiana
amb pivotatge consisteix a fer combinacions lineals de files de manera que, llevat del signe, que
pot variar en permutar files i permutar columnes, es preserva el determinant. Es aixi que

det A=odet A, = O’HCL](JZ), (3.5.17)

k=1

onoval 1o —11i A, ésla matriu triangular final que té els elements a,(!z) a la diagonal. Cal fer

dues observacions:
1. El valor de o sera 1 o —1 segons s’hagi fet un nombre parell o senar, respectivament,
d’intercanvis entre files i entre columnes.
2. Com ja hem comentat, podria donar-se ailladament el cas que en el k-ésim pas de I’elimina-
ci6 gaussiana, aglkf) =0,k <17 <n. Aquesta circumstancia clouria el calcul del determinant
amb det A = 0.

I a continuacio, algunes propietats dels determinants.

Corol-lari 3.5.11. Si una columna d’A és combinacio lineal de les altres columnes, A; =
Zk# bi Ay, aleshores det A = 0.

Corol-lari 3.5.12. Si a una columna d’A li sumem una combinacid lineal de les altres columnes,
el determinant d’A no varia.

Corol-lari 3.5.13. Si intercanviem les posicions de dues columnes d’A, el determinant d’A
canvia de signe.

Corol-lari 3.5.14. Si permutem les columnes d’A, el determinant no varia si la permutacio és
parella i canvia de signe si la permutacio és senar. En altres paraules,

det(AU(l), e ,Ag(n)) == 6(0) det(Al, . ,An) (3518)
Proposicié 3.5.15. Si A, B matrius quadrades nxn, aleshores es compleiz det(AB) = det Adet B

Lema 3.5.16. Sigui A una matriu n X n i siguin Ay, ..., A, les seves columnes. Si Ay é€s
combinacid lineal de vectors columna Ch,...,Cy, Ay = > ,_, biCy es compleiz:

det(Ar, . Ap—1, Dy beCpy Ay oo, Ay) = (3.5.19)
L AL). o

= ZZ:I bg det(Al, Ce ,Ak_l, Cg, Ak_|_1, ..
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Factoritzacié LU 3.5.23

Proposicié 3.5.17. Per a qualsevol matriv quadrada A, es compleiz det(AT) = det A.

Observacio 3.5.18. Amb 'anterior proposicié obtenim que fins a |3.5.14] els enunciats sén
igualment valids si canviem columnes per files.

Proposicio 3.5.19. Si A és matriu n X n, es compleiz:
det A=) al Al (3.5.20)
j=1

per a qualsevol columna j d’A. En altres paraules, obtenim el determinant d’A com la suma de
cada coeficient de la columna j multiplicat pel seu adjunt.

Teorema 3.5.20. Una matriu n X n té rang n si, © només si, det A # 0.

Demostracio. Si rg A < n, una de les columnes d’A és combinaci6 lineal de les altres. Aixi,
els vectors columna d’A son linealment dependents i, a més, per [3.5.11] si una columna d’A és
combinaci6 lineal de les altres columnes, A; = >, 4 bi Ay, aleshores det A = 0. SirgA = n,
A és invertible i A™! és la matriu inversa d’A. Al seu torn, tenim AA~! = I, que implica
(det A)(det A=) = detT =1, i per tant, det A # 0. |

FAacTtoriTZzACIO LU

Sigui A una matriu n X n. Suposem que es pot fer la segiient descomposici6 PA = LU on L és
una matriu triangular inferior i U una matriu triangular superior i P una matriu de permutacio.
Alguna de les seves utilitats son les segiients:

1. El sistema Az = b és equivalent a resoldre els segiients sistemes en aquest ordre: Ly = b i
Uzr =y.

2. Calcul del determinant d’A: det A = det LdetU = ([}, L) (T Ti2 wii)-

3. Si A és regular el calcul de la inversa és equivalent a resoldre n sistemes tal que Ax = L.
Pero podem usar A~! = (LU)"' = UL~

Observacio 3.5.21. Cal preguntar-se per 'existéncia i la unicitat d’A = LU. Si comptem

incognites d’L i U obtenim que cada matriu presenta % incognites.

Observacio 3.5.22. En el cas d'una factoritzacié LU sense pivotatge, A = LU, els elements
d’L i U es poden trobar usant només els elements de la matriu A, i aleshores resulta:

ug = ay) (j=k+n, k=1%n). (3.5.21)

En cas que no es compleixi la condici6 exigida i sempre que A sigui regular, sera possible de
permutar les equacions de manera que la nova matriu admeti una tal factoritzacio.

Aqui entra en joc el pivotatge. Hem de demostrar que l’eliminacié gaussiana amb pivotatge
parcial aplicada a una matriu regular A és equivalent a la factoritzaci6 PA = LU, on P és una
matriu de permutacio.

Teorema 3.5.23 (Factoritzacio LU). Tota matriu reqular A, nxn, es pot factoritzar en PA =
LU, on P és una matriu de permutacio, L una matriu triangular inferior unitaria © U una matriu
triangular superior.
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3.5.4 Algebra lineal numeérica,

Demostracio. Per inducci6. La demostracid és trivial per al cas n = 1. Assumim que és certa
per al cas n = N — 1 1 considerem la matriu A de mida N x N. Hem de demostrar que el
teorema es compleix per N. El primer pas de ’eliminacié gaussiana amb pivotatge parcial es
pot formular com

Ay = Li'PA, (3.5.22)

on P; és una matriu de permutacio i Ly és una transformacié de Gauss,

10 e
Ly = (m ]I) , m= : . (3.5.23)
Mn1
El resultat és .
Ay = (“61 Zg) , (3.5.24)

onul = (uja,...,up,) € R 1212 té ordre N —1. La hipotesi d’inducci6 ens diu que ]521212 = EQUQ,
on totes les matrius tenen ordre N — 1. Ara definim les matrius de mida N x N:

(10 (1 0N o (un ul
P (U D)on (Yo (Y, 525

PA, — 1 9 U1 U;’lr o U111 ~U’£
M0 )\ U,) 0 RA,

Aleshores,

3.5.26
. U1l U{ . 1 0 U1 U? — LU ( )
SN0 Lly) \0 L)\ 0 U,) TP
Si ho combinem amb el fet que A, = L' PLA i P] P, = I obtenim que
P,PLA = Py, Ay = PBL Py PA, = P,L Py LyU. (3.5.27)

Ara fixem que P = P, P;,. Es veu clarament que L = P2L1P2T Ly és una matriu triangular inferior
unitaria amb

1
li=1 = 3.5.28
= () (3:525)
iles columnes l.o,...,1[., equivalen a les mateixes columnes en Ly. Hem demostrat també que la
matriu A de mida N x N satisfa PA = LU i, per tant, el teorema queda provat. [ |

Corol-lari 3.5.24. Si fizem la seqiiéncia de pivotatge (fixem la matriu P), aleshores els factors
L, U son inics.

Demostracio. El resultat és una conseqiiéncia directa del fet que la descomposicié LU és equiva-
lent a eliminacié gaussiana aplicada a la matriu PA: si A = L U; = LyU,, Uy, Uy no singulars:

Ll = LQUQUl_l, L2_1L1 = UQUl_l = ]I (3529)
n
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Matrius simétriques i definides positives 3.5.27

Una vegada hem trobat la factoritzacié LU, podem resoldre facilment el sistema Az = b; és
equivalent a PAx = LUx = Pb. Definint y = Uz, el sistema es pot resoldre en dos passos:

1. resoldre Ly = Pb,

2. resoldre Uz = y.

Observacio 3.5.25. Com L iU s6n ambdos triangulars, la complexitat algorismica és de I’ordre
de O(n?) (en particular, 2n? flops).

Exemple 3.5.26. Volem aplicar eliminaci6 gaussiana amb pivotatge parcial, on usarem com a
pivot 'element as;.

0.6 1.52 3.5
A= 2 4 1 (3.5.30)
1 28 1
Resolem:

0.6 1.52 3.5 2 4 1 2 4 1 2 4 1

2 4 1 1, A4=106 152 35|,4,=10 032 32],4A3=105 0.32 3.2

1 28 1 1 28 1 0 08 0.5 0.3 0.8 0.5

A1:P12A P:P23P12

mo1 = 05, msz1 = 0.3. AQ = L1_1P12A U= A4 = L2_1P23L1_1P12A
Az = Pyl ' PA A = PiyLy Py LU
(3.5.31)

MATRIUS SIMETRIQUES I DEFINIDES POSITIVES

En una seccié anterior ja hem fet una petita introduccio dels diferents tipus de matrius i ara ens
toca estudiar-ne algun. Veurem que aquells sistemes d’equacions determinats per una matriu
simétrica i definida positiva poden ser resolts sense pivotatge i sense pérdua de precisié. A mode
d’introduccio, la segiient observacio:

Observacio 3.5.27 (Procediment sense pivotatge). Suposem que no ens cal pivotar i, per tant,
no ens cal la matriu P (A = LU). Aleshores, el procés per obtenir U se’ns simplifica a:

LY LT'A=U, my = % — LiLy Ly U
11
1
mo1 1 0
ma; M3z 1 (3532)
LiL,=| . S
Mpp Mypg oor oee oo 1

En aquesta subsecci6é veurem que la factoritzacié LU sempre es pot resoldre sense pivotatge
sempre que la matriu sigui simétrica i definida positiva, aixi com aprendre com treure partit de
la simetria de la matriu de tal manera que la descomposicié esdevingui simétrica i necessiti de la
meitat de flops en el pitjor cas. Al llarg d’aquesta també considerarem A, una matriu simeétrica
i definida positiva.
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3.5.5 Algebra lineal numeérica,

Lema 3.5.28. L’element més gran en magnitud d’A €s positiu i esta a la diagonal principal.
Tots els elements que sorgeizen del procés de la descomposicio LU d’A sense pivotatge son o bé
més petits en magnitud o bé iguals a l’element més gran d’A. En altres paraules:

age >0,k=1,...,n 4 max|a;| = m}gx{akk}. (3.5.33)
i.j

Demostracio. Una matriu simétrica i definida positiva compleix 27 Az > 0,V # 0. Usarem ey,
per denotar el vector donat com el k-ésim vector columna a la matriu unitaria I:

{3 7 3530

Si utilitzem aquest vector per x en la condicié de matriu simétrica i definida positiva, ens queda
que
0 < ej Aep = e} ay = ag > 0, (3.5.35)

i hem provat la primera part del lema. A continuacio, el criteri de Sylvester, |3.5.36] ens assegura
que una matriu és definida positiva si, i només si, els determinants principals sén estrictament
positius. Una matriu definida positiva continua sent-ho després de permutar dues de les seves
fileres al mateix temps que es permuten les columnes corresponents, atés que aixo representa
només un canvi de variable consistent a permutar les components corresponents dels vectors.
Aixi, canviant les fileres i columnes i, j per les fileres i columnes 1 i 2 de la matriu A, s’obté una
matriu definida positiva amb determinant principal d’ordre 2:

Qi; Qg
a;j a; = ajiaj; — ay; > 0; (3.5.36)
per tant,
|aij| < ai; olay| < ajj, i,5 =1+n,i#j. (3.5.37)
Alternativament, podem fer el segiient:
0< (ei + €j>TA(6Z‘ + Gj) = a; + Qi + Qi + A5 = Qg + Qjj + 2@1‘]‘, (3538)

on hem usat la simetria a;; = a;j;. De manera analoga, obtenim:
0< (61' — €j)TA<€i — ej) = a; + ajj — 2(11']‘. (3539)
Combinant les dues tltimes inequacions i que ¢ # j veiem que

1
\aij| < §(CL” + Cij) < max{aii, ajj} < 1?1?2(11 ALk (3540)

Teorema 3.5.29. La factoritzacic LU, A = LU, de qualsevol matriu A simeétrica 1 definida
positiva es pot resoldre sense pivotatge. En particular, A = LDLT, on L és una matriu triangular
inferior unitaria © D és una matriv diagonal amb elements positius a la diagonal.
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Matrius simétriques i definides positives 3.5.30

Demostracio. Per induccié. FEl teorema és trivialment cert per n = 1: A = (a) i, per tant,
2T Az = rax = ax? > 0six € R\ {0} = a > 0. Per al pas d’induccio, assumim que és cert
per an = N — 11 fragmentem la matriu A de mida N x N:

ay  al 21
_(an @ -
A= (Ch A2> Coa=| |, (3.5.41)

Donat que A és simeétrica i definida positiva, el lema anterior ens garanteix que a;; > 0 de
manera que el farem servir com el primer pivot. La corresponent transformacié de Gauss és la
segiient:

my

1
L1 = ( 1 g) y mp = —aq (3542)

i la matriu transformada és la segiient:

i, (1 0\ [an af\ _ (an o 1
A =13 A_(—ml ) \a 4, =0 A2 Ay = Ay—myal = Ay — allalal (3.5.43)

Podem reescriure A; de la segiient manera:

T
_ (o ap) _ fan 0\ (1 my\ @543 a0\ r
A = < ; A2) - ( . Az) ( 0 ) 2D 41, ( o 4,) (3.5.44)

Evidentment la matriu A, de mida (n — 1) x (n — 1) és simétrica. Sigui z un vector tal que

[Te— (2) — o= ()" (2) (3.5.45)

per algun vector no nul y € R"!. Tal x existeix i és no nul ja que la matriu triangular superior
unitaria LT és regular. Ens queda que

0 < zTAz =y Ayy. (3.5.46)

Aixo mostra que A, és simetrica i definida positiva. A part, segons la hipotesi d’induccié, té una
factoritzacio A2 = LQDQLQ, on L2 és una matriu triangular inferior unitaria i D2 és diagonal
amb elements positius a la diagonal. Obtenim:

- 1 0 a1 0 1 0 T 1 0 a1 0 1 m{
o ) (5 5) (0 )= (o 2) (0 ) 6 0) oo

Aquesta és, en efecte, la factoritzacio LDLT. [ |

Ja vam veure que la pérdua de precisié pot ocorrer a I’eliminacié gaussiana; alguns elements
de la matriu esdevenien molt grans durant el procés. Demostrarem que tal creixement no es pot
donar en les matrius simétriques i definides positives.

Teorema 3.5.30. Tots els elements generats durant la factoritzacio LDL" estan fitats en mag-
nitud per [’element més gran d’A.
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3.5.5 Algebra lineal numeérica

Demostracio. Solament ens cal mostrar que Pelement més gran en la matriu transformada A,
donada per (3.5.43|) és fitada per I'element més gran d’A. Ja hem vist que la matriu A, és
simeétrica i definida positiva. Aleshores,

max |a;;| = max{a;}, (3.5.48)
1] 7

i per (3.5.43]) un altre cop i la definicié d’a; obtenim que

. 1
ay = a; — —a3; < ag, (3.5.49)
ai
ja que ay; > 0. Al seu torn:
ai; < 1%?;%{&1@1@} = mi?x lail, (3.5.50)
1 la nostra demostracio ha finalitzat. [ |

Exemple 3.5.31. La matriu simétrica i definida positiva A mostrada a continuaci6 té la fac-
toritzacio LU:

4 6 2 1 0 0\ /46 2
A=16 18 —15|=LU=[15 1 0]|0 9 —45 (3.5.51)
2 —1.5 4.25 05 —05 1/ \0 0 1
i la factoritzacio LDL™:
400
A=LDL", D=0 9 0. (3.5.52)
001

La simetria d’A de la factoritzaci6 LDLT implica que solament cal guardar i modificar
elements a la diagonal principal i en els triangles estrictament inferior o superior d’A. Com a
conseqiiéncia, el seglient corol-lari:

Corol-lari 3.5.32. El nombre de flops involucrats en resoldre la factoritzacio LDLT d’una
matriu n X n, simetrica i definida positiva és d’aproximadament %ng. Ens cal solament emma-
gatzemar uns %nz elements de la matriu.

Procés 3.5.33 (Factoritzacio de Cholesky). FEls elements a la diagonal a D son positius. Per

tant, la matriu
Vi
DY/? = (3.5.53)
dnn

també té elements reals. Obtenim que:
A= LDL" = (LDY*)(DY?*L")=Cc"C, D = DY?D'/2. (3.5.54)

La matriu C = DY2LT és una matriu triangular superior. Aquesta versio de la factoritzacio
LDLT s’anomena factoritzacio de Cholesky d’A. Si la coneizem, el sistema Az = CTCx = b es
resol en els segiients dos passos:

1. resoldre CTy =0,
2. resoldre Cx = y.
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Matrius banda 3.6.1

Observacio 3.5.34. A tall d’observacio, notar que la factoritzacié6 de Cholesky necessita uns
1
3
Cz =y és de n? flops.

n? flops i la complexitat en trobar la solucié de cadascun dels sistemes triangulars CTy = b i

Observaci6 3.5.35 (Descomposicio LU i matrius simétriques definides positives). En el cas que
A sigui simétrica i definida positiva, tenim que A = LDLT = LU i U = DL".

Proposicio 3.5.36 (Criteri de Sylvester). Per a matrius definides positives, els elements dia-
gonals dy, j, son positius.

Exercici 3.5.1. Demostreu que la matriu

13 11 11
11 13 11 (3.5.55)
11 11 13

és definida positiva, trobeu-ne la factoritzacio de Cholesky i el seu determinant.

Resolucio. Tenim:

a 11
= —[? 1 —an _ 11
dag = ag l 521511 ~ s =3 =13, N (3.5.56)
_ asa— _ _ 2 2 _
lgpg = SB=BA = 2, dyz = agz — I31dn — [35das = 45

Aixi, en forma matricial:

1 0 0\ /13 0 0\ /1 & &
A=LDL" = ﬁ 111 0 0o & ?% 01 41. (3.5.57)
5 s 1/\o o %/\0o o0 1

La matriu A és definida positiva, atés que tots els elements diagonals de D sén positius i la seva
factoritzaci6 de Cholesky, A = LLT s’obté amb

V130 0
c=|mm5 Vi 0 |. (3.5.58)
A1 11 /48 35
V13 24 13 12
A més, det A = d11d22d33 = 140. [ |
3.6

MATRIUS BANDA

Definicié 3.6.1 (Banda i amplada). Una matriu és banda si existeixen p, ¢ € N tals que a;; =
0, j <i—gq, j>1+p. L'amplitud de la banda és el maxim nombre de no nuls en una mateixa
fila de la matriu i val w =p+ ¢+ 1.

Amb una matriu banda solament ens cal guardar els elements que es trobin dins la banda.
Aixo implica que per a resoldre un sistema d’equacions lineals amb tal matriu els O(n?®) flops
teoricament necessaris es vegin notablement reduits.
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3.6 Algebra lineal numeérica,

Definicié 3.6.2 (Matriu tridiagonal). Es aquella matriu banda tal que p = ¢ = 1 i pot ser
guardada en tres vectors diagonals a, b, ¢ tals que

a; by
Co Qa9 bg
c3 a b
A= PomeE (3.6.1)

Cp—1 Qp-—1 bnfl
Cn G,

Observacio 3.6.3. Suposem que no necessitem pivotatge i que el sistema tridiagonal és de la
forma Az = f, donat que A és diagonalment dominant. En tal cas, solament ens fa falta anul-lar
un unic element per columna durant ’eliminacio:

Mry1.k = Ck+1/a;€a
a;ﬁ-l = 1 — Mp41,kbk, (3.6.2)
f/lg+1 = fk+1 - mk+1,kfk7

on aj = a; perak =1,2,...,n — 1. Sense pivotatge, necessitem de 3(n — 1) flops per a la
factoritzacio, 5(n — 1) per a les substitucions endavant i endarrere, sumant un total de 8(n — 1)
flops i aproximadament uns 8n flops.

Observacio 3.6.4. El pivotatge parcial destrueix fins a cert punt l'estructura de banda de la
matriu. Considerem, per exemple, una matriu tridiagonal d’ordre 5:

X
X

X X X

: (3.6.3)

X X X
X X X

X
X

tal que x és un element no nul. Suposem que cal intercanviar les dues primeres files, de tal

manera que ens queda:

X X
X

X X X

(3.6.4)

X X
X X X

X
X

aplicant el procés d’eliminacié solament s’anul-la un element per columna, com hem comentat a

[3.6.3] i obtenim:

X
0

X X X

, (3.6.5)

X X % X

X
X X
X X
on * denota un nou element no nul generat en l’eliminacié quan restem a la segona fila un

miltiple de la primera. En el pitjor cas, les files k i k + 1 s’han de restar a cada pas, la qual
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Inversa d’una matriu 3.7.1

cosa ens porta que la matriu triangular superior U és de la forma:

X X
X

X X X

(3.6.6)

X X X
X X X

Tals elements no existiran en una matriu triangular inferior L. Generalitzant, I’eliminaci6é gaus-
siana amb pivotatge en aquest tipus de matrius 'amplada de banda d’U pot créixer fins p+q+1.
Igualment, 'amplada de banda d’L es manté en ¢ + 1.

Observacio 3.6.5. En canvi, si fem servir eliminacié gaussiana sense pivotatge els elements *
no es donaran. Aixi doncs, si A té ¢ elements no nuls per sobre la diagonal i p per sota, les
matrius L i U tindran bandes d’amplada wy = ¢+ 1iwy =p+ 1.

Observaci6 3.6.6.
1. Si la matriu de banda és simeétrica i definida positiva, podem utilitzar la factoritzacié de
Cholesky; la matriu C' sera una matriu de banda.
2. Com ja hem vist, a la factoritzacié LU d’una matriu de banda tant L com U sén bandades
(tot i que les columnes en L es poden permutar). D’altra banda, la matriu inversa és
normalment una matriu escassa en zeros; la forma inversa d’una matriu banda s’ha d’evitar.

3.7
INVERSA D’UNA MATRIU

Per una matriu invertible A la soluci6 al sistema Ax = b es pot expressar com x = A~1h, on A~!
és la matriu inversa. Notem que aix0 és equivalent a resoldre els j sistemes

Az;=0bj, 7=1,...,p; (3.7.1)

on .;, b.; sén vectors columna en X i B, respectivament. Ja vam veure que trobar A = LU amb
L, U conegudes tenia un cost de 2pn? flops, de tal manera que computar A~! ens pot portar uns
2n3 flops i no és recomanable fer-ho a no ser que sigui estrictament necessari.

Procés 3.7.1 (Com calcular la matriu inversa). Podem resoldre el sistema AX =1, on definim
I com la matriu unitaria amb vectors columna tals que

(ex)s = {‘fj L2k (3.7.2)

Suposant que hem trobat A = LU sense pivotatge, aleshores ., el k-ésim vector columna d’A~*
es troba en els dos segiients passos:

1. resoldre Ly.,. = e.x,

2. resoldre Uz, = ..
De forma general, la solucio de cadascun d’aquests dos sistemes necessita de 2n* flops, pero ens
estalviem operacions ja que el vector e sols té un element no nul: com que els primers k — 1
elements en ey, son zero, els k primers elements de y.,. son zero. Essencialment, els elements no
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3.8 Algebra lineal numeérica

nuls a y., es troben resolent les ultimes n — k + 1 equacions de les tltimes n — k + 1 incognites:
necessitem (n — k + 1)? flops. Aixi, el treball per a conéizer totes les columnes iy, €és de

n

Z(n—k—i—l ZV

=1

(3.7.3)

OOlH

Malauradament, en el sistema Ux., = y.. no ens podem estalviar calculs. Aixi doncs, el calcul
de la inversa d’una matriu n x n necessita d’uns 2n® flops.

3.8
NORMES DEL VECTOR I DE LA MATRIU

En aquesta seccié veurem com la solucié d’un sistema d’equacions lineals és afectada pels errors
dels elements de la matrius implicades. Ens cal recordar per com mesurar la magnitud del
vector i de la matriu. Ara introduirem una definicié6 complementaria de la comentada.

Definicié 3.8.1 (Normes /,). Definim una norma ¢, com

1
2]l = (|21 + - + [2a])7, p > 1. (3.8.1)
essent aquestes les més utilitzades:
[zl = Z |4,
1<i<n
lzlls = (a7 + -+ 27)7 = VaTa, (3.8.2)
2]l = max |,
1<i<n
on la || - ||2 s’anomena norma euclidiana i || - ||oo és la norma mazima.

Definici6 3.8.2 (Error absolut i relatiu en un vector). Sigui T una aproximaci6 a un vector .

Donada una norma || - || definim:
1. Perror absolut, ||0x| = || — z||, dx € R™,
2. Derror relatiu, ”H'SjHH Hgﬁ;ﬁn‘ .
Definici6 3.8.3 (Norma induida de la matriu). Sigui || - || una norma d’un vector. La norma
induida de la matriu és 1
]| = sup 1221 (3.8.3)
wto Il
Lema 3.8.4.
Al = e 421 = = 4yl ol =1 (354
Demostracio. Usant y = ﬁ:
00,y =g = Iend Al = ) < ) (3.8.5)
Per tant,
I|A]| < max || Az]| (3.8.6)

llzl1=1
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Normes del vector i1 de la matriu 3.8.9

i si max;=1 [|Az|| = || Ay, [ly|| = 1, ens queda que
A
IAY s 4z < (4] (3.8.7)
Iyl l=l=1
| Al] = max || Az]|. (3.8.8)
fl=[=1
|
Per la definicié anterior es dedueix directament que la matriu identitat compleix ||I]| = 1.
De la mateixa manera, compleix totes les propietats de pero aplicades a matrius:
Lema 3.8.5. La norma de[3.8.9 és, efectivament, una norma matricial.
Propietat 3.8.6 (Propietats de les normes matricials).
1 1A > 0, vA,
2. ||Al =0 <= A =0,
I leAl = laf - [[A]l, « € R,
4o lA+ Bl < Al + 1B]].
Lema 3.8.7. Sigui || - || una norma vectorial i la seva norma matricial induida. Es compleiz
que
[Az || < [JA[ - fl=l
(3.8.9)
[AB| < [[A]l- [|B]-
Demostracio. Per [3.8.3 sabem que Hmlll < ||A]| per tot x # 0. Donat que z # 0 — ||z|| >
0, obtenim la primera desigualtat, ||Az| < ||A] - ||z||. La segona s’obté aplicant la primera
desigualtat dues vegades sobre ||ABzx||:
| Abz|
[A(Bz)|| < Al - | Bx|| < [IA[ - | B]l - |z = TS [A[ - 1Bl = [[AB] < [|All - [[ Bl
(3.8.10)
|
Lema 3.8.8.
Al = e (AA), @5.11)

on \;j(AT A) és el valor propi j-ésim d’AT A.

Lema 3.8.9.
[Alloe = max {; ‘aij|} . (3.8.12)

Demostracio. Usant (3.8.8)), considerem el producte Az per

|2]| 0 = max |z;| = 1. (3.8.13)

1<i<n

Aleshores, la i-ésima component del vector Ax es pot estimar de la segiient manera:

n

E aijxj

J=1

n

n n
<Y aggl - lagl <7 lagl < 1H<1?<};Z |aij]. (3.8.14)
j=1 j=1 ==

J=1

|(Az),| =
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3.9.1 Algebra lineal numeérica,

Aix0 demostra que la banda dreta, r = max;<;<, {2?21 |a;; ]} és una fita superior per a || Az || .

Ens cal mostrar que existeix un vector & amb ||Z||,, = 1 tal que ||AZ||o = r. Sigui ¥ un nombre

> lay| = max {Z |aij|} =, (3.8.15)
J=1 - =1

de fila tal que

isigui Z; = sgn(a,;),j =1,...,n, on
-1 siz <O,
sgnr =410 siz=0, (3.8.16)
1 six > 0.

Aquest vector és unitari a la norma maxima i

(Az),| = Y and;| =Y lay| =1 (3.8.17)
=1 =1
Sabent que [(AZ),| <rv=1,...,n, ens queda que ||Az|. = 7. |

Corol-lari 3.8.10.
|4l = max {; yaij\} . (3.8.18)

Lema 3.8.11. Si ||F|| <1, la matriu I+ F és regular.

Demostracio. Raonarem per reduccié a 'absurd suposant que I + F' és no regular. Aleshores,
(I+ F)x = 0 per algun = # 0. Aixo implica que ||z|| = || — Fz|| < ||F| - ||#]|, mostrant aixi que
|F|l > 1, la qual cosa és una contradiccio. [

3.9
COST OPERACIONAL I TRACTAMENT DELS ERRORS

ANALISI I TRACTAMENT DELS ERRORS

En aquesta seccié veurem com la solucié d’un sistema d’equacions lineals Ax = b és afectada per
les pertorbacions en elements de la matriu invertible del sistema A i la de termes independents
b. En aquest cas, diem que la soluci6é exacta del sistema és x. Si b és pertorbada, la solucié
s’expressa com

A(z + dx) = b+ 6b. (3.9.1)

|6
[T
Volem estimar aquest ultim i tenim en compte Az = b a ambdues bandes de la igualtat de tal

Recordem que 'error absolut ||0x|| s’expressa com ||0z|| = ||Z — z||, dz € R™ i error relatiu

manera que obtenim:
Az +6x) =b+0b & Az + Adz =b+0b & Az =6b < bz =A""'5b.  (3.9.2)
Traiem la norma i fem un estimat de l'error absolut fent us de ||Az|| < ||A]| - ||z]]:

loz ]| = | A= 6b]| < [[A™"]| - [|db]]. (3.9.3)
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Analisi 1 tractament dels errors 3.9.2

De manera analoga per b podem fer:
6]l = | Az < [LA[] - [J]] (3.9.4)

que es pot reescriure, tenint en compte que les normes soén positives, com

1 1
— < ||A|]w, (3.9.5)

el =

1 velem que
—1q .
ozl  1AZII- ll9bl]
]l ]

1y llob]]
< Al - lATY]- ol (3.9.6)
Aix0 ens mostra que l'error relatiu de la banda dreta de la igualtat es veu multiplicat per un
factor || A - [|[A7Y].

Definicié 3.9.1 (Nombre de condicio). Per a una matriu regular A el nombre de condici6 és
k(A) = ||A]| - ||A7Y|. Evidentment, depén de la norma associada: posem rq(A) = ||Allso -
1A oo

Amb la derivacié veiem que el nombre de condicié és una mesura de com de sensible és la
soluci6é a pertorbacions a la banda dreta de la igualtat. El teorema segiient mostra que tal fet
també s’aplica a matrius.

Teorema 3.9.2. Sigui Av =01 (A4 0A)(x +0x) = b+ 0b. Si A és regular i

15A]

A7 164 = k(A) =t =T
A - NloAl = w(A) T

<1, (3.9.7)

aleshores la matriu A + 6 A també és reqular

ox k(A 0b 0A
= 1% (it + ) (3:9:)
Demostracio. Reescrivim la matriu pertorbada:
A+0A=AI+F), per F = A™15A, (3.9.9)
utilitzant [3.8.7]1 la hipotesi sobre 7 ens queda que:
IF|l = AT Al < |A7Y| - loA]] = 7 < 1. (3.9.10)
Aleshores, segons la matriu I 4+ F' és regular. Operant:
I+ F =T+A"'6A=A"(A+5A) B0 A 4 5A regular (3.9.11)

Per tant, (A +dA)™1 = (I + F)"'A~! existeix, demostrant que A + §A és regular. Aplicant la
hipotesi ens queda que

(A+6A)(z+62) =d+6b <= Az + 6z) + SA(z + 62) = d + 6b =5 Az + SA(x + 6z) = 6b
< A(6x) = 6b— 0A(z + dz) < dz=A""0b— A7'0A(z + dx).
(3.9.12)
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3.9.1 Algebra lineal numeérica

Ara ens quedem amb les normes i usem les propietats amb desigualtats i la primera expressio
que hem donat per 7:

1ozl < [LATH] - bl + | ATH] - IBA[l - ||l + o]

) (3.9.13)
< [AH - Hlobll + 7 (llll + lloxD),
de tal manera que (1 — 7)|[6x| < [|[A7Y - ||60]] + 7]|z|| o bé
0| 1 <||A1 - [|b]l )
< +7). (3.9.14)
el —1=7 [l

El primer terme en el paréntesi s’estima de manera analoga a (3.9.3)) i el teorema se segueix
quan inserim la segona expressio per a 7. |

Observaci6 3.9.3. Per la definici6 de norma d’una matriu induida, la identitat T = AA™!, i
de les desigualtats de la norma se segueix que:

1= |[I]| = max ||Iz]| = max ||z = [[AA7Y| < JA[| - [|A7]), (3.9.15)

[lzf|=1 [[=]I=1
mostrant clarament que x(A) > 1.

Definicié 3.9.4 (Matriu ben condicionada). Analoga a la definicié que vam donar de condici-
onament, diem que una matriu amb un nombre de condicié petit és ben condicionada. En canvi,
una matriu mal condicionada és aquella que té un nombre de condici6é gran.

Notacio 3.9.5.
Foo(A) = | Allco - | A oo

_ 3.9.16
kp(A) = | Allp - A lpop > 1 (3.9.16)

Observacio 3.9.6. Una matriu ortogonal (ATA = T) té ko(A) = 1, aixi que és ben condicio-
nada. El nombre de condicié, doncs, és usat per obtenir un estimat de la precisié que es pot
arribar a obtenir al resoldre un sistema del tipus Az = b.

Corol-lari 3.9.7. Sigui el sistema Ax = b i un vector ¥ donat. Aleshores,

< /{(A)H, r=0b— Az, (3.9.17)

on r s’anomena residual.

Demostracio. Evidentment, T és la solucio al sistema pertorbat AZ = b — r, i el corol-lari se

segueix del teorema anterior amb A = 0,0b = —r. |
Observacio6 3.9.8. Es fals que ||A7Y] < m, el que és cert és que
1 1
AT > — (3.9.18)

Exemple 3.9.9. Considerem el sistema Az = b:

57.5 43.75\ (x1\ _ (13.75
(55 () = (50), @019
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Errors d’arrodoniment a l’eliminacié gaussiana 3.9.9

1 els dos vectors

1.02 1.0006
1) — @ —
T (—1.03) T (—1.0004) | (3.9.20)
Per determinar quin de tots és més proper a x, calculem els residus. En efecte, els residus son
0.1625 —0.0170
M —p_ 4D = 2 —p_ 4@ =
r b— Ax (_0'1300) T b— Az (_0‘0274> . (3.9.21)

2) s6n molt més petits que els de 1),

Tots dos son petits comparat amb b i, com els elements a 7
esperem que z? és molt més proper a z que ). Ara ens falta mesurar en quina magnitud: el

nombre de condici6 d’A és Kk (A) == 25.0 i l'estimacio de l'error és la segiient:

=) — 2o

[E41pe

l2® — 2l

[E41Pe

< 0.14, < 0.023. (3.9.22)

.. ) T . ) )
La soluci6 exacta és x = (1 —1) i els errors relatius son:

@) — ||

[£41P8

Iz — 2l [z

20

=0.03, = 0.0006. (3.9.23)

Aixi doncs, la conclusié que z® és la millor aproximacié és certa, perd l’estimacié de Uerror és
molt poc precisa. Considerem el sistema Bx = ¢ amb

95.75 64.375 31.375
b= (120.2 79.7 ) 07 ( 40.5 > (3.9.24)

Aquest sistema té la mateixa soluci6 que Az = b, perd un nombre de condicié considerablement
meés gran, K (B) &~ 405. Amb les mateixes solucions aproximades obtenim que els residuals

0.0162 —0.0317
W) _ . g _ @) _ . By® —
r c— Bz <_0'0130) T c— Bz (_0.0402) , (3.9.25)
i els errors estimats M @
22 = 2lloe g7 12 =2l 4y (3.9.26)
B [E4]P

Els residuals segueixen essent petits comparats amb la banda dreta, pero ara no és del tot clar
que z® és la millor de les dues aproximacions.

La matriu A és no regular si, i només si, det(A) = 0. En tal cas, és facil creure que podem
mesurar si la matriu és ben condicionada o no usant el seu determinant. Res més lluny de la
realitat, aquesta afirmacié no és certa. A la practica, el nombre de condici6 no és computat
paral-lelament a la resoluci6 d’un sistema d’equacions lineals Az = b, ja que necessitariem de
I'obtencié d’A~! a un cost de 2n3 flops.

ERRORS D’ARRODONIMENT A L’ELIMINACIO GAUSSIANA

Sabem que qualsevol nombre real que es representa en un sistema de punt flotant ho fa amb un
error relatiu intrinsec que esta fitat per I’arrodoniment de la unitat p. Tal fet es pot expressar
com:

fllz] =x(1+¢), |e| < p. (3.9.27)
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3.9.2 Algebra lineal numeérica,

Aixi doncs, quan representem una matriu A i un vector b es donen errors
fllai] = ai;(1 + €) = ai; + ca, le] < p, (3.9.28)
i de manera analoga per b. Se segueix que

flIA] = A+0A [|0A]loo < e[ Alloo,

9.2
FIBl = b+8b (8] < bl (39.29)
Doncs, la soluci6 exacta del sistema Az = b es representa pel sistema pertorbat
(A+0A)T = b+ b, (3.9.30)

on T és la solucioé pertorbada. Suposem de moment que no hi ha errors d’arrodoniment en la
soluci6 del sistema pertorbat. En tal cas, = és la solucié i per tenim que:

7~ e _ se(A)

lefloe

2, T = A 9.31
L 2 T = pkoo(A), (3.9.31)

sempre que 7 < 1. L’error es pot estudiar amb meétodes de la subsecci6 anterior, [3.9.1]

Teorema 3.9.10. Suposem que es troba la solucid del sistema (A+8A)T = b+ 6b. Siguin L, U
els factors pertorbats de la descomposicio LU aplicada a PA. Aixi, sigui T la solucié obtinguda
per substitucio endavant i enrere, respectivament, en els sistemes

Ly=Pb, Uz =7. (3.9.32)
Aleshores, T és la solucid del sistema pertorbat (A + 0A)T = b, on

maxmﬂk |6§f) |

16 A oo < p(n® 4 30%)gnl| Allcos gn = (3.9.33)

maxi,j |CLZ‘j ’ '

Els Egﬁl) son els elements que resulten del k-ésim pas de l’eliminacio gaussiana. Si T =
proso(A)(n® +3n?)g, < 1, essent p la unitat d’arrodoniment, aleshores:

[T —2llo 7

. 3.9.34
e S1-7 (3.9:34)

Els elements Eg?) venen donats per (3.3.4): Egﬁl) = fl[agf) — mika;’?], amb aﬁj) = a;;. El
factor de creixement g, depén del creixement dels elements de la matriu i no pas de la mida dels
multiplicadors 7;,. Amb pivotatge parcial tenim |m;,| < 1 i, per tant, una fita superior per al
creixement es veu minimitzada en cada pas.

Es pot demostrar que, a priori, si utilitzem pivotatge parcial, g, < 2"~ '. Es possible que
hi hagi matrius on aquest creixement tingui lloc (gs1 = 10%) i sigui necessari utilitzar pivotatge
complet. En tal cas, es pot demostrar que g, < 1.8n%2°!"7 § g3 < 34.4. A la practica, pero, g,
és usualment més petit o igual que 10.

Observacio 3.9.11. Anteriorment haviem demostrat que si A és simétrica i definida positiva

o o : . (k) . :
i utilitzem eliminacié gaussiana sense pivotatge, aleshores max; ; |aij | no creix amb k i, en

conseqiieéncia, g, = 1.
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Errors d’arrodoniment a l’eliminacié gaussiana 3.9.13

Exemple 3.9.12. Considerem la matriu A amb la seva respectiva inversa:

(e 1 I 1 -1
(s ) () a5

Per a un ¢ petit tenim que k- (A) ~ 4. Aixd mostra que resoldre Ax = b és un problema ben
condicionat. En canvi, resoldre eliminacié gaussiana sense pivotatge correspon a:

1 0 € 1

€

i el factor de creixement g, = |1 — %], el qual és molt gran per a |e| petit, [3.9.10| ens diu que
I'error de la soluci6 sera alt. Cal notar que els factors de la descomposici6 LU estaran mal

condicionats: .

Foo(L) & koo (U) & = (3.9.37)

L’eliminacié gaussiana sense pivotatge és un algorisme inestable. Ara ho provem amb pivotatge

L= (i [1)) U= (é 1;). (3.9.38)

D’aquesta manera, no hi ha creixement i g, = 1, ko (L) &= 1, koo (U) & 4. L’eliminaci6 gaussiana

parcial i obtenim que

amb pivotatge parcial, per tant, és un algorisme estable.

Per tant, els algorismes estables per a I’eliminaci6é gaussiana son:
1. si la matriu és simétrica i definida positiva, ’eliminaci6 sense pivotatge;
2. si no ho és, amb pivotatge parcial.

A la practica, 'error estimat a [3.9.10] és forca pessimista; suposa que en cada flop I'error d’ar-
rodoniment que es produeix és maximal: flja ©® b] = (a @ b)(1 +¢), |e| = p, p la unitat d’arro-
doniment. Utilitzant un algorisme estable per a I’eliminacié gaussiana es dona una estimaci6 de
la fita d’error en T més acurada:

(A+0A)T =0, [[0A]lec S pl|All- (3.9.39)
Sota aquesta assumpcio, el corresponent residual és molt inferior:
r=>0—A%, [[rlle S pllAlloc] £l (3.9.40)

A més, si tenim en compte que b — AT = A(z —T) = r, obtenim que || — z||oo < [|A™ool|7 | co-
Operant i suposant que ||Z||oc & || ]|oo:

17— 2lloo _ 1A ool lloe o pllAllocll A ool Tl _

[2llo = 2l 2o

W Foo(A). (3.9.41)

Proposicié 3.9.13. Si la unitat d’arrodoniment i el nombre de condicio k«(A) satisfan que
w1074 i koo(A) ~ 109, un algorisme estable d’eliminacio gaussiana produira una solucié T
amb d — q decimals correctes.
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vV

Interpolacio polinomica 1 aplicacions

4.1
INTRODUCCIO

Per a una funcié f, suposem que coneixem el seu valor f; = f(x;) en n + 1 punts diferents
Loy oy Ty

Definicié 4.1.1 (Interpolacié polinomica). Es el procés de determinacié d’un polinomi P(z)
de grau més petit o igual a n tal que

Aquest polinomi es pot fer servir per estimar el valor d’f en un punt z, on z és en l'interval
format per zg,...,x,. Quan f; sigui el valor d’'una funci6 f en x;, parlarem d’interpolaci6
polinomica de la funcié f en les abscisses d’interpolacié x;.

Definicié 4.1.2 (Extrapolacio). Siz és fora de I'interval format per xo, . . ., z,, parlem d’extrapolacio.

Observacio 4.1.3. Si solament es coneixen aproximacions dels valors f;, no és recomanable
construir una funcié aproximada a través d’interpolacio, siné per métodes d’aproximacions que
ja hem vist en capitols anteriors.

Notacio 4.1.4. Direm que l'interval format per zg, ..., x,, és a dir, I'interval format pel minim
valor i el maxim valor del conjunt és (zg,...,z,).

La funci6 P buscada formara part del conjunt de polinomis de grau més petit o igual a n;

sera de la forma:
n

P(z) =Y ca'. (4.1.2)

i=0
Per tal de determinar-lo, ens caldra conéixer el valor dels n+ 1 coeficients ¢y, . .., c,. En cas que
¢, sigui no nul, direm que P(x) té exactament grau n.

4.2
INTERPOLACIO POLINOMIAL

Exemple 4.2.1 (Per al cas n = 2). Tenim una funci6 P tal que P = {fy,..., f2}, on cada
subindex correspon al grau del polinomi, és

p(xo) = fo =co+ crao + 62333 1 =z x% ao fo
pr)=fi=c+ar +eri — [1 z 23 a|l=1AH]. (4.2.1)
p(x2) = fo =co+ crza + 021‘% 1 x4 x% Qs fa

55



4.2 Interpolacié polinomica i aplicacions

Notem que aquesta expressidé no és final: és molt facil veure que el sistema té solucié tnica
(el determinant associat ¢s el de Vandermonde) i la matriu és mal condicionada. Utilitzant
p(x) = co + c1(z — x0) + co(z — x0) (x — 21):

P(xo) =fo=c

p(z1) = f1 = co + c1(z1 — x0) —
p(x2) = fo = co+ c1(x1 — x0) + c2(x1 — 20) (T2 — 27) (4.2.2)
1 0 0 agp Jo o

1 21— 29 0 a | =1|hA

1 2o —x9 (z2—20)(x2 — 1) ag fo

Ho podem generalitzar per a un conjunt de funcions P = {f,..., fu}:
Teorema 4.2.2 (Existéncia i unicitat del polinomi interpolador). Siguin xy,...,z, coeficients
aleatoris 1 diferents. Per a valors arbitraris fo, ..., f, existeix un unic polinomi P de grau més

petit o 1qual a n que interpola.

Demostracio. Per induccié provem existéncia. Per a n = 0 podem extreure el polinomi Py(x) =
fo, de grau zero i amb Py(xg) = fy. Ara, suposem que Pj és un polinomi de grau més petit o
igual a k, tal que

Py(z;)) = fi, 1=0,1,... k. (4.2.3)

Hem de demostrar que podem construir Py, de grau maxim k + 1 que interpola f en els punts
xi, t=0,1,...,k k+ 1. Posem:

Piii(z) = Pe(x) + c(x — o) - - (v — ), Prlx;) = fi (4.2.4)

Per a ¢ # 0, Py1 és un polinomi de grau k + 1, i per a qualsevol ¢ satisfa que Pyyq(z;) =
Pi(z;) = fi, perai=0,..., k. Com els punts x, ..., 2,y son diferents, podem imposar com a
condici6 per a trobar ¢ que se satisfa Pyi1(zr11) = fraa:

P [ S A CUSY (4.2.5)

($1~c+1 - $0) ce ($k+1 - $k;) '

Aixi, Pjy1 és un polinomi de grau < k + 1, que interpola f en punts xg, ..., Tgi1.
La unicitat es demostra per reducci6 a l'absurd: siguin P i ) dos polinomis de grau maxim
n, on els dos interpolen els punts xg, ..., x,:

Aixo significa que P — ) és un polinomi de grau < n amb n + 1 zeros diferents. Pel teorema
fonamental de l’algebra, tenim que tal polinomi és exactament zero. En conseqiiéncia, P =

Q. |
Teorema 4.2.3. Sigui f € C""'((x,z0,...,7,)), €s a dir, una funcié amb n + 1 derivades
continues en ['interval format pels punts x,xq,...,x,. St P, és el polinomi unic de grau < n,

satisfa que:
() (42.7)
f(z) = P(z) —W(ﬁi—fﬁo)“'(w—xn),

per a ((x) en Uinterval (x,xq, ..., T,).
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Interpolacié lineal 4.3.1

Demostracio. Usem el teorema de Rolle: si una funcié g és continua a U'interval [a, b], derivable
a l'interval (a,b) i g(a) = g(b), aleshores existeix un punt p en (a,b) tal que ¢'(p) = 0. Escollim
un punt arbitrari & # x;, i =0, 1,...,n i escrivim Uerror f(z) — P(&) de la forma

f(@)—P(z)=AZ —x0) - (& — xp). (4.2.8)
Per a determinar la constant A introduim la funcié auxiliar :
P(z) = f(z) — P(2) — A(z — x0) - - - (x — zy,). (4.2.9)
Observem que (2) =0 i
() = fla;) — P(x;) —A-0=0,i=0,1,...,n. (4.2.10)

Aixi, ¢ té com a minim n + 2 arrels diferents, Z,xy,...,x,. D’acord amb les suposicions que
hem fet, 1 és n + 1 vegades derivable continua, i el teorema de Rolle mostra que v’ té un zero
en cada subinterval d’arrels de ¢. Aixi doncs, ¢’ té n+ 1 arrels diferents. Analogament, en cada
subinterval entre dos arrels consecutives de v’, es troba una arrel de ", de tal manera que ¢” té
n arrels diferents. Aplicant aquest raonament iterativament, arribem a la conclusié que 1™+
té un zero en l'interval (%, zo, ..., z,):

P () = 0. (4.2.11)

Derivant 'expressio respecte ¥ n + 1 vegades, obtenim:

YD) = fO @) — At 1) = A= L) (12.12)
' (n+1)!"7 o
on ¢ depén d’z. Donat que  és arbitrari, el teorema queda provat. |

L’expressio de 'error en el teorema és facil de provar: el factor (z — xg) - - - (x — z,,) assegura
que l'error és zero a tots els punts d’interpolacio, i que si Vi x; tendeix a xg, el terme d’error
tendeix cap el residu d’ordre n en el polinomi de Taylor d’f prop d’z:

1

|[f(z) = P(z)| < ron (4.2.13)

4.3
INTERPOLACIO LINEAL

En aquesta seccié comencarem estudiant la influéncia dels tipus d’error en la interpolacié lineal;
quan aproximem la funcié en l'interval [z, 1] per la recta de punts (xq, f(x0)) i (21, f(z1)).

r — I

Px) = fo+ (f (x1) = f(20)). (4.3.1)

xT1 — Zo

Notaci6 4.3.1. fO = f(x()), f1 = f(l‘l) A més:

1. Rx: error en I'argument = de la interpolacio;
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4.8 Interpolacié polinomica i aplicacions

\}

. Rxp: errors en els valors de fy i fi;
. Rp: Terror de truncament donat per I’aproximaci6é d’f amb una recta;

QN

. Rg: d’errors d’arrodoniment durant la computacio.
Primerament, estudiarem l'error Ry = f(z) — P(z), o < x < 3.

Teorema 4.3.2. Sigui f una funcio derivable dues vegades en linterval [xg, 1|, ©1 = xo + h.
Sigui P(x) el polinomi que interpola els punts (xq, f(x0)) @ (1, f(x1)). Per zy < x < xy l'error
de truncament es pot estimar com:

h2 "
|Br| =1f(z) = P(z)] < - max [f"(C)] (4.3.2)
Demostracio. Tenim, per (4.2.7)):
1
x
R =T 0o ), (43.3)

on zo < ((x) < z1. Posem x = zq + uh,u € [0, 1] i usem que z; = x¢ + h, de tal manera que ens
queda (z — x¢)(z — z1) = h2u(u — 1) i:

"
Ry = Miﬂu(u —1). (4.3.4)
Calculem una fita superior de Rp:
Rel < max = D max (PQ1=" e 0L @39
=" 0217?%{1 uls xorg?é(wl 8 ZOIQ?SXM 7 o
on hem utilitzat que el maxim de u(u — 1) és el punt u on la derivada de la funcio val 0. |

Considerem ara ’efecte dels errors en els valors de les funcions donats, Ry r. Volem demostrar
que els errors son de la mateixa magnitud.

Teorema 4.3.3. Siguin f, i f, valors aprovimats de fo, f1, respectivament. L’error induit en
[interpolacio lineal satisfa:

|Rxr| < e =max{[f, — fol,|f1 = Ail}. (4.3.6)

Demostracio. Sigui f; = f(x;), i =0,11u = ﬁ Veiem que els valors reals i pertorbats de

I'interpolador soén:

P(z) = fo+ulfi — fo) = (L —u)fo+ ufi,

— = S = 4.3.7
P(x) = Ty + ulfy — Fo) = (1~ )fy + uf. 431)
Aixi, lerror és
Rxp = P(x) — P(z) = (1 —u)(fo — fo) +ulfy — fr). (4.3.8)
Ara, usem ¢ i el fet que tant u com 1 — u sén més grans que 0. Aleshores,
|Rxp| < (1 —u)e 4+ ue =e. (4.3.9)
[ |
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Formula d’interpolacié de Newton 4.4.3

44
FORMULA D’INTERPOLACIO DE NEWTON

Fixats els punts xy, . . . , z,, tots diferents, el polinomi interpolador d’una funcié6 esta univocament
determinat, com hem vist a [4.2.3] Newton va proposar una formulaci6é en qué la derivacio es
fa usant técniques analogues a la demostracio de [4.2.3 on generem una seqiiéncia de polinomis
Py, ..., P, amb la recursio

Po(.l’) = C
(4.4.1)
Pi(z) = Pe_y(z) + ep( — ) -+ (x — xp—1), k=1,...,n.
El polinomi P, interpola f en zg,...,x,. Els coeficients de tal polinomi sé6n donats per:
Co = f07
— P 4.4.2
ck = Ji k-1 (7k) yk=1,...n, ( )

(zx — 20) -+ - (T — Tp—1)

on utilitzarem f; = f(z;) per alleugerir notaci6. Aquesta expressio recursiva esdevé més compli-
cada a n més gran; ens interessa redefinir-la i ho fem de la seglient manera:

P, interpola f en xg, ...,z 1, T — g

} Py(z) = Po_y(z) + (Po_y(z) — Poy(z)). (4.4.3)

P._1 interpola f en xq, ..., xg, T — To

Com P, 1 ﬁk_l son polinomis de grau < k — 1, P és un polinomi de grau < k; aquests dos
estan multiplicats pel terme = — xq. Aixi:

Py(x0) = fo = Pe—1(z0) +0;
Pi(x;) = fi = P () + T o (fi—f),i=1,...,k—1, (4.4.4)
T — Lo

Pi(zr) = fro = Peoa(zr) + ﬁkq(ﬂfk) — Pr_q ()

En conseqiiéncia, Py és I'nic polinomi de grau < k, que interpola f en z, ..., zx. El coeficient
¢, depén d’zg, ..., x; i els corresponents valors d’f.

Notaci6 4.4.1. Anomenarem al coeficient d’z* a Py(x): ¢ = flwo, ..., xx].

Observacié 4.4.2. Els coeficients en 2! en Py_1(2) i Py_y(2) son flzo, . .., xp1]i flz1, ..., xx],

respectivament. Obtenim:

cr = flro, ...,z = flo,.. ’xkik__fg[;xoo’ — ,331@71]' (4.4.5)

Definicié 4.4.3 (Diferéncia dividida). El k-ésim quocient de diferéncies (diferéncia dividida)
d’f respecte els punts xzq, ...,z és donat per:

flzi] = f(@),
Flzo, ...,z = flzy, .. ,xkik—_fg[czzo, . ,xk,l]. (4.4.6)
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4.4 Interpolacié polinomica i aplicacions

Observacio 4.4.4. Podem construir una taula de diferéncies dividides de la segiient manera:

x f(:L‘) f[’] f[?a] f["'a'a'] f['7'7"'7'7']
Zo Jo
f[wO’ xl]
T N flzo, z1, 29]
f[l'b 952] f[lo,ﬂvl, T2, 1‘3]
T2 fa f[w‘l,xz, 553]
f[$2, 1‘3]
Z3 /3
: flzo, x1, T2, 3, . . ., X
Tr—3 fr-3
f[l’kfzs, l’kq]
Th—2 [fr2 f[ﬂ%fs, Tk—2, 131@71]
f[ﬂck—z, $k—1] f[xk—s, Tp—2,Tk—-1, Ik]
Tr—1 fr—1 flop—2, Tp—1, ]
f[iﬂk—l, wk]
T Ir

(4.4.7)

Observacio 4.4.5. Com que 'ordre en qué agafem els punts és irrellevant, podem mostrar que
el valor de f[xo,..., x| no canvia per molt que els permutem.

Procés 4.4.6 (Com trobar el polinomi interpolador). Hem de determinar un polinoms que in-
terpoli els punts xq, x1,x2, ..., 2. Per tal de fer-ho, només ens cal tenir en compte que [’estruc-

tura del polinomi en qiiestid sera analoga a (4.2.4) i hem de construir la taula de adaptada

al cas pertinent. Cadascun dels coeficients de la diagonal superior seran els del polinomi.

Procés 4.4.7 (Com computar les diferéncies dividides). FEs computen de la segiient manera:

flwivy, - mig] = flw, o Ty

Litj — Li

(4.4.8)

f[xi, LTitly--- ,iUz'+j] =

Teorema 4.4.8 (Polinomi interpolador de Newton). El polinomi

P.(x) = fot+flxo, v1](x—20)+ f [0, 21, To] (x—20) (x—21)++ - -+ f[T0, 1, - . ., Tp|(x—120) . .. (=T 1),

interpola [ en els punts xo, ..., x,, on el grau de P, és <n i P,(x;) = f;, i=0,1,... ,n.<4‘4‘9)
Per i [4.4.8 tenim que
Pi(z) = Po—1(z) + flxo, ..., xp)(x — x0) -+ - (x — xp—1), Prlxr) = f(ag) (4.4.10)
i, per tant,
fzr) — Pea(xk) = flxo, - xp) (e — 20) -+ (2 — 2p1). (4.4.11)

Corol-lari 4.4.9. Sigui f : [a,b] — R, f € C"([a,b]), {x0o,..., 2.} C [a,b] diferents dos a

dos, x € [a,b] i x & {xo,...,x,}. Aleshores, existeix £(x) € (g, ..., Tn,x) tal que:
_ fUI(E()
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Formula d’interpolacié de Newton 4.4.13

Demostracio. Sigui P,(x) el polinomi interpolador als punts {(zo, f(x0)), ..., (s, f(x,))}. L'er-
ror d’interpolacio6 és:

(n+1) T n n
R = 1)~ Pae) = LD [ i) = flan sl [Je - (4413)
T =0 i=0
i com que z ¢ {z;}!,, podem dividir pel productori, obtenint la igualtat desitjada. |

Pel que fa a lerror per truncament (error quan interpolem) en la interpolaci6 en el cas
general de I'aproximacié del valor de la funcio, tenim que la banda dreta de la igualtat és I’error
de truncament per a x = x; quan f és aproximada pel polinomi interpolador P_;, amb punts
d’interpolacié xg, ..., r,_1. Alternativament, si f és k cops derivable, i recuperant ,
aleshores

A0
Kl

f(l’k) — Pk_l(xk) = (ZEk — Io) cee (ZEk — Ik_1>. (4414)

Exemple 4.4.10 (Polinomi interpolador de Newton). Posem un cas concret P3(x) que es ge-
neralitza facilment a n. Els seus coeficients son facils de computar a través de la norma de
Horner. La idea és escriure Ps(z) com:

Psy(x) = co+ (x — xo)(c1 + (x — 1) (c2 + (2 — 22)c3)). (4.4.15)
Aix0 es pot computar com Ps(x) = by donada la recursio

b3:C3

bj = bjr1(r —x5) + ¢, j=2,1,0. (4.4.16)

Comparant les dues expressions per al truncament de I’error, obtenim el segiient teorema.

Teorema 4.4.11. St la funcio f és k cops derivable continua en ['interval format pels punts

Xo, ..., T, aleshores hi ha un punt ¢ en aquest interval tal que
ARI(S
flzo, - xk] = k'( ) (4.4.17)
Per tant, si f*) no varia molt en l'interval, es pot estimar % per la diferéncia dividida.

Tal estimaci6 es base en aproximar f*) per la k-ésima derivada de P,. Equivalentment, P,_;
s’obté a partir de Py negligint el terme de grau més alt i tal terme es pot utilitzar per estimar
I’error en ’aproximacié Pj_q.

Proposicio 4.4.12. Quan una funcio s’aproxima pel polinomi interpolador de Newton, [’error
de truncament es pot estimar pel primer terme negligit.

Observacio 4.4.13. Aix0 no deixa de ser una generalitzacioé especial del teorema del valor
mitja; vegem-ho per al cas k = 1:

1 /(C) _ f(xl) — f(xO)

1! 1 — X

flxo, 1] = (4.4.18)
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4.6.1 Interpolacié polinomica i aplicacions

4.5
INTERPOLACIO DE LAGRANGE

El polinomi interpolador de Lagrange és una altra manera de representar el polinomi interpolador
d’una funcié donada f.

Definici6é 4.5.1 (Problema d’interpolacié de Lagrange). Donats {(z;,y;)}y C R?, amb x; #
x; per i # j, cal trobar P,, de grau maxim n, tal que P,(x;) = f(x;) = y;, i =0+ n.

Definici6é 4.5.2 (Polinomi interpolador de Lagrange). El polinomi interpolador de Lagrange
de grau < n, el qual interpola f en zy, ..., x, és donat per

Pa(w) = D f(@)Li(w), (4.5.1)

on L; és el polinomi de grau n que compleix

0 C
Li(z;) = 0;5 = { o ? 7 (4.5.2)
1, sii=j,
i és de la forma:
b= ) ) Memn)

(i — o) -+ (5 — i) (@5 — @) -+ (25 — ) Hj:o,#i(-’ﬂi — ;)

Teorema 4.5.3 (Férmula de l'error en la interpolacié de Lagrange). Siguin f € C"([a,b]) i

xo, ..., Ty € [a,b] abscisses diferents i P,(x) el polinomi interpolador de grau < n de la funcid
fenxo,...,x, llavors Vx € [a,b] ezisteiz £(x) tal que:
(n+1) T
flx) = Py(x) = JP(T(Sl()'))(x —xz9) - (& — ). (4.5.4)

Exemple 4.5.4. Per n = 6, considerem la funci6 f(x) = sinz i punts equiespaiats en [a,b] =
[0,9]. Els punts son de la forma x; = a+ih, i =0+nih =% = 3. Volem calcular f(4) — P,(4).
Aplicant el teorema de la formula de ’error:

(7
1f(4) — P,(4)| = ‘%’%(4))' (4 =) (4—a6)| < %175 = 3.47-1072, (4.5.5)

on hem usat que f(7 = —cosz i [f7(z)] < 1.

4.6
INTERPOLACIO D’HERMITE

POLINOMI INTERPOLADOR D'HERMITE NO GENERALITZAT

Definicié 4.6.1 (Polinomi interpolador d’Hermite). Esun polinomi Py,,; de grau maxim 2n-+
1 tal que

P2n+1<xi) = f(ZL’Z), PQ,”_H(J?Z) = f,(l'i), 1= 0, ]_, cee, N (461)
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Polinomi interpolador d’Hermite no generalitzat 4.6.4

Discutirem el cas n = 1 per simplicitat. Denotarem aquests dos punts com z;_1 ix; = x;_1+h;
i el polinomi de grau maxim 3 com ¢;. Escrivim el polinomi de la segiient forma:
T —Ti—1

¢i(7) = a; + bju + cu® + diu®, u = — (4.6.2)

Els coeficients han de satisfer el segiient sistema d’equacions lineals:

C]i(fﬂi—l) =a; = fi-1,
¢i(xi) = a; +b; + ¢; + dy = fi,
hz‘q;(%’—l) =0b; = hifi,fla

(4.6.3)

on f; i f; sén valors donats de f i f'. Aquest sistema té la segiient soluci6 tnica (per tant, és
compatible determinat):

ai = fi-1,

bi = hifi,fh

— fie1) = hi2fi £ 1)),

-, (4.6.4)
d =2(fz 1= fi) + ha(fio+ )

Teorema 4.6.2. Sigui [ una funcid quatre vegades derivable en linterval [x;_q, x;] i sigui ¢; el
polinomi interpolador d’Hermite. Aleshores:

o o 4 /
,, max |f(z) — qi(z)] < 384Mh + 4E h; + E;, (4.6.5)
on
hi =2 — i1, M; = max,, ,<p<s, | [P (7)), (4.6.6)

E; = maxj—;_1; |f($j) — fil, Ei=max;—_1;|f (z;) — f]/|
Observaci6 4.6.3. Si f; = f(x;), aleshores E; = 0. Per analogia, si f; = f'(z;), aleshores
E!=0.
Exemple 4.6.4. Volem aproximar f(z) = sinx per a « € [1.1,1.3]. Tenim:

ZL’j fj = sin $j fJ, = COS $j
1.1 0.8912 0.4536
1.3 0.9636 0.2675

Quan utilitzem aquests valors en , amb h; = 0.2, obtenim que:

z—1.1

qi(7) = 0.8912 + 0.09702u — 0.01789u* — 0.0004827u*, u = 53

(4.6.7)

Cal notar que l'error de la funci6 i la seva derivada és zero als punts d’interpolacié. Aplicant

[1.6.2], ens surt que:

1 — . ~ . —6
Mrgg;ag[smx gi(z)| ~4-107° (4.6.8)

Es facil veure que E; = E/ = 0iamb f*)(x) = sin x obtenim la fita superior 4.01-107¢ en I’error
de truncament Rr.
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4.6.2 Interpolacié polinomica i aplicacions

POLINOMI INTERPOLADOR D'HERMITE GENERALITZAT

Suposem que coneixem els valors f(z;) 1 f'(x;), per a tots els punts xy, . .., z,. Proposem un cas
concret n = 3.

Exemple 4.6.5. Interpolem P(x;) = f(z;) i P'(z;) = f'(x;), per ai = 0,1. Cerquem P de la
forma

p(x) =a+ bz — x0) + c(x — 20)* + d(x — x0)*(x — 11), p(0) =
P (x) =b+2c(x —x0) + 2d(x — 20)(x — 1) + d(x — x )2

p(z1) = a+b(zy — z0) + c(z1 — 20)* = f(

p(x1) = b+ 2c(zy — x0) + d(x1 — 10)> = [

f(wo) = a, p'(x0) = f'(w0) =0
1),

(x1).
(4.6.9)

Definicié 4.6.6 (Problema d’Hermite). Donats z;, 0 < i < n volem les segiients condicions
d’interpolacio:
PO(x) =y, 0<j<n—1,0<i<m, (4.6.10)
on:
{z;}"y CR, 2y < --+ < x,, (abscisses d’interpolacio),
{n;}7, C N, (ordres maxims de derivacié decrementats en una unitat), (4.6.11)
{yl-(k)}, i=0-+m, k=0-+n; —1, (ordenades d’interpolacio),

PW(@) =y, i=0+m, k=0+n—1. (4.6.12)
Si anomenem n + 1= 3" n;, n sera el grau maxim del grau del polinomi interpolador.

Teorema 4.6.7 (Teorema d’existéncia i unicitat del polinomi d’Hermite genemhtmt) Existeix

un unic polinomi P, de grau < n tal que satisfa m ) per a qualsevol dels y

Demostracio. Vegem primer la unicitat. Siguin P; i P, soluci6é del problema d’Hermite. Ales-
hores:
PP () =PP @) =y®, i=0+m, k=0+n,— 1. (4.6.13)

Aleshores, el polinomi Q) := P, — P, té ng+n1+ -+ - +n, = n+ 1 zeros comptant multiplicitats.
Com que és de grau < n, pel teorema fonamental de I’Algebra necessariament es dona que
() = 0. Per veure'n l'existéncia, considerem un polinomi general P(x) = ¢y + c1x + -+ + ¢,
de grau < n. P(z) sera la soluci6 del problema d’interpolacié d’Hermite si, i només si,

PO )=y i=0+m, k=0=n;— 1. (4.6.14)

Aquest és un sistema d’equacions lineals en ¢, ..., ¢, de ng+ny + -+ -+ n,, = n+ 1 equacions i
n + 1 incognites. Com que sabem que té soluci6 tnica, la matriu de coeficients necessariament
és no singular i, per tant, té solucié. ]

Pel que fa a I’error, tenim un resultat analeg al cas de Lagrange:

Teorema 4.6.8 (Error en la interpolaci6 d’Hermite). Sigui f : [a,b] — R, f € C"™, {zo,..., T} C
[a,b], o < 1 < -+ < X, {N0y-- N} CN, ng+-+-4+mn, =n+1. Sigui P, el polinomi
interpolador d’Hermite corresponent que interpola en (4.6.10)),

PW(z)) = f®(z;), i=0+m, k=0+n; — L. (4.6.15)

n
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Derivaci6 i integracié numeériques 4.6.12

Aleshores, per a tot x € [a,b] existeix &, € (xq, ..., Tm,T) tal que
f(n+1)(€) n "
f(z) — Py(z) = N il_!(x —a)k, €€ (z,20,. .., Tn). (4.6.16)

Es pot fer el calcul de les diferéncies dividides de Newton, de manera completament analoga
a la interpolaci6 de Lagrange.

Notacio 4.6.9. La notaci6é coneguda dels parells de I'esquerra passara a ser com als parells de

la dreta:
(0.3, (0.55" ). (o: Jo):- -+ (Gnpts Jag).
(z1, 9 ),~~~?($1,y1 ), . (§n07fn0)""7(€n:0+n1—17fn0+n1—1)7
(T Y, - (g, Y, (Enottnm1s Srottnm1)s - - - (Enotortnm—1 =15 frototng 1 1),
(4.6.17)
Procés 4.6.10 (Calcul del polinomi interpolador d’'Hermite). Com que zo < - -+ < Zy,, tenim

que & < & < -2 < &,. El polinomi interpolador d’Hermite és:

Po(x) = fl&l+f[&, &1z —E&o) + 0, &1, &l (@ —Eo) (e =)+ -+ f[&o, - -, &al(2—&0) -+ (2 —&ur).
(4.6.18)

La recurréncia de les diferéncies s’ha de modificar; poden haver-hi arguments repetits.

Teorema 4.6.11. Siguin & < --- < &, m + 1 punts diferents. Aleshores:

Fléit1yo&itil—Fl&iriti—1] :
¢ ) S gl #§i+ja
fléo - &ingl = {yl(j) S (4.6.19)

= 51 & = &y per 1 tal que x; = &;.

Corol-lari 4.6.12. Si & = &4, tenim que &§ = &1 = - - - = &y 1, per tant,
i+l f9&)
47
APLICACIONS
DERIVACIO I INTEGRACIO NUMERIQUES
4.7.1.1 Foérmules de derivacid interpolatoria
La derivacié numeérica d'una funci6é f diferenciable consta de dues etapes:
1. Construcci6 del polinomi interpolador P,(x) a la funci6 f en les abscisses xy, .. ., Zy.

2. Derivaci6 del polinomi P,(x) i avaluacié en h, donant la formula de derivaci6 numeérica:
f'(h) = D(h).
Suposem que f és una funcié coneguda en els punts x — h,x i x + h. Volem computar una
aproximacio6 de f'(x).
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4.7.1 Interpolacié polinomica i aplicacions

Definicié 4.7.1 (Derivada per la dreta). Si f és aproximada per la linia recta que passa pels
punts (z, f(z)) 1 (z + h, f(z + h)):
fla+h)— f(z)

D.(h) = - . (4.7.1)

Definicié 4.7.2 (Derivada per 'esquerra). Si f és aproximada per la linia recta que passa pels
punts (z, f(z)) 1 (z — h, f(z = h)):

(4.7.2)

Es veu de manera intuitiva que obtenim una millor aproximaci6 d’f’(z) si utilitzem imatges
de la funcié en punts simétrics al voltant d’z:

Definicié 4.7.3 (Derivada centrada). Si f és aproximada per la linia recta que passa pels punts
(x —h, flz=h)) 1 (z+h, f(z+h)):
fl@+h)— flx—h)

Dy(h) = o (4.7.3)

Observacio 4.7.4. Elsignificat de les derivades per la dreta, per ’esquerra i centrades s’entenen
a partir de la construccié d’un polinomi interpolador:

p(x) = f(T) + fIT, 7+ hl(z — T) = f(T) + f(EJFh})l—f(f)

pl(.T) _ f(f_'_h})L_ f(f) _ D_,_(h,)

(x —7)
(4.7.4)

Actuariem analogament per a derivada per la dreta i la derivada centrada.

La mateixa idea es pot aplicar per a derivades més altes. Per exemple, si volem calcular f” i
f és aproximada per un polinomi interpolador de segon grau definit per tres punts (z — h, f(z —
h)), (z, f(x)) i (x+ h, f(x + h)), podem fer els segiients calculs:

f@+h) - f@)  f@)—fE-h)
f@+h)—2f(@) + f(T—h)

M=\ ~o h h —
f'(T) ~ o = 5 (4.7.5)

4.7.1.2 L’error en derivades numériques

Hi ha dos tipus d’errors predominants quan utilitzem un polinomi interpolador per a aproximar
una derivada: l’error de truncament Ry i Rxp. Treballarem el primer.

Quan volem aproximar la derivada d’una funcié per un quocient de diferéncies es produeix un
error de truncament Rr. Podem aproximar aquest error mitjangant la seva expansi6é de Taylor:
sigui f una funci6é dos cops derivable, la derivada de la qual s’aproxima mitjangant:

Rr = Do(h) = f'(z) = 3 (f(a+ ) = (&) = ['(2)

= (F(@) + A (@) + GRS ~ (@) f1(x) = Shf" () = Ob),

(4.7.6)
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Derivaci6 i integracié numeériques 4.7.6

on & és un punt en U'interval obert (x,z + h). Es pot raonar de manera analoga per a D, (h) i
Dqo(h) (ho provarem per al segon cas):

Rr = Do(h) — () = 1 (F(e+ B) = f(z = 1)) — f(z)

= () + f () + PR FE) — () + hf(x) — S f @R + o OB = O(h?),
' (4.7.7)
Prenem la derivada central i suposem que f(x &+ h) = f(z £ h)(1+61), [0+] < e

L Oef@th) = o flz—h)
2h

fle+h)— flz—h)
2h

Obtenim la segiient estimacio:

5 S+ h) =0 fa =B _ B fa+ R+ 6 fa =B _ 2 e
[Bocrl < 2] : 2[5 Sop WY

Do(h) = = Dy(h) — Do(h) + Rxp. (478)

Si ara volem analitzar |Dy(h) — f'(z)], fem:

_ h? e

[Do(h) = f(x)| = [Do(h) + Bxr — f(2)| < [Do(h) = f(@)| +[Rxr| < [f"(€)l+ ok (4.7.10)
El primer terme és decreixent i el segon és creixent a mesura que h — 0. Busquem el minim per
aillar el valor d’h, considerant f”/(£) una constant i |h| = h per simplificacio:

d o h_2 e\ _ _ 3e 3
i (e +5) =0 = o= () Ay

i veiem que és d’ordre £s.
Fonts com |[ABD91| destaquen altres formes de l'error, amb les quals arribem als mateixos
resultats que hem vist.

Proposicié 4.7.5. Sigui f € C'™+1([a,b]). Donats xq, ..., x, punts prozims a x. Six pertany
al conjunt d’abscisses xg, ..., Ty (€s a dir, si x = x per a algun k =0+ m), aleshores tenim:
FUr D (€ (a)
- P = -2 — ), 4.7.12
on &(xy) € (xg,...,xm). Generalitzant per a derivades d’ordre superior:
fD(x) ~dl - flzg, ... xq). (4.7.13)

Per tal d’obtenir expressions de ’error és convenient usar els errors d’interpolacié de Taylor
per a la formula trobada.

Observacio 4.7.6.

1. L’error de les formules de derivacié numeérica trobades depén de termes en h, h?,...; per
tant, en decréixer h. Convindra prendre h prudencialment petit i fer s del métode de
Richardson repetidament.

2. La idea fonamental és que si el polinomi interpolador P, és proper a f en un punt z,
aleshores P,(Ld)(x) sera propera a f(¥(z) en tal punt. Malauradament, aixo no és cert en
una gran quantitat de casos.
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EXTRAPOLACIO: EXTRAPOLACIO DE RICHARDSON

Per a molts problemes matematics, ’'objectiu dels quals consisteix en el calcul d’un valor deter-
minat, convé desenvolupar la seva resolucié numerica en dues etapes:

1. Discretitzacio: Es calculen aproximacions numeériques F'(h) al valor exacte v, depenent
d’un parametre h, anomenat pas de discretitzacio.
2. Pas al limit: Es considera el limit de les aproximacions F'(h), quan h tendeix a 0.

En el context numeric, el pas al limit consisteix a realitzar els calculs amb passos h cada vegada
més petits, cosa que comporta dos tipus de dificultats:

1. el nombre d’operacions augmenta enormement,

2. apareixen importants errors d’arrodoniment per excés d’operacions, o per cancel-laci6 de

termes en restes de quantitats molt properes, que desfiguren el valor de F'(h).
Suposem que una funcié F'(h) es pot calcular per a diferents valors d’h # 0 i volem trobar el
limit de la funcié a mesura que h — 0. Utilitzant la derivada central,
fl@+h)— flz—h)

F(h) = o . f'(x) = lim F(h). (4.7.14)

El segiient lema ens diu que si coneixem el desenvolupament asimptotic de F'(h) quan h — 0,
el metode de Richardson proporciona, a partir d'una successio F'(hy),. .., F(h,) de valors de F
calculats directament, noves successions convergeixen més rapidament cap a un valor determinat.

Lema 4.7.7. Es pot trobar, si existeix, una bona estimacio de F(0) si coneizem el comportament
de la funcio a mesura que h — 0 i dos valors d’F amb diferents h.

Demostracio. Tenim:

Floh) = F(x) + F@)h o+ 5 /@R + o @ + O()

2
flo —h) = f(@) — f(@)h+ 3f" @)k — 3 f (@) + O(h)
p(ny = TEIRTEZI iy 4 2 e + o). (47.15)
F(2h) = f/(a) + 3 " (@)} + O(h*).
L@ = 5 (F(2h) — F(8) + O(h").
Utilitzant que F(h) = f'(z) + 5./" (x)h* + O(h*), tenim que:
f(z) = F(h) — % P @) + O, (4.7.16)

Amb aixo, hem aconseguit estimar I’error de truncament amb h* en lloc d’amb h? sense avalu-
acions en punt extres. |

Volem generalitzar aquest procediment. Per a tal efecte, introduim: Fy(h) = F(h), Fy(h) =
Fi(h)+5(Fi(h)—Fy(2h)). Segons la derivacio, hem eliminat el terme h? en error de truncament
Ry, de tal manera que:

Fa(h) = /(@) + 3 D@ + O(R°). (4.7.17)
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Extrapolacié: extrapolacié de Richardson 4.7.8

Si el resultat de Fy(h) és finit i conegut per a diferents valors d’h podem estimar el segon terme
de la segiient manera:

Fyh) = /(@) + 1 /O ()ht + O

Fy(2h) = f'(z) + Z—? fW(x)h* + O(hS) (4.7.18)

_ B3(2h) — Fy(h)
N 15

SO +O(h°).

Trobem l'expressio de F3(h) d’una manera similar:

f@ﬁdym+0m%:jﬁwo:gmwfym;ﬁcm. (4.7.19)

El principi superior per estimar F'(0) es pot usar de manera generalitzada, quan F' s’ha calculat
per a dos arguments, h i ¢gh. Es sabut que l'error de truncament Ry en F és proporcional a h?,

2113
Teorema 4.7.8 (Extrapolacié de Richardson). Si F'(h) = F(0) 4+ ch? + O(h"),r > p, amb p
conegut i ¢ desconegquda, independents d’h. Aleshores:

1
g? — 1

F(h) + (F(h) — F(qh)) = F(0) + O(h"). (4.7.20)

Si coneixem una expansié completa de l'error de truncament, podem aplicar iterativament
I’extrapolacié de Richardson. Suposem:

F(h) = F(0) + a1 h™ + agh?* 4 - - - (4.7.21)
amb exponents pi, ..., p, coneguts, pero ay,...,p, desconeguts. Suposem que hem calculat F
per a arguments ¢>h, ..., qh, h. Posem Fi(h) = F(h) i calculem:

1

Fr1(h) = Fi(h) + 1

(Fiu(h) — Fu(qh)), k=1,2,...,n (4.7.22)

En aquesta extrapolacio, el terme hP* es cancel-la en 'expansio, de tal manera que:
Fri1(h) = F(0) 4 @1 AP + Qg iohPet2 4 oo, (4.7.23)

Podem organitzar els calculs en un esquema com el que veurem a continuacié. Es calcula fila a
fila, i si h és suficientment petita, la diferéncia entre dos valors adjacents a la mateixa columna
ens dona una fita superior per a l'error de truncament.

Fi(¢°h)
Fi(¢?h) Fa(q*h)
Fi(gh)  Fx(qh) Fs(qh) (4.7.24)

Fy(h)  Fy(h)  F3(h) Fu(h)
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4.7.8 Interpolacié polinomica i aplicacions

4.7.2.1 L’error en l’extrapolaci6
Posem F'y(h) = Fi(h) + e, = F(h) + €,. Suposem que |e| < e. Aleshores:

F1<h) + € — Fl(qh> — €gh

Fg(h):Fl(h)‘FEh‘i‘ qpl 1

= Fy(h) + (ehm) , (4.7.25)

qpl_l

on hem usat (4.7.22)) i on podem acotar el segon terme de la segiient manera:

2 Py
<(1+ =T (4.7.26)
qpl —1 qpl —1

€n — €gh
qpl —1

€h

Analogament, podem aplicar el mateix procediment per a F3(h).

<qp1+1q172+1
_qp1_1qp2_1€‘

Fs(h) = Fy(h) + €, €] (4.7.27)

D’aquesta manera, veiem que l’efecte dels errors creix a mesura que anem extrapolant. Es pot
demostrar, pero, que Vj es dona Hm, en cas que ¢ = 21 p; = 2i.

INTEGRACIO

La integracié numeérica és el calcul de ff f(z)dz. Quan coneixem f = F’ solament en uns pocs
punts discrets o bé coneixem una férmula explicita perd aquesta no és integrable. En tals casos,
voldrem aproximar f per una funcié que s’integri facilment: un polinomi. Hi ha dos maneres
d’obtenir una aproximacié acurada:

1. aproximar f per un polinomi interpolador p de grau molt alt,

2. aproximar f per diferents polinomis interpoladors de grau baix.

La segona opci6 és preferible per aproximar f.

4.7.3.1 Meétode de Newton-Cotes

Definicié 4.7.9 (Meétode de Newton-Cotes). El métode de Newton-Cotes es basa en substituir
f per un polinomi interpolador i integrar-ho. El polinomi interpola f a x; = a+th, 1 = 0+n; h =

b—a
B

P,(x) de grau < n és determinat tal que P,(z;) = f(z;),7 = 0 <+ n. Obtenim:
b

/a )y = / P (2)dz + Rr- (4.7.98)

Proposicio 4.7.10 (Error de les formules d’integraci6 interpolatoria).

fec™al) — Rr— [ " fD ()

CESN (x —x0) -+ (v — wp)dz, &(x) € (a,b).  (4.7.29)

Aixo ens demostra que si f és, de fet, un polinomi interpolador de grau maxim n, aleshores
Ry = 0. També es pot veure que la integral s’expressa com una combinacio lineal de valors de
la funcio:

b n
/ P, (z)dx = ZAif(xi). (4.7.30)
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Per veure-ho, representem P, () com un polinomi interpolador de Lagrange P,(z) = Y, f(x;)L;(z),
on L;(x) és un polinomi de grau n. Se segueix d’aquest fet que A; = fab Li(x)dz. Posem

[ e =Y fa)ds =Y Aif(a) + B (4.7.31)

i requerim que Ry = 0 per a f(z) = pr(x), k =0,1,...,n, on py és un polinomi de grau k. Aixo
porta a un sistema d’equacions lineals.
4.7.5.2 Regla del trapezi

Per a trobar la formula del trapezi T'(h), h = b — a, emprem diferéncies dividides per a trobar
P:

a| fa) f(bl)):f(a) (4.7.32)
b | f(b)
d’on
P(x) = f(a) + f(bz) — g(a) (z —a) (4.7.33)
1, per tant,
’ — f(a) (z—a)?]"" a
T(h) =/ P(x)dx = {f(a):wr f(bz);_g( ). { 5 ) = (b—a)w. (4.7.34)

En efecte, T'(h) és area del trapezi delimitat pels punts {(a,0), (a, f(a)), (b, f(b)), (b,0)}.

Definicié 4.7.11 (La regla del trapezi). Es la formula dels trapezis de Newton-Cotes per a
n = 1. L’aproximacié de f per la linia de punts (zo, f(xo)) 1 (z1, f(z1)): la integral s’aproxima,
doncs, per 'area del trapezi:

| e = 505 ta) + $@0) + B = S0 + ). (1.7.35)
Veiem que l'error de truncament Ry és
Ry = /ml(f(m) —px)) = K @(w — x0)(x — x1)dx, (4.7.36)

o Zo

on () és un punt en linterval (zg,x;). Per simplificar 'expressié fem un canvi de variable
x =x9+th. Com x1 = xg + h, obtenim:

Rr=h / I "@(m;,* ) e~ 1ynat = %h?’ / 1 F7(E(wo + th))E(t — 1)dt. (4.7.37)

Veiem que t(t — 1) té signe negatiu constant per a 0 <t < 1. Per tant, f” és continua en [zq, x1]
1 tenim:

1 . ! 1 .
.m:§mﬂwm+m»Awwwwz—EWme+m» (4.7.38)

on 0 <t < 11ion hem aplicat el teorema segiient:

71



4.7.8 Interpolacié polinomica i aplicacions

Teorema 4.7.12 (Teorema del valor mitja del calcul integral). Si la funcid ¢ és continua i la
funcié ¢ és continua i no canvia de signe en linterval |a,b], aleshores existeix un punt & dins
[interval tal que

b b
/ o(x)p(x)dr = gp(ﬁ:)/ o(z)dz, & € (a,b). (4.7.39)

L’expressié mostra que l'error de truncament és petit si, i només si, h és petit. No ens és
molt 1til i trobem una altra manera: podem dividir I'interval d’integracio [a,b] en subintervals
{[zi_1, 2]}, tots de longitud h = &2 ja que

b—a
—.

h=x;—2i1 < r;=a+th < z,=b=a+mh < h=

(4.7.40)

La integral, doncs, és la suma de totes les integrals dels subintervals, i cadascuna d’aquestes
aproximacions es pot acotar amb la regla del trapezoide:

Definicié 4.7.13 (Regla composta dels trapezis).

m

/f dx_z/ fl@ Z% f(@ica + f(2:))) + R, (4.7.41)

1=1

Proposici6 4.7.14 (Error de la regla composta dels trapezis). Sigui f € C?([a,b]) i € € (a,b)
un punt. Es compleix:
b—
Ry = —Ta F(E)h2 (4.7.42)

Demostracio. Si f” és continua en (a,b) ia <n; < b:

min f"(n;) < f"(n;) < max f"(n;)

1<i<m 1<i<m

m (4.7.43)
"
in, () < Z ) < max 1 (n)
i, per tant, In € (a,d) tal que - (3°1", f"(m)) = f"(n). Per tant:
2b—a [~ b—a .,

_ AN I . 4.7.44
Ry = — 15— (Z::f (m)) TR (4.744)
|

4.7.3.3 Regla de Simpson i regla composta de Simpson

Teorema 4.7.15 (Regla de Simpson). FEs compleix que

/ flx (h) + Rr,
(4.7.45)
S(h) = g(fo +4fi+2f+4fs+ -+ 2fm2 + 4 1+ fn),

on m és un nombre natural parell, h = b%l i fj = fla+jh). Si f@ és continua, es dona que

b
Ry = —?Oah‘lf(‘l)(n), a<n<b. (4.7.46)
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Demostracio. Proposarem un exemple, el generalitzarem per al cas n i obtindrem el resultat
desitjat.

Exemple 4.7.16 (Regla de Simpson per a n = 2). Posant n = 2 tenim que

z2
/ F@)dz = Aof(zo) + Ayf(21) + Asf(wa) + B, (4.7.47)
zo
amb rg =a, xr1 =a-+hixzy=0b=a+ 2h. Per a obtenir un sistema d’equacions lineals no molt
complex utilitzarem els polinomis pi(x) = (z — z1)*, de tal manera que la sortida sera:

f;og ldx = 2h = Ao + Al +A2,
[l (z —@1)de = 0= —hAg + hA; (4.7.48)
ffj (x — x1)%de = 3h® = h?Ag + h*As.

El sistema té la solucié Ay = Ay = % 1A, = %.

Es pot demostrar que segueix sent R = 0 en el cas n = 3. Per al cas d'un polinomi de quart
grau, extraiem la regla de Simpson:

/ac2 flz)dz = %(f(xo) +4f(x1) + f(22)) + Rr,

1
90

(4.7.49)

Ry h5f(4)(77), To <M< To.

Observacio 4.7.17. Es pot demostrar que l'error de truncament per a un polinomi de grau
quatre no és zero, sindé que

1
Ry = —%h5f(4)(77), o <N < Ta. (4.7.50)

Es pot demostrar, també, que existeixen [,, aproximacions d’/ = fab f(z), tals que calculades
amb el métode de Newton-Cotes no convergeixen a I a mesura que n — oo.

Per tant, en lloc d’un polinomi interpolador de grau alt en [a, b] subdividirem l'interval d’inte-
graci6 i usarem un polinomi interpolador de grau baix a cada subinterval. Si el nombre de subin-

tervals és parell m = 2¢, podem usar (4.7.49) en cadascun dels subintervals [zg, T3], [T2, T4], . . ., [Tm—2, Tm]
i obtenim:
f(z)dz = f(z)dz
@ i=1 v 72i-2 (4.7.51)

h
= g(f0+4f1 +2fo+A4fs+ -+ 2fmo+ 4 1+ fin) + Rr,

on
m
2

h &
Ry = _% Z f(4)(77i)7 Toi—g < M < Ty (4752)

=1

Suposant que f*, procedim amb la regla del trapezi i obtenim el resultat desitjat:
b O W b—a
Rp=——-2 D) = ——

i=1 i=

m
2

FOm) = o
1

fW ). (4.7.53)
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4.7.3.4 Meétode de Romberg

Anteriorment, hem aproximat I = f: f(z)dx per

T(h) = h(%fo Ffid et f %fm), (4.7.54)

onh="%%1if; = f(z;) = fla+jh), j =0,1,...,m. Hem demostrat que I'error és O(h?) si f"
és continua. Podem, de fet, mostrar que

Teorema 4.7.18 (Férmula d'Euler-Maclaurin). Si f € C?**2([a, b)), aleshores es compleiz que:

b
T(h) = / f(@)dx + arh® + aph® + O(h**+?), (4.7.55)

on els coeficients ay, . ..,a son independents d’h.

Procés 4.7.19 (Métode de Romberg). Quan se satisfa, podem wusar l'extrapolacio de
Richardson: posem Ty(h) = T'(h) i suposem que hem calculat T\ (2h), Ty(4h),. ... En tal cas, els
valors calculats usant que

Tr (h> B T’I’(2h’)

TT+1(h> = Tr(h/) + 227’ — 1

,r=12 ...k (4.7.56)
satisfan

Oh*), r <k+1,

4.7.57
Oh?*+3) r >k + 1. ( )

b
T.(h) = I+ Rr, fz/f(a:)da:, RT:{

Recordem que S(h) = %(fo +a4fi+2fo+4fs+ -+ 2fm o+ 4fmo1+ fn), (4.7.49), 1 veiem
que Ty (h) = S(h):

T(R) = A fo i+ fa b Fca+ fus + 3 i),

) % (4.7.58)
T(2h) =2h(Zfo+ fot -+ fmz + 5 fm);
i To(h) és equivalent a la formula de Simpson:
T(h) —T(2h h
Ty(h) = T(h) + % = g(fo+dfi+2f+4fs+ -+ 2fmo+4fma + f) = S(h).
(4.7.59)

Per a h = b’T“, T>(h) és equivalent a la formula de Newton-Cotes per a n = 2.

h|T(h)
”@JW:BW
3
16T2(2)—Tu(h)
5| T(5) —
TG _ gy 84T (5) ~Ts(h) (4.7.60)
3 - 2 63
16T2(2)—To(2)
% T(%) ) ) %
AT(3)-T(%)
h h R _T2<%)
51 7(5)
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Per r > 2 no hi ha formula de Newton-Cotes, la qual és equivalent a T,.(h). Es pot demostrar
que, a mesura que h — 0, T,.(h) convergeix a I. Com a I'extrapolacié de Richardson, l'error de
truncament de cada T,.(h) esta fitat per |T,.(h) — T,.(2h)|,

|Rr| <|T.(h) = T.(2h)| = | = a1h? — 15ash™ — - -|. (4.7.61)

De fet, % = —a1h® — 5ash* — .-+ ila cota de Perror de T,(h) depén directament de T}y (h).
Pel que fa Rxr,

Proposicio 4.7.20. Si els valors de la funcio no tenen errors absoluts més grans que €, podem
acotar [’error en les entrades Rxpr per

Demostracio. Tenim que per a f; = f(x;) es dona Uerror fI(f;) = f;. Aixi doncs, per a aquests
valors aproximats:

T(h)=h (%70 +fitfot ot foot Fn + éfm) (4.7.63)

Suposem que |fJ — fil <e, j=0,...,m. En altres paraules, si els valors de la funci6 no tenen
errors absoluts més grans que €, podem acotar I’error en les entrades Ry de la seglient manera:

Rl < [T(h) =T <h( 3 SIF— Fl+ YO1F,— £1) < he(l+ (m — 1)) = hme = (b~ a)e.
ie{0,m} j=1

(4.7.64)

[ |

Observaciod 4.7.21. A diferéncia del procediment de I'extrapolacié de Richardson, es pot de-
mostrar que l'efecte dels errors en els valors de la funcié no augmenta durant les extrapolacions
successives en el metode de Romberg.
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v/

zeros de funcions

5.1
INTRODUCCIO ALS METODES ITERATIUS

En aquest capitol trobarem meétodes par a calcular f(x) = 0, on f : R — R. Normalment, la
soluci6 a aquesta equacio no es pot expressar de manera analitica: séon un exemple les equacions
transcendents, com ara les exponencials o les trigonomeétriques. En canvi, per a f(x) quadratica
si que es pot expressar analiticament fins a grau 4, i per a graus superiors es pot demostrar que
no és possible en general.

Definicié 5.1.1 (Zero). Aquells valors o € R tal que f(a) = 0 s’anomenen zeros de la funcio.

Sigui o una arrel d’una funcié no lineal f. Podem escriure f(z) = (x—a)%g(z), amb g(a) # 0.
L’exponent q és la multiplicitat de [’arrel. Se segueix que

fl(x) =qlz — ) g(z) + (z — ) ¢'(x), (5.1.1)
isiq> 1, aleshores f'(a) = 0. A no ser que s’indiqui altrament, suposarem que « és una arrel
simple amb ¢ = 1 (en aquest cas, f'(a) # 0).

Procés 5.1.2. Basicament, el procés de calcul d’arrels consta de tres etapes:

1. localitzacio: es busquen regions que continguin els zeros,
separacio: es vol una regid que només contingui un zero,

to e

aprozimacio: usant métodes iteratius, que generen successions (Ty)ie, que convergeizren al
zero o, limy,_,oo 21 = .

Definicié 5.1.3 (Metode iteratiu). Es aquell métode que genera una successio (zx)72; que
compleix certes condicions de convergéncia, com ara que convergeixi en un punt en concret i ho
faci de la manera més rapida possible.

5.2
METODE DE LA BISECCIO

Quan coneixem un interval que conté una arrel, el podem anar acotant successivament a través

del métode de la biseccié. Suposem [a,b] un interval amb f(a)f(b) < 01 m el punt intermig,

atb
2

m = 222 El teorema de Bolzano ens assegura que existeix « € [a, b] tal que f(«a) = 0.

Definicié 5.2.1 (Metode de la biseccio). Si f(m)f(b) > 0, aleshores I’arrel es troba en el subin-
terval [a, m]; altrament, es troba en [m, b]. Aquest procés de divisio es pot repetir successivament
fins arribar a la solucio.

Proposicio 5.2.2. Sigui f : [a,b] — R continua amb f(a)f(b) < 0 i suposem que apliquem

l’algorisme de la biseccio. Llavors, Vi =1,2,3,... es dona que:
Jael;: f(a) =0,
—a 5.2.1
|pl - Oé| S b2i ) ( )
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5.3 Zeros de funcions

on p; €s una aprorimacio d’o.

Observaci6 5.2.3. La desigualtat (5.2.1)) ens diu que si suposem p; una aproximacié d’« es
dona:

b—a
9i

ealpi) < 222 (5.22)
Exemple 5.2.4. Sigui f(x) = cosz — 2. Donat que f(0) =1>01i f(5) = —5 < 0, existeix

a € (0,5) amb f(a) = 0. Anem a veure quantes iteracions cal fer per assegurar que I'error sigui

més petit que 1076:

b—a 7
on  gntl

Ipn — al < <107°, (5.2.3)

Per resoldre-ho, utilitzarem la funci6 logaritme i el seu creixement:

T
In <2n+1) = In(m) — (n + 1) In(2) < =61n(10). (5.2.4)
Per tant, 61n(10) + In(7) < (n+ 1) In2 que dona n > 20.5830. En altres paraules, és suficient
prendre n = 21.

Observacio 5.2.5. Es evident que amb aquest métode, les successions de I’aproximacié sempre
convergeixen, pero la velocitat a qué ho fan és terriblement lenta: al k-ésim pas l'interval té una
longitud b;—k“ (excepte en el cas que el punt mig de l'interval és, en efecte, una arrel d’f). Per
tant, aquest métode no refinat s’hauria d’evitar.

5.3
METODE DE NEWTON-RAPHSON

Com més informacié d’f usem, obtindrem una convergéncia més rapida. Necessitarem que f
sigui derivable una vegada. Primer donarem la definici6 de Newton-Raphson i a continuaci6
n’explicarem la deduccio:

Definicié 5.3.1 (Meétode de Newton-Raphson).

f(iUk)

Tky1 = Tk — f’(il?k)

L k=0,1,... (5.3.1)

Demostracio. Suposem una aproximaci6 de 'arrel z. Extraiem la recta tangent f(z) — f(zo)
a f en el punt (xq, f(xo)) i definim x;, la seglient aproximaci6 a ’arrel, com la intersecci6 entre

f(z) — f(xo) i leix d’abscisses:

f (o)
f'(@o)’

i posant f(x) = 0 obtenim la interseccié amb l'eix d’abscisses. Podem procedir iterativament amb

f(@) = f(wo) = f'(z0)(x — 20) = 1 =20 — (5.3.2)

aquest procediment i queda generalitzat per la successié del métode de Newton-Raphson. M

En lloc d’usar derivacié geométrica podem fer-ho des d’'un punt de vista més analitic i
propi d’aquesta assignatura: per a una aproximacié xj a l'arrel donada, busquem h tal que
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f(zr + h) = 0, suficientment petita; aixi, obtindrem una aproximaci6é forga bona per als dos
primers termes de I'expansié de Taylor al voltant d’zy:

[z +h) — f(xr)

f(zp +h) = flar) + fa)h+ Oh*) =0 <= h~ . fl(xr) #0. (5.3.3)

f'(xx)
Clarament, aquesta és simplement una aproximaci6é d’h, h = a — xj, aixi que la denotem per hy
1 posem:
f(zr)
hy = — , 5.3.4
f'(xy) (534

i ens queda xxy 1 = z + hy com la seglient aproximaci6 a l’arrel.

Observaci6 5.3.2.

1. En aquest métode usem valors tant de la funcié com de la seva derivada. Com que usem
més informacié d’f, la convergéncia sera, a priori, més rapida. Filant més prim, ho sera
si f'(a) =0

2. Les dues deduccions donen la mateixa féormula, ja que I'aproximacié de Taylor d’ordre 1
de f no és sino6 la recta tangent a la grafica al punt (z, f(z)).

Figura 5.1: Meétode de Newton-Raphson

5.4
METODE DE LA SECANT

Considerem l'equaci6 f(x) = 0, amb f derivable. Suposem dos aproximacions de 'arrel, o, z1
i podem aproximar la funci6 per la recta secant que passa pels punts (xg, f(zo)) 1 (21, f(21)) i
prenem la intersecci6 entre la secant i I’eix d’abscisses com la segiient aproximaci6 x,. La secant

1) = f(wo)

1 — Zo

té I'equacio:
flx) = fla1) =

i posant f(z) =01 obtenim la interseccié amb 1'eix d’abscisses,

(x — xp), (5.4.1)

o =21 — f(271) (5.4.2)

f(z1) = flzo)
Aquest procediment es pot generalitzar, de tal manera que obtenim el métode de la secant:
Definicié 5.4.1 (Métode de la secant).

T — Tk—1

flay) = flop—r)’

Tp+1 = T — f($k) k= 1, 2, c (543)
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Observacio 5.4.2. El métode de la secant també pot obtenir-se del métode de Newton-Raphson
usant 'aproximacio:

Py ~ L) = T imn) (5.4.4)

Tk — Tk—1
De fet, és com el métode de Newton-Raphson, pero agafant la secant com a aproximaci6 de la
tangent. Si bé quan la convergéncia no és assegurada, quan es dona és bastant rapida.

5.9
ORDRE DE CONVERGENCIA I METODES DE PUNT FIX

Donada la successié {zx} que convergeix a «, considerem, equivalentment, que {zxp — o},
convergeix a 0. Prenem una aplicaci6 ¢ : [a,b] — R continua, tal que x5, = @(xx), amb el
punt fix p(a) = a.

Lema 5.5.1. Prenem xo € [a,b] i ;41 = p(x;), suposem {xy}ren C [a,b] i que ezisteiz a =
limg o . Aleshores p(a) = a.

Demostracio. Primerament, veilem que « € [a,b]. Tenim:

ola) = p(lim x;) = lim p(z,) = im x4 = a, (5.5.1)
k—oo k—oo k—o00
on a la segona igualtat hem usat que {zy}; C [a,b] i que ¢ és continua a [a, b]. |

D’aquesta manera, podem escriure:
xp —a = p(xrp_1) — p(a), (5.5.2)
i mitjancant el teorema del valor mitja obtenim que:
zp — o = @' (§(2)) (Th-1 — ), (5.5.3)
on {(xx) es troba entre x5 i . Si
P/ ((z))| <m <1 (5.5.4)
per alguna constant m € R, aleshores:
|z, — ol < mlzg_y — a| < |rpg_1 — . (5.5.5)
La condici6 |¢'(z)| < m < 1 proper a « és una condici6 suficient per convergéncia, ja que:
2 —af <ml|rp_y —al <--- <mFlzg — al, (5.5.6)
i m* — 0 per £ — oo. Formalment, podem proposar el teorema del punt fix segiient:

Teorema 5.5.2 (Teorema del punt fix). Posem T un interval al voltant d’«, tal que:
I={zeR||z—a] <4} (5.5.7)
Suposem que la funcid ¢ té un punt fix o i que |’ ()] <m <1, Ve € Z. Si xg € Z, aleshores:
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I.xreZl, k=1,2,...,

2. limg_oo T = «,

3.« és la unica arrel en T de lequacié x = p(x).
Demostracio. Els demostrarem de manera circular.

1. Suposem que xp_1 € Z. El teorema del valor mitja ens dona:

wp — a = p(xr-1) — @) = ¢'((r))(Th-1 — @), (5.5.8)
i com que xy es troba entre xp_1 i o, {(z}) es troba en Z. Per tant,
|z, — o] <mlxg_y —al <md <0, (5.5.9)
el que implica que z, € Z.
2. Tenim que ¢ és continua i derivable a (a,b) amb |¢/(z)| < m < 1,Vz € T per hipotesi.

Volem provar que {z}}, convergeix a I'inic punt fix @ de ¢ a I. En definitiva, se segueix
del primer apartat que |z — o] < m|xg_1 —al és cert per a k =1,2,... 1 (5.5.6)) se sosté:

2 — al = Jplw1) — p(@)] < ml (w1 — a)] = ml(p(ar_2) — @(a)] < - m"| — al,
(5.5.10)
im < 1 implica que
lim |z — a| = 0. (5.5.11)
k—o00
3. La unicitat es prova per reduccié a I’absurd: suposem que hi ha un altre punt 5 € Z, 8 =
©(), 8 # «. Per hipotesi i pel teorema del valor mitja:

la— Bl =1¢()] - |a— Bl <m|a— 8] <]a— 4, (5.5.12)
la qual cosa és una contradiccio.

Les iteracions d’'un métode de punt fix es poden representar en una grafica amb les corbes
y = ¢(x) iy = x. De la seglient figura se segueix que el cas critic és |¢'(z)| = 1, convergéncia
per |¢'(z)| < 11 divergéncia per |¢'(z)| > 1:

T3 X1 o To T2 x

g () <1

o‘z‘ ig T Xy T3 T2 fliod T
0<g (a)<1 1<¢ (o)

Figura 5.2: Tipus de comportament de xy1 = () al voltant d’un punt fix.

81



5.5 Zeros de funcions

Teorema 5.5.3. Es dona que:

n

|z —al < |z — 0],
L=A (5.5.13)
[z —af < = )\|xk+1 — xk].
Demostracio.
|Tpr1 — 2] = |p(zr) — @(zp1)] < Mg — 2p—r| < -+ < A2y — 2] (5.5.14)

Ara, posem m > k i operem:

T = k| < |Tm = Tt | F [Tt = Tona| + - A |zeg — 2| < NTHay — | + APy — 2o
o Ay — o] S NFOAMTIER 4 NmT2R N 1) |2y — 2

(5.5.15)

Quan m — oo, es pot veure facilment el segiient resultat:
|z — af g)\kl_)\|x1 — g (5.5.16)
|

Observacio 5.5.4. Pel teorema anterior, com més petita m, més rapida és la convergencia de
la iteraci6. Per Newton-Raphson obtenim:

I Yt
A= ey SO Ty

Podem veure que ¢'(a) = 01 que si ¢’ és continua, aleshores ¢'(z) és petita per a z en un entorn

(5.5.17)

proper a «. En conseqiiéncia, el métode de Newton-Raphson hauria de convergir rapidament
una vegada estem prop de l’arrel.

Definicié 5.5.5 (Ordre de convergencia). Siguin {z;}32, una successié que convergeix a a.

L’ordre de convergéncia p és el major nombre positiu tal que:

m 2= oo c o (5.5.18)
k—oo |Tp — P

on C és una constant asimptotica de l'error. Per a p = 11 p = 2 la convergéncia és lineal o
quadratica, respectivament. Si es compleix

|21 — al = Ol — aff), k — oo, (5.5.19)
direm que la convergencia és d’ordre almenys p.

Observaci6 5.5.6. Considerem 'equacio f(z) = 0 i sigui o un zero de f, f(a) = 0:

1. Si f'(a) # 0, el métode de Newton té convergéncia almenys quadratica.
2. Si f'(a) =0, el meétode de Newton té convergeéncia lineal.

w0

1+/5
=

Independentment del comportament de f es pot considerar que el métode de la biseccid

Si f'(a) # 0, el métode de la secant té ordre de convergéncia almenys p =

té convergéncia lineal, ja que, a cada pas, reduim a la meitat l'interval d’error on es troba
el zero buscat.
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Proposicié 5.5.7. Sigui ¢ : [a,b] — R, ¢ € CP([a,b]) i a € (a,b) tal que p(a) = a. Es
compleix:

1. Suposem ¢ (a) =0, =1+p—1, és a dir,
P() =¢"(a) == " V() = 0; (5.5.20)

amb [P ()| < 1 sip=1. Aleshores, la funcié d’iteracid ¢ dona lloc a un métode iteratiu
d’ordre almenys p per trobar .

2. Si, a més, imposem gp(p)(&) # 0, l'ordre del meétode iteratiu donat per ¢ és exactament p,
amb constant asimptotica de ’error:

o - [P
p!

Demostracio. Per Taylor, podem escriure ¢(x) com:

(5.5.21)

() i, #P(a)
() :gp(a)—i-z f (x —a) + o (x —a)f =a+
i=1 ) ’
Aleshores,
1. Sip =1, escollim K tal que |¢'(a)] < K < 11, per continuitat de ¢', existeix ¢ > 0 tal
que |¢'(§)| < K, VE € (a —¢,a +¢).

2. Sip>1, prenem ¢ tal que (v — e, +¢) C [a,b] i K = maxe_q/<- o) (&)

p!

, que existeix per
continuitat de ™.

Amb aix0, sense entrar en detalls, ¢ dona lloc a un métode d’ordre almenys p. Per veure que

'ordre és exactament p en el cas [P ()| # 0, sigui 2y qualsevol tal que 2411 = @(x}) LAY

Aleshores,
_ (») (p)
|7 — alp p! p!
donat que &, € (v, a), d’on, pel principi del sandvitx, &, Aoai ©P) és continua. [ |

Corol-lari 5.5.8. Sigui p € C*([a,b]), k > p. Es dona que {xy}, — « amb ordre p si, i només
si, pP(a) £0ipW(a)=0peraj=1,...,p—1.

Observacio 5.5.9. Suposem que xp — « té ordre p amb constant asimptotica de 'error C'. Si
pensem x com a aproximacié d’«, aleshores:

O = tim =0l [eal@iin, 0)] (5.5.24)
koo |zp —alP koo feq(ap, )P a
on e, es refereix a l’error absolut. Per tant,
leq(zi1, )| = Cleq(zg, a)|P. (5.5.25)
Formalment, Ve > 0dn, ‘ Vk > ng:
lea(Trr1, )| = (C + €)|eq(zr, @), (5.5.26)

amb |e| < e. Per tant, llevat de la constant C, el nombre de decimals correctes es multiplica
per p a cada iterat. Per aix0, podem considerar l'ordre de convergéncia com una mesura de la
velocitat de convergéncia.
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