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Capitol 1

Conjunts, relacions 1 funcions

1.1 Conjunts
Definicié 1.1.1 (Conjunt). Es una colleccié d’objectes en la qual I'ordre és irrellevant.

Exemple 1.1.1. Les solucions de I'equaci6é 2% — 6x + 2. El conjunt dels primers 10 nombres
primers.

1.1.1 Conjunts i elements

Definici6 1.1.2 (Element d’un conjunt). Als objectes d'un conjunt A se’ls anomena elements
d’A. Si z és un element d’A, escriurem z € A i direm que x pertany a A. Analogament, si x no
és un element del conjunt A direm que = no pertany a A i escriurem x ¢ A.

Observacio 1.1.1. Suposarem que els conjunts estan ben definits, és a dir, que s’utilitz un criteri
estructurat que permet decidit si un element donat pertany al conjunt o no. Aixi, I’expressio "b
és un element del conjunt C'"és una proposicio i, per tant, se li pot atribuir el valor de vertader

o fals.

1.1.2 Conjunt per extensié o per comprensid

Un conjunt es pot definir de dues maneres: per extensio i per comprensio.

Per extensio

Definici6é 1.1.3. Es dona una llista completa de tots els elements del conjunt, escrivint els
elements separats per comes i entre claus.

Exemple 1.1.2. D = {0, 1}

Per comprensio

Definici6 1.1.4. Es dona una propietat que compleixen els elements del conjunt i solament ells.
Escriurem llavors {z : P(x)} o {x | P(x)}. I si sabem que els elements pertanyen a un conjunt
conegut A, escriurem {x € A: P(z) o {z € A| P(x)}.

Exemple 1.1.3. C={z R |0<z <1}
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1.1.3 Notacio

Sia,b e R tals que a < b, escriurem:
L. (a,b) ={z €R|a <z <b},
2. [a,b) ={r € R |a <z <b},

b

(a,b) ={x € R|a <z < b},
4. Ja,b) ={z eR|a <z <b}

Aixi, el conjunt C de ’exemple 1.1.3 es pot escriure com C' = (0, 1].
Per tot a € R escriurem:

1. (a,00) = {z €R | a <z},
2. [a,00) = {z €R | a <z},

3. (—o00,a) = {z €R |z < a},
4. (—o0o,a) = {z €R |z < a}.

Definici6é 1.1.5 (Conjunt unitari). Donat qualsevol objecte a, es considera el conjunt 1'inic
element del qual és a i s’escriu {a}. Al conjunt {a} se 'anomena conjunt unitari d’a.

Observacio 1.1.2. Observem que hi ha una distinci6 entre a i {a}: a és Uobjecte i {a} és el
conjunt unitari I'inic element del qual és a. Per tant, a # {a}.

Definicié 1.1.6 (Conjunt buit). Es aquell conjunt que no té cap element. Al conjunt buit el
denotem com (). Podem representar el conjunt buit com:

0={z|x+#ux}. (1.1.1)

Definicié 1.1.7 (Conjunts iguals). Diem que dos conjunts A i B son iguals si A i B tenen els
mateixos elements.

Exemple 1.1.4. {0,1} = {z e N |z < 2}.
Proposicié 1.1.1. El conjunt buit €s [unic conjunt que no té elements.

Demostracié. Gem de demostrar que si A és un conjunt que no té elements, llavors A = (). Sigui
llavors A un conjunt sense elements. Hem de demostrar que

Ve, 1 € A < z €. (1.1.2)

Notem que la implicaci6 z € A = x € () és certa, ja que com A no té elements, 'antecedent de
la implicacio6 és fals.

Analogament, la implicaci6 x € ) = x € A és certa, ja que com () no té elements, antecedent
de la implicacio és fals. Per tant,

A=, (1.1.3)
|

Observacid 1.1.3. Notem que () i {(}} sén objectes diferents, ja que () no té elements, pero {0}
té un element, que és el conjunt buit. Per tant, ) # {(}.
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Observacio 1.1.4.

1. L’ordre dels elements del conjunt no és rellevant.
2. Els elements d’'un conjunt poden estar repetits.

3. Un conjunt pot ser element d’un altre conjunt.

Ezemple 1.1.5. A ={0,1,{0,1},{2}}.

4. Un objecte no pot ser a la vegada un conjunt i un element d’aquell conjunt. Es a dir, la
proposicié a € a és falsa.

1.1.4 Inclusi6é de conjunts

Definicié 1.1.8 (Subconjunt). Si A i B sén conjunts, direm que A és un subconjunt de B si
qualsevol element del conjunt A és un element del conjunt B. Llavors escriurem A C B. També
es diu A esta contingut en B o que A esta inclos en B.

Observacio 1.1.5. L’escriptura equivalent B O A es llegeix com B conté A.

Observacio 1.1.6. Notem que A C B és un enunciat universal, ja que es pot expressar com
Vo € A(xz € B).

Definicié 1.1.9 (Subconjunt propi). Siguin A i B dos conjunts, escriurem A C B, si A C B i
A # B. Es pot dir que A és un subconjunt propi de B o que A esta estrictament contingut en
B.

Exemple 1.1.6. {3,3,2} C (0,1], ja que {3, 3,2} € (0,1].

Definici6é 1.1.10. Siguin A i B dos conjunts tals que A no esta contingut en B, escriurem
A¢ B.

Exemple 1.1.7. {0,1} € (0,1], ja que 0 € {0,1} 1 0 ¢ (0, 1].
Proposicié 1.1.2. Siguin A, B i C tres conjunts:
1. ACA,

2. 0 C A,
3. SiACB1BCC, llavors A C C.
4. A=B <— ACBiBCA.

Demostracio. La preposicio 1.1.2.1 és evident, ja que tot element d’A pertany a A.

Per demostrar 1.1.2.2, considerem un element x arbitrari. Tenim llavors que la implicacié = €
() = x € A és certa, ja que I'antecedent de la implicacio6 és fals. Per tant, ) C A.

Per demostrar 1.1.2.3, suposarem A C Bi B C C. Hem de demostrar que A C C'. Considerem
un element arbitrari x € A. Hem de demostrar que x € C. Com que x € Ai A C B, deduim
que x € B. Ara, com que x € Bi B C C, inferim que z € C.

Observem que la condici6 1.1.2.4 és una equivaléncia. Per tant, hem de demostrar ambdues
implicacions. Per demostrar = , suposem A = B. Llavors, com A = Bi A C A, deduim que
ACB.Icom A=BiB C B, deduim que B C A.

Per provar <= | considerem un element x arbitrari. Demostrem llavors que x € A <— x € B.
Six € A, com tenim que A C B, deduim que x € B. I'si x € B, com tenim que B C A, deduim
que x € A. Doncs, hem demostrat que © € A <= x € B. Per tant, A i B tenen els mateixos
elements — A = B. ]
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1.1.5 El conjunt de parts d’un conjunt

Si X és un conjunt, definim el conjunt de parts de X (o conjunt poténcia de X) per
P(X)={A|ACX}. (1.1.4)
Per la definicié de P(X), tenim que si A i X sén dos conjunts, llavors:

AeP(X) « ACX. (1.1.5)

P(X) és el conjunt dels subconjunts de X |.

Quan treballem amb P(X), és habitual referir-se a X com a conjunt universal.

Observacio 1.1.7. Notem que, per 1.1.2.1 1 1.1.2.2, tenim que per tot conjunt X:
e X e P(X).
e ) e P(X).
Exemple 1.1.8. Si X = {0}, P(X) ={0,{0}}. Si X ={0,1}, P(X) = {0,{0},{1},{0,1}}.

1.2 Operacions entre conjunts

1.2.1 Uni6 de conjunts

Donats dos conjunts A i B, el conjunt unié d’A i B (AU B) és el conjunt d’elements que
pertany, com a minim, a un dels dos conjunts:

AUB={z|z€Aoxec B} (1.2.1)
Per tant,

r€AUB < x€ Aoz eB, (1.2.2)

r¢AUB <= x¢ Aix ¢ B. (1.2.3)

En particular, si A1 B sén dos subconjunts d’un conjunt U, i A i B estan definits per comprensio,
llavors:

AUB={z €U |P@)VvQ)}, siA={zcU|Px)}iB={zecU|Qx)}. (1.2.4)

Exemple 1.2.1. Si A és el conjunt dels miltiples de 2 i B és el conjunt dels multiples de 3,
llavors A U B és el conjunt dels multiples de 2 o de 3.

1.2.2 Intersecci6é de conjunts

Donats dos conjunts A i B, el conjunt interseccié de A i B (AN B), és el conjunt dels
elements que pertanyen a A ia B, és a dir:

ANB={z|zecAixe B} (1.2.5)

Per tant,
r€ANDB < zxzcAix e B, (1.2.6)

r¢ANB < x¢ Aoz ¢ B. (1.2.7)
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En particular, si A i B sén subconjunts d’un conjunt U, i A i B estan definits per comprensio,
llavors:

ANB={zeU|Pl)AQ)}, siA={zeU|P@)}iB={zecU|Q)}  (1.2.8)

Exemple 1.2.2. Si A és el conjunt dels miltiples de 2 i B és el conjunt dels multiples de 3,
llavors AN B és el conjunt dels multiples de 6.

Direm que dos conjunts A i B son disjunts si AN B = ().
Exemple 1.2.3. A= {z € N |z és parell} i B = {z € N | z és senar}, tindrem que A i B sén

disjunts.

1.2.3 Diferéncia de conjunts

Donats dos conjunts A i B, el conjunt diferéncia de A i B (A\ B), és el conjunt dels elements
que pertanyen a A i no pertanyen a B, és a dir:

A\B={z|zcAiz¢By={zcA|z¢ B} (1.2.9)

Per tant,
r€A\B < x€Aiz¢B, (1.2.10)
r¢ A\B <= v ¢ Aoxe€B. (1.2.11)

Exemple 1.2.4. Siguin A = {4,5, 7,7} i B={2,7,7,¢e}. Tenim:
AUB={2,4,57,m,e}, ANB={7,7}, A\ B={4,5}, B\ A={2,¢}

1.2.4 Propietats basiques de les operacions

Proposicié 1.2.1. Siguin A, B i C' conjunts:

ANBCAiANBCB,
ACAUBiBCAUB,
ANBC AUB,
A\BCA,
ANB=BNA,
AUB=BUA,
ANn(BNC)=(ANnB)NC,
AU(BUC)=(AUB)UC,
ANA=A,
AUA=A,

. AN(BUC) = (AN
. AU(BNCO)= (AU
(A\B)N (B\ A)

© % NS S o~

~N o~
~ D

)

B)U(ANC),
B)
0.

U
N(AUC),

~N O~
L o
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Demostracio.

e Els apartats 1.2.1.1 a 1.2.1.10 s6n facils de demostrar.

— Per demostrar 1.2.1.1, considerem un element arbitrari a € A. Com a € A, deduim
que a € Aoa € B, iper tant a € AU B. Aixi doncs, tenim que A C AU B.
Analogament es demostra B C AU B.

— Per demostrar 'apartat 1.2.1.2, considerem un element arbitrari a € AU B. Llavors,
a € Aia € B. En particular, a € A. Per I'arbitrarietat d’a, tenim que AN B C A.
Analogament, es demostra que AN B C B.

— Per demostrar I'apartat 1.2.1.3, considerem un element arbitrari x € AN B. Per
I’apartat 1.2.1.1, deduim que x € A, i per 'apartat 1.2.1.2, inferim que x € AU B.
Per 'arbitrarietat d’z, tenim que AN B C AU B.

e Els apartats 1.2.1.4 - 1.2.1.10 es demostren analogament.

e Per demostrar que AN (BUC) = (AN B)U (AN C(C), provarem les dues inclusions:
AN(BUC) C (ANB)U(ANC) i (ANB)U(ANC) C AN(BUC). En primer lloc, demostrem
que AN(BUC) C (AN B)U(ANC). Considerem un element arbitrari x € a N (B UC).
Llavors, z € Ai (r € B oz € C). Hem de demostrar que x € (AN B)U (AN C(C).
Procedim per distincio de casos: si x € B, com x € A, inferim que x € AN B i, per tant,
r € (AN B)U(ANC) per lapartat 1.2.1.2. Si z € C', com tenim que z € A, deduim que
r € ANC i, per tant, v € (AN B) U (ANC) per Papartat 1.2.1.2.

e Com tenim que (z € Boz € C), i ens els dos casos hem demostrat que z € (AN B) U
(AN C), deduim que z € (AN B)U(ANC). Per tant, com x és un element genéric de
AU (ANC), deduim que AU(ANC)C(ANB)U(ANC).

e Demostrem ara l'altre contingut, és a dir, (AN B)U (ANC) C AN (BUC). Considerem
un element arbitrari x € (AN B)U(ANC). Llavors, z € ANBox € ANC. Hem de
demostrar que x € AN (B UC). Procedim per distincié de casos: si x € AN B, llavors
r€Aix e B. Com x € B. per 'apartat 1.2.1.2, deduim que x € BUC. Ara, com tenim
quex € Aix € BUC, deduim que z € AN(BUC). Isiz e ANC, tenim que z € A
iz e C. Comx € C, per 'apartat 1.2.1.2, tenim que x € BU (. Ara, com tenim que
r€Aire BUC, deduim que x € AN (BUCQC).

e Aixi, com tenim que x € AN B ox € ANC ien els dos casos hem demostrat que
r € AN(BUC), deduim que z € AN (B UC). Per tant, com z és un element genéric de
(ANB)U(ANC), deduim que (ANB)U(ANC)C AN (BUC).

e [apartat 1.2.1.12 es demostra de manera analoga al 1.2.1.11.

e Demostrem l'apartat 1.2.1.13. Procedim per reduccié a ’absurd. Suposem que (A\ B) N
(B\ A) # 0. Per tant, existeix € (A\ B)N(B\ A). Llavors, x € A\ Biz € B\ 4,
tenimz € Aixz ¢ B. I com que x € B\ A, tenim que = € B iz ¢ A. Doncs, deduim que
r € Aix ¢ A, laqual cosa és una contradiccio.

[
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Proposicié 1.2.2. Siguin A, B,C conjunts. Les tres condicions son equivalents:
(i) AC B,
(ii)) AUB = B,
(iii) ANB = A.
Demostracio. Demostrarem que (i) = (i), (i) = (iii) i (1)) = ().
e En primer lloc, demostrarem que (i) = (ii). Suposem que A C B. Hem de demostrar
que AU B = B. Per l'apartat 1.2.1.2, tenim que B C A U B. Hem de demostrar el

contingut reciproc, és a dir, AU B C B. Considerem un element arbitrari x € AU B.
Llavors, z € A o € B. Pero com A C B, deduim que = € B. Per tant, es compleix (7).

e Demostrem ara que (i) = (ui). Suposem que AU B = B. Hem de demostrar que
ANB = A. Per l'apartat 1.2.1.1, tenim que AN B C A. Demostrem I’altre contingut, és a
dir, A C AN B. Considerem un element aribtrari x € A. Per I'apartat 1.2.1.2, tenim que
x € AU B. Doncs, com tenim que AU B = B, deduim que = € B. Per tant, es compleix
(iii).

e Per ultim, demostrarem que (#i) = (i). Suposem que AU B = A. Hem de demostrar
que A C B. Considerem un element arbitrari x € A. Com tenim que z € AN B = A,
deduim que x € AN B, i per tant, € B. Aixi, es compleix (7).

|

Complementari d’un conjunt

Sigui U un conjunt que anomenem univers, i suposem que els conjunt que tractem sén subcon-
junts d'U. Llavors, si A C U, definim el conjunt complementari d’A com A = U\ A = {z €
U‘x%A}, AC = A.

Proposicio 1.2.3. Siguin A, B,U conjunts tals que A, B C U.

1. AUAY =U,

2. AN A° =,

5. 0°=U,

4. U =10,

5. (AUB)Y = A° N B¢,

6. (AN B)C = A° U B¢

Les ltimes dues anomenant-se lleis de Morgan.

1.3 Conjunts finits i infinits

Definici6é 1.3.1 (Conjunt finit). Un conjunt és finit si A conté exactament n elements per a
algun n € N.

Definicié 1.3.2 (Conjunt finit). Un conjunt és infinit si A no conté exactament n elements
per a algun n € N.

Exemple 1.3.1. Clarament, els conjunts R, Q, Z, N son infinits. Els conjunts {n € N ‘ n és parell}
i{neN | n és imparell} també ho son.



12 CAPITOL 1. CONJUNTS, RELACIONS I FUNCIONS

Teorema 1.3.1 (Teorema d’Euclides). El conjunt dels nombres primers és infinit.
Lema 1.3.2. Per tot nombre primer P existeiz un altre nombre primer P tal que P < R.

Demostracio del lema 1.3.2. Considerem un nombre primer P. Sigui R = P!+ 1. Com P < P!,
tenim que P < R. Demostrem per reducci6é a l’absurd que R és primer. Suposem llavors que
R és compost. Sigui ) un factor primer de R. Un factor primer és un nombre primer que
apareir en la descomposicio en factors primers de R. Com () és un factor primer de R, tenim
que Q < R, pero, com que ) és primer i R és compost, deduim que @) < R. Per tant, @ < P!.
Doncs, @) és un factor primer de P!.

Pero com @ és un factor primer de R, tenim que ) és un divisor de R = P! + 1.

Aixi doncs, com ) és un divisor de P! i és també un divisor de P!+ 1, deduim que @) és divisor
de 1 i, per tant, que Q = 1, la qual cosa és impossible donat que ) és primer (i per tant,
Q >2). |

Demostracio del teorema d’Euclides. Demostrem el teorema d’Euclides per reduccié a ’absurd.
Suposem que el conjunt A dels nombres primers és finit. Sigui, doncs, P I'altim nombre primer,
el qual existeix perqué estem suposant que A és finit. Aplicant llavors el lema 1.3.2, obtenim
que existeix un nombre primer R tal que P < R. Pero llavors, P no és I'iltim nombre primer,
amb la qual cosa arribem a una contradiccio. |

1.3.1 Resultats basics sobre conjunts finits

Definicié 1.3.3 (Cardinal d’|A|). Si A és un conjut finit, denotem pel cardinal |A| el nombre
d’elements d’A.

Observacié 1.3.1. Recordem que dos conjunts A i B son disjunts si AN B = ().
Proposicié 1.3.3. Si A i B son dos conjunts finits disjunts, llavors |AU B| = |A| + |B|.

Demostracio. Siguin aq,...,a, els elements d’A, i siguin by,...,b, els elements de B. Com
A i B son disjunts, tenim que aq,...,a,,...,b1,...,b, son els elements de A U B. Per tant,
|[AUB|=n+k=|A|+|B|. |

Definicié 1.3.4 (Conjunts disjunts 2 a 2). Siguin Ay, ..., A, conjunts. Diem que Ay,..., A,
son conjunts disjunts 2 a 2 st A;NA; =0, Vi,j € {1,2,...,n} amb i # j.

Teorema 1.3.4. Si Ay,..., A, son conjunts finits disjunts 2 a 2, llavors, |A; U ... U A,| =
|[A1]| + ...+ |An]-

Demostracio. Per demostrar aquest teorema, procedim per induccié generalitzada sobre n.

e (Cas inicial: n = 2. Es verifica per la proposici6 1.3.3.

e Siguin > 2. Considerem conjunts finits A, ..., A,, A1 disjunts 2 a 2. Hem de demostrar
que
Ay U UA UA | = AL+ 4 JAs] + |Ansa]- (1.3.1)

Per la proposicié 1.3.3 tenim que
|Aj U UAUA ] =AU U AL+ A,
i per la hipotesi d’induccié tenim que:
Ay U UA = A + ...+ A

Per tant:
|[ATU.. . UA, UA | = A+ 4 A+ |Anaa]-
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|
Observacid 1.3.2. Per a tot conjunt A, P(A) és el conjunt dels subconjunts d’A.
Teorema 1.3.5. Sigui A un conjunt finit. Sigui n = |A|. Llavors, |P(A)| = 2".
Demostracio. Procedim per induccié sobre el nombre d’elements n d’a.
1. Cas inicial: n = 0. Sigui A un conjunt que té 0 elements. Llavors, A = (). Per tant,
P(A)| = [P®)] = {0} =1 =20 =21 = 21, (1.3.2)

2. Pas d’induccio. Sigui n > 0. Suposem que la propietat es compleix per n, és a dir, que
per tot conjunt finit C' tal que |C| = n es té que |P(C)| = 2". Hem de demostrar que
la propietat es compleix per a tot n 4+ 1. Considerem llavors un conjunt finit A tal que
|Al=n+1. Com |[A| =n+1in >0, tenim que A # (. Considerem un element a € A.
Definim aleshores:

X ={CePA)|CCA\{a}}
Y ={Cu{a}|CC A\ {a}}

Clarament, tenim que |X| = Y| = |P(A\ {a})|. Com |A\ {a}| = n, aplicant la hipotesi
d’induccié, inferim que:

[ X| = [Y]=[P(A\{a})| = 2. (1.3.3)

3. Demostrem ara que X i Y soén disjunts, procedint per reduccié a 'absurd. Suposem que
XNY #0. Sigui De XNY. Com D € X, deduim que D C A\ {a} i, per tant, a ¢ D.
Perdo com D €Y, inferim que existeix un conjunt C' C A\ {a} tal que D = C'U{a} i, per
tant, a € D.

4. Com hem demostrat que a ¢ D i que a € D, hem arribat a una contradiccié. Aixi doncs,
X 1Y s6n conjunts disjunts.

5. A continuacio, demostrarem que P(A) = X UY. Per tal de fer-ho, demostrarem que
XUY C P(A)iPA) € XUY. Observem que si D € X, tenim que D C A i
per tant, D € P(A). Analogament, si D € Y, tenim que D C A i, en conseqiiéncia,
DeP(A) = XUY CP(A).

6. Demostrem ara que P(A) C X UY. Sigui D € P(A). Per tant, D C A. Considerem dos
casos:

(a) Cas 1: a € D. Sigui C' = D\ {a}. Llavors, D = CU{a} € Y i, per tant, D € X UY".
(b) Cas 2: a ¢ D. Notem que encara D € X, i per tant D € X UY. Llavors, com
tenim que P(A) = X UY 1 X 1Y son disjunts, per la proposicio 1.3.3, deduim que

P(A)| =|XUY|=|X]|+|Y| Tenim, llavors:
P(A)] = |XUY|=|X|+|Y|=2"+2"=2" (1.3.4)
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1.3.2 Operacions d’unions i interseccions infinites de conjunts
Definicié 1.3.5 (Familia de conjunts indexada per un conjunt 7). Es una col-leccié etiquetada

de conjunts {4; | i €1}, on, peracadai € I, A; és un conjunt.

Definicié 1.3.6 (Conjunt unio). El conjunt unié d’una familia indexada de conjunts {A; | 1€
I}, es denota com (J{A; | i € I} 0 U;c; Ai, i es defineix com:

Udi=J{Ailie}={z|Fiellxec (1.3.5)
el
Per tant, z € (J{A; | i € I} < i€ tal que z € A;.

Definici6 1.3.7 (Conjunt interseccio). El conjunt interseccié d’una familia indexada de conjunts
{A; | i €1}, es denota com (\{4; | i € I'} 0 (;; Ai, 1 es defineix com:

MNA=fA|iel}={x ‘ Vi I(x € A} (1.3.6)
iel

Per tant, z € ({A; | i € [} < z€ A;Viel

Observacio 1.3.3. Si I{1, 2}, tenim que:

A |ie{1.2}} =A1 04y, (A ]ie{1,2}} = AN A,
SiI={1,2,---,n}, tenim que:
A |ie{1,2,-- n}} = AUA U UA,, (A |i€ {2, n}} = AinA:n...NA,

Les unions i interseccions generalitzades també tenen interés quan el conjunt I és infinit.

Exemple 1.3.2. Per a tot nombre natural n, considerem el conjunt A, = [-n,n| = {z €
R | —n <z < n}. Considerem la familia indexada {A, | n € N}. Volem demostrar que
U{4. | n e N} =R.

Hem de provar que [J{A, | n € N} CRique R C [J{4, | n € N}. Com per a tot n € N tenim
que A, C R, inferim que (J{A, | n € N} C R,

Demostrem ara que R C (J{A, | n € N}. Considerem un element arbitrari a € R. Sigui b la
part entera d’a, és a dir, el maxim n € Z tal que n < a. Considerem dos casos:

1. Cas 1: a > 0. Com b és la part entera d’a, tenim que a € [—(b+1),b+1]. Com a > 0, tenim
que b+ 1 és un nombre natural, i per tant, existeix k£ € N tal que [—(b+1),b+1] = [—k, k].
Aixi doncs, tenim:

a €[~k k C| J{A. | neN} (1.3.7)
2. Cas 2: a < 0. Com b és la part entera d’a, tenim que a € [b, —b]. Com a < 0, tenim que
—b és un numero natural, i per tant existeix k£ € N tal que [b, —b] = [k, k|. Aixi doncs,
tenim que:
a €[~k k C| J{An | neN} (1.3.8)
Per tant, com a és un element arbitrari de R, hem demostrat per casos que R C (| J{ A, | n e
N}.
Demostrem ara que (\{A, | n € N} = {0}. Clarament,

A S A CAC - (1.3.9)
Per tant, ({4, | n € N} = Ay = [-0,0] = {0}.
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1.3.3 Productes cartesians

Definicié 1.3.8 (Parell ordenat). Si A i B son dos conjunts, es construeix per a cada element
x d’A i cada element y de B el parell ordenat (z,y) de manera que si z,2' € Aiy,y € B,
llavors

(v,y)=(2',y) <= z=2"Ny=1y. (1.3.10)

Per tant, si  # y, el parell ordenat (z,y) és diferent del parell ordenat (y, z). Intuitivament,
un parell ordenat d’elements consisteix en donar dos elements z i y tal que un d’ells, x, és el
primer element del parell i y n’és el segon.

Observacid 1.3.4. No hem de confondre el conjunt dels elements {x,y} amb el parell ordenat
(z,y).

Exemple 1.3.3. Els parells (1,2) i (2, 1) son diferents, mentre que {1,2} i {2, 1} representen el
mateix conjunt.

Definicié 1.3.9 (Producte cartesia). Donats dos conjunts A i B, s’anomena producte d’A
per B, o producte cartesia, al conjunt

AxB={(z,y) |z € Aye B} (1.3.11)
Per tant,
l. (r,y) e AxB <= € ANy € B,

2. (z,y) ¢ AXB <= ¢ AVy¢ B.
Definici6 1.3.10. Si A = B s’utilitza la notacié A2 = A x A.

Exemple 1.3.4. El conjunt R? representa el pla euclidia. Un punt del pla euclidia es representa,
doncs, com un parell ordenat (x,y) de nombres reals, als quals se’ls anomena cooredenades del
punt. A x se 'anomena 1’abscissa del punt i a y, I’ordenada del punt.

Exemple 1.3.5. Considerem els segiients subconjunts de R?:
A={ 1) |teR},
B ={(x,y) € R” ‘ 3 =42}
Hem de demostrar que A = B.
Hem de demostrar les dues inclusions.

e Per demostrar que A C B, considerem un element arbitrari (z,y) € A. Llavors, existeix
t € R tal que x = t? i y = 3. Tenim llavors:

Per tant, (z,y) € B. Aix{ doncs, ha quedat demostrat que A C B.

e Demostrem ara que B C A. Considerem un element arbitrari (z,y) € B. Llavors, 23 = ¢
Com 3% > 01 2® = y?, deduim que 2* > 0 i, per tant, x > 0, amb la qual cosa x té arrel
quadrada. Escollim doncs l'arrel quadrada ¢t de x que té el mateix signe de y. Per tant,
x = t°.

y2 — 1‘3 — (t2)3 — t6 — (t3)2.
Ara, com que y?> = (t*)? i y té el mateix signe que ¢, deduim que y = t*. Per tant,
(z,y) = (t*,¢%) € A Aixi doncs, hem demostrat que B C A.
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Propietats basiques dels productes cartesians
Proposicio 1.3.6. Siguin A, B,C, D conjunts:

1. SSACCiBCD — AxBC(CxD,

2. Ax(BUC)=(AxB)U(Ax (),

3 AxD=0xA=10,

4. (A\B)x (C\D)=(AxC)\ ((Ax D)U (B x ()).

Demostracio. e Per tal de demostrar 1.3.6.1, considerem un element arbitrari z € A x B.
Com z € A x B, existeixen a € Aib € B tals que z = (a,b). Coma € Ai A C C, deduim
que a € C'. Analogament, com b € B i B C D, inferim que b € D. Llavors, com a € C'i
b € D, tenim que z = (a,b) € C' x D.

e Demostrem ara 1.3.6.2. Hem de provar les dues inclusions.
En primer lloc, demostrem que A x (BUC) C (A x B)U(A x C'). Considerem un element
arbitrari (z,y) € A x (BUC). Llavors, z € Aibe BUC. Per tant, z € Ai (y € B
oy € C). Siy e B, llavors (z,y) € Ax B C (Ax B)U(Ax (). Siy e C, llavors
(r,y) € AXC C (Ax B)U (A x C). Per tant, (z,y) € (A x B)U (A x O).

e Demostrem ara que (A x B)U (A x () C A x (BUC). Considerem un element arbitrari
(x,y) € (Ax B)U (A x C). Llavors, (z,y) € AX Bo (xz,y) € AxC.
Si (z,y) € AXx B, tenim que x € Aiy € B. Comy € Bi B C BUC, deduim que
y € BUC. Per tant, (z,y) € Ax (BUC). Isi (z,y) € AxC, tenimquez € Aiye C.
Comye CiCC BUC, deduim que y € BUC. Per tant, (z,y) € A x (BUC). Aixi
doncs, (z,y) € Ax (BUC).

e A continuacio, demostrem 1.3.6.3 per reducci6 a ’absurd. Suposem que A x () # ). Sigui
x € Ax (). Llavors, existeixen elements a € A1 b € () tals que x = (a, b). Pero és impossible

que b € (), perqué @) no té elements. Per tant, A x ) = (). Analogament podriem demostrar
que ) x A = 0.

e Per tltim, demostrarem la propietat 1.3.6.4, provant les dues inclusions.
En primer lloc, demostrarem que (A\ B) x (C\ D) C (Ax C)\ ((Ax D)U (B x C)).
Considerem un element arbitrari (z,y) € (A\ B) x (C'\ D). Llavors,z € A\Biy € C\D.
Per tant, tenim que z € A,z ¢ B,y € C,y ¢ D. Comz € Aiy € C, deduim que

(z,y) € Ax C. (1.3.12)

Com x ¢ B, inferim que (x,y) ¢ B x C. I com y ¢ D, deduim que (z,y) ¢ A x D. Aix{
doncs:
(x,y) ¢ (Ax D)U (B x C). (1.3.13)

Llavors, com (x,y) € A x C, deduim que
(,y) e (AxC)\ ((Ax D)U (B x ()). (1.3.14)

Demostrem ara laltre contingut, és a dir, (Ax C)\((Ax D)U(Bx(C)) C (Ax B)x (C\ D).
Considerem un element arbitrari (z,y) € (A x C)\ ((Ax D)U (B x C)). Llavors, (z,y) €
AxCi(x,y) ¢ (AxD)U(BxC). Com (z,y) € AxC,tenimquez € Aiy e C. Icom
que (z,y) ¢ (Ax D)U (B x C), deduim que (z,y) ¢ Ax Di(x,y) ¢ BxC.
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Llavors, com tenim que z € A i (z,y) ¢ A x D, deduim que y ¢ D. I com tenim que
yeCil(x,y) ¢ B xC, inferim que = ¢ B.
Ara, com tenim z € Aixz ¢ B, deduim que x € A\ B. I com tenim quey € Ciy ¢ D,
deduim que y € C'\ D. Per tant, (z,y) € (A\ B) x (C'\ D).

|

Productes de tres conjunts

Definici6é 1.3.11 (Terna ordenada). Si A, B, C' so6n conjunts, es construeix per a cada element
x de A, cada element y de B i cada element z de C, la terna ordenada (z,y, z), de manera
que six, ' € A, y,y € B, z, 2 € C, llavors:

(z,y,2) = (2, y,2) <= z=a"Ny=y ANz=2" (1.3.15)
Definicié 1.3.12 (Producte). S’anomena el producte d’A per B per C al conjunt
AxBxC={(z,y,2)|ve€AyeB,zeC}. (1.3.16)
Si A= B = C, escrivim A en lloc de A x B x C.

Exemple 1.3.6. El conjunt R? representa 'espai real. Un punt d’aquell espai és una terna
ordenada de nombres reals. El punt (3, 1, -2).

Definici6é 1.3.13 (Producte d'n conjunts). Donats n conjunts Aj, A, -, A,, es denomina
producte de Ay per Ag per ... per A, al conjunt.

Ay x Ay x ... x A, = {(z1, 29, -+, ) | x1 € A, 10 € Aoy -+ L, € A} (1.3.17)

Definici6 1.3.14 (n-uples ordenades). Els elements d’A; x Ay X ... X A,, s’anomenen n-uples
ordenades.

Si (21,9, ,x,) 1 (y1,Y2,*** ,Yn) sON n-uples ordenades, tenim que
(l’l,xg, e 7xn) = (yhy% e ayn) <~ Ti =Y, Vi = 1a N (1318)
Observacio 1.3.5. S1 Ay = Ay = ... = A, = A escriurem A" en llocde A x ..." x A.

1.4 Relacions

Definici6 1.4.1 (Relaci6 de A en B). Si A i B son dos conjunts, una relacié de A en B és un
subconjunt de A x B.

Definicié 1.4.2. Si R C A x B és una relacié i (a,b) € R, direm que a esta relacionat amb b
per R. En moltes ocasions escriurem aRb en lloc de (a,b) € R.

Exemple 1.4.1. Considerem els conjunts A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5} i C ={0,1,2}. Tenim,
llavors:

1. R=1{(1,4),(2,5),(3,3)} ¢és una relacio d’A en B.
2. §=4(0,3),(0,4),(1,3),(1,5)} és una relacio de C' en B.
3. F={(z,y) € R? | (/z + 1)y = 1} és una relaci6 de R en R.
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4. G={(z,y) € R? | z < y} és una relaci6 de R en R.
5. H={(z,y) € R* | # < y} és una relacit de R en R.
6. I ={(X,Y)| X,Y € P(A) AX C Y} és una relacié de P(A) en P(A).
A la relaci6 G se I'anomena relacié d’ordre estricte en R. Escriurem = < y en lloc de

(z,y) € G.
A la relaci6 H se 'anomena relacié d’ordre en R. Escriurem x < y en lloc de (z,y) € H.

Observem que per a tot X,Y € P(A), (X, Y)el < X CY.

1.4.1 Domini i recorregut d’una relaci6

Siguin A, B conjunts i sigui R una relaci6 de A en B.
Definici6 1.4.3 (Domini de R). Definim el domini de R, que denotem per dom(R), com
dom(R) ={z € A| 3y € B((z,y) € R)}. (1.4.1)

Definici6é 1.4.4 (Recorregut de R). Definim el recorregut de R, o la imatge de R, que
denotem per rec(R), com

rec(R)={y € B |3z € A((z,y) € R)}. (1.4.2)
Exemple 1.4.2. 1. dom(R) = {1,2,3}, rec(R) = {3,4,5}.
2. dom(S) = {0,1}, rec(S) = {3,4,5}.
3. dom(F) = [0,00) = R* U {0}, rec(F) = (0,1].

4. dom(FE) = {0,1,2}, rec(E) = P({0,1,2}) \ 0.

1.4.2 La relaci6 d’identitat

Definici6 1.4.5 (Relaci6 d’intentitat). Si X és un conjunt, definim la relacié d’identitat en
X per:
Idx = {(z,x) | v € X}. (1.4.3)

Per tant, per a tot x € X:
v ldxr <= z =u. (1.4.4)

Clarament, tenim que dom(/dx) = rec(ldx) = X.

Observacid 1.4.1. Tot conjunt R de parells ordenats és una relacio del conjunt {x | Jy (z,y) € R}
en el conjunt {y ‘ Jx (z,y) € R}. Per tant, si R és una relacio, R és sempre una relacio de
dom(R) en rec(R).

A continuacio, definim el concepte de funcid que és un cas important del concepte de relacio.
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1.4.3 Relacions sobre un conjunt

Definicié 1.4.6 (Relacié d’A en A). Sigui A un conjunt. Una relacié sobre A és una relacio
d’A en A, és a dir, un subconjunt R d’A x A. A les relacions sobre un conjunt A se les anomena
relacions binaries en A.

Exemple 1.4.3.

o F={(a,b) €Z xZ|a—bés parell}. F és una relaci6 sobre Z.
(

o V={(z,y) eRxR||z] =y|}. V és una relaci6 sobre R.

G ={(z,y) e RxR |z <y}. G ésuna relacié d’ordre estricte en R.

={(n,m) e Nx N|n<m}. Jés una relaci6 sobre N.

Si A és un conjunt I = {(X,Y) | X,Y € P(A) i X CY}. I és la relacié d’inclusio sobre
P(A).

e Si A ¢sun conjunt, Ids = {(a,a) | a € A}. Id, és la relacié d’identitat sobre A.

Sigui R una relaci6é sobre un conjunt A:
Definicié 1.4.7 (Relacio reflexiva). Diem que R és reflexiva si per a tot a € A, aRa.

Definici6 1.4.8 (Relacio irreflexiva). Diem que R és irreflexiva si per a tot a € A, és fals que
aRa.

Definicio 1.4.9 (Relacié simétrica). Diem que R és simétrica si per a tot a,b € A,

aRb = bRa. (1.4.5)
Definici6 1.4.10 (Relacié antisimétrica). Diem que R és antisimétrica si per a tot a,b € A,
aRbANbRa = a=b. (1.4.6)

Definici6 1.4.11 (Relaci6 transitiva). Diem que R és transitiva si per a tot a,b,c € A,
aRbANbRc = aRc. (1.4.7)

Recordem que hem definit F' com a

{(a,b) € Z X Z | a — b és parell} (1.4.8)

Anem a provar alguns tipus de relacions sobre el conjunt F. Es té que F és reflexiva, simétrica
i transitiva. I’ és reflexiva, ja que per a tot a € N, a — a = 0 és parell. F' és simétrica, ja que
per a tot a,b € N, si a — b és parell, llavors b — a és parell, i F' és també transitiva. Per tal de
demostrar-ho, suposem que aRb i bRc: hem de demostrar que aRec. Tenim llavors:

aRb — a — b és parell — dk € Z tal que a — b = 2k,
bRc = b—césparell =— JleZtal que b—c=2I.

Per tant,
a—c=(a—=-b+(b—c)=2k+20=2(k+1). (1.4.9)

a — c és parell, amb la qual cosa aRc. Aixi doncs, F' és transitiva.

F no és irreflexiva (ja que per a tot @ € N,a —a = 0 és parell ), i F' tampoc és antisimétrica, ja
que per exemple, tenim que 4R2 1 2R4,1 2 # 4.

Pel que fa a V| G:
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.V és reflexiva, simétrica i transitiva. V no és irreflexiva, ja que per a tot = € R, |x| = |z|,

i V tampoc és antisimeétrica, ja que 2R — 2, —2R2, pero 2 # —2.

. G ésirreflexiva, ja que per a tot a € R,a £ a. G és antisimétrica, ja que per a tot a,b € R

és impossible que tinguem a < bi b < a. I G és transitiva, ja que per a tot a,b,c € R
a<bAhNb<c = a<c

Aixi, clarament G no és reflexiva i tampoc és simétrica.

. Es comprova facilment que J és reflexiva i transitiva. J és també antisimeétrica, ja que per

a tot a,b € N:
a<bAb<a — a=0b.

J no és simeétrica, ja que, per exemple, 2R5 perd no és cert que HbR2. Clarament, J no és
reflexiva.

. Es té que I és reflexiva, antisimétrica i transitiva. I és reflexiva perque per a tot subconjunt

X d’A, tenim que X C X. [ és transitiva, perque si X, Y, Z C A, llavors:
(XCYINYCZ) = XCZ

és a dir,
XIYNYIZ = XIZ.

I és també antisimétrica, ja que per a tot X,Y € P(A):
XCYANYCX = X=Y.

I no és simétrica, ja que per exemple {2} C {2,5}, pero {2,5} € {2}. I clarament, I no
és irreflexiva.

. Finalment, és facil comprovar que Id, és reflexiva, simétrica, antisimétrica i transitiva,

pero no és irreflexiva.

1.4.4 Relacions d’ordre

Sigui R una relaci6é sobre un conjunt A. Llavors:

Definici6é 1.4.12 (Relacié d’ordre en A). Diem que R és una relacié d’ordre en A si R ¢s
reflexiva, antisimétrica i transitiva.

Definici6 1.4.13. Diem que R és una relacié d’ordre total en A si R és una relacié d’ordre
en A tal que per a tot x,y € A es té que xRy o yRx.

Exemple 1.4.4. Considerem la relacié d’inclusi6 I = {(A,B) | A,B € P(Z) N A C B}. Per
tant, per a tot A, B € P(Z):

AIB <— ACB.

Es té que I és una relacié d’ordre.
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1. Es té que I és reflexiva, ja que per a tot subconjunt A de Z, tenim que A C A. [ és
transitiva, perqué si A, B, C C Z, llavors:
(ACB)A(BCC) = ACC.

En altres paraules,

AIBNAIC — AIC.
I és antisimétrica, ja que per a tot A, B € P(Z):

ACBANBCA = A=B.
Si més no, I no és un ordre total, ja que per exemple {1} Z {2} A {2} € {1}.

2. Per altra part, tenim que la relacié J = {(n,m) € Nx N | n < m} és un ordre total. Es
comprova facilment que J és reflexiva i transitiva. J és un ordre total, ja que per a tot
a,b € N, tenim que a < b o bé b < a, és a dir, a i b sbn comparables.

Sigui R una relacié d’ordre sobre un conjunt A. Sigui a € A. Llavors:
Definici6é 1.4.14 (Minim d’A). a ¢s el minim d’A respecte d’R si aRb per a tot b € A.

Definici6 1.4.15 (Maxim d’A). Diem que a és el maxim d’A respecte d’R si bRa per a tot
be A

Exemple 1.4.5. Considerem la relacié d’inclusio I = {(X,Y) | X,Y € P(Z) A X C Y}.
Llavors, () és el minim de P(Z) respecte d’I.

Tenim que 0 és el minim de N respecte de 'ordre habitual "<", perdo N no té un maxim element.
D’altra banda, el conjunt R no té ni maxim ni minim respecte a ’ordre habitual.

Proposici6 1.4.1. Sigui R un ordre sobre un conjunt A. Sigui M un subconjunt no buit d’A.
Llavors:

1. El minem d’M, si existeix, €s unic.
2. El maxim d’M, si existeiz, €s unic.
Demostracio. Demostrem 1.4.1.1. Suposem que [ i m séon minims de M. Llavors:
[ és minim de M im € M = [Rm, (1.4.10)

m és minim de M il € M = mRI. (1.4.11)

Aixi doncs, [Rm i mRI. Aplicant la propietat antisimétrica, deduim que [ = m.
La demostraci6é de 1.4.1.2 és analoga. ]

Definici6é 1.4.16 (R ordre estricte). Sigui R una relaci6 sobre un conjunt A. Diem que R és
un ordre estricte si R és irreflexina i transitiva.

Exemple 1.4.6. La relaci6 G = {(z,y) € R? | < y} és un ordre estricte. Tenim que G és
irreflexiva, ja que per a tot z € R, z £ x i per tant =(zGz). I G és transitiva, ja que per a tot
x,y,z € R tenim que

<y Ny<z) = =<z

1 per tant
xGy NyGz = zGz.
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Proposici6 1.4.2. Sigui R un ordre estricte en un conjunt A. Llavors:
1. No existeizen elements a,b € A tals que aRb N\ bRa.
2. R és antisimetrica.

Demostracio.

1. Per demostrar 1.4.2.1, procedim per reducci6 a I’absurd. Suposem que existeixen elements
a,b € A tals que aRb A bRa. Com R és transitiva, deduim que aRa, la qual cosa resulta
impossible donat que R és irreflexiva.

2. Per demostrar 'apartat 1.4.2.2, hem de provar que per a tot a,b € A:
aRbANbRa = a =b. (1.4.12)

Per 'apartat 1.4.2.1, 'antecedent d’aquesta implicacié és sempre fals, aixi la implicaci6 és
certa, amb la qual cosa R és antisimétrica.

Observacio 1.4.2. En general, un ordre estricte R en un conjunt A no és un ordre en A, ja que
R no compleix la propietat reflexiva. Si més no, hi ha una estreta relacioé entre els ordres i els
ordres estrictes, que farem paleses en els segiients teoremes.

Teorema 1.4.3. Sigui R una relacié d’ordre en un conjunt A. Definim la relacio R en A per
2Ry <= xRyANz #y (1.4.13)

per a tot x,y € A. Llavors, R’ és una relacié d’ordre estricte.

Demostracié. Hem de provar que R’ és irreflexiva i transitiva. Tenim que R’ és irreflexiva, ja
que per a tot x € A, com = = x, no es compleix xR’z ja que

tRr = 1z #x. (1.4.14)

Per tal de demostrar que R’ és transitiva, considerem elements z,y, z € A tals que xRy i yR'z.
Hem de demostrar que xR'z. Tenim que

tRyANyRz = sRyANxz #yAyRz ANy # 2. (1.4.15)

Per tant, com R és transitiva, deduim que xRz.

Demostrem ara que x # z. Suposem, pel contrari, que x = z. Tenim llavors que zRy i yRz.
Ara, com R és antisimétrica, deduim que y = z, la qual cosa és impossible, ja que tenim que
y # z. Aixi doncs, © # z.

Hem demostrat que xRz i x # z, amb la qual cosa tenim que xR’z i R és transitiva. |

Definici6é 1.4.17. Si R =< és una relacié6 d’ordre en un conjunt A, denotarem a la relacié
d’ordre estricta associada a R en el teorema 1.4.3 per <.

Teorema 1.4.4. Sigui R una relacio d’ordre estricte en un conjunt A. Definim la relacio R*

en A per
aR*'b <= aRbVa=>0 (1.4.16)

per a tot a,b € A. Llavors, R* és una relacio d’ordre.
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Demostracio. Hem de demostrat que R* és reflexiva, antisimétrica i transitiva.
En primer lloc, demostrem que R* és reflexiva. Com per a tot a € A,a = a, es compleix que
aRaV a = a, és a dir, aR*a. Per tant, R* és reflexiva.
Demostrem ara que R* és antisimétrica. Siguin a,b € A tals que aR*b i bR*a. Hem de demostrar
que a = b. Llavors,

aR'b = aRbV a =D,

bR*a = bRaV b= a.

Per tant, tenim que (aRb A bRa)V (aRbAb = a)V (a =bAbRa)V (a =bAb=a). El cas
aRb A bRa és impossible per 'apartat (a) de la proposici6 1.4.2. T en els altres tres casos, tenim
que a = b. Per tant, R* és antisimétrica.

Per ultim, demostrem que R* és transitiva. Hem de provar que per a tot a, b, c € A:

aR*"b ANbR'c = aR"c.
Suposem llavors que aR*b i bR*c. Llavors,
aR'0 = aRbV a =D,

bR*c = bRcV b=c.

Per tant, tenim que (aRbAbRc)V (aRbAb=c)V (a=bAbRc)V (a=bAb=c). Si aRbAbRc,
com R és transitiva, deduim que aRc, i per tant, aR*c. Si aRb A b = ¢, tenim que aRc i, per
tant, aR*c.

1. Sia=bAbRc, tenim que aRc i, per tant, aR*c.
2. Sia=0bAb=c, tenim que a = c i, per tant, aR*c.

Aixi doncs, R* és transitiva. Com hem demostrat que R* és reflexiva, antisimeétrica i transitiva,
tenim que R* és una relacié d’ordre. |

Si R =<, és una relaci6 d’ordre estricte en un conjunt A, denotarem a la relaci6 d’ordre
associada a R en el teorema 1.4.4 per <.

Definici6 1.4.18 (Ordre estricte total). Sigui R un ordre estricte en un conjunt A. Direm que
R és un ordre estricte total si per a tot a,b € A tindrem que aRbV bRa V a = b.

Proposicié 1.4.5. Sigui R un ordre estricte en un conjunt A. Sigui R* l’ordre associat a R en
el teorema 1.4.4. Llavors, R és un ordre estricte total <= R* és un ordre total.

Definici6 1.4.19 (Bon ordre). Sigui R una relacié d’ordre en un conjunt A. Diem que R és un
bon ordre si tot subconjunt no buit X d’A té un element minim.

Exemple 1.4.7. L’ordre habitual < en N és un bon ordre.
Exemple 1.4.8. Si més no, I'ordre habitual en Z no és un bon ordre.

Exemple 1.4.9. Per altra part, si considerem S = {(z,y) € [0,1] x [0,1] | z < y} ¢és facil
comprovar que S és una relacio d’ordre. S, a més, és un ordre total, ja que per a tot z,y € [0, 1],
tenim que < y o y < x. Perd S no és un bon ordre, ja que per exemple el conjunt {% ‘ n e
N\ {0}} ={1,1,%, 1,... } no té element minim.

Proposicié 1.4.6. Si R és un bon ordre en un conjunt A, llavors R és un ordre total en A.
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Demostracio. Considerem elements arbitraris z,y € A. Hem de demostrar que xRy o yRx.
Considerem el conjunt C' = {z,y}. Com R és un bon ordre, C' té un element minim m. Com
C = {z,y}, tenim que m =z o m = y. Si m = z, tenim que xRy. I si m = y, tenim que yRx.
Aixi doncs, xRy o yRx. Per tant, com x i y son elements arbitraris d’A, R és total. |

Definici6é 1.4.20. Sigui R una relaci6 d’ordre total estricte en un conjunt A. Siguin a,b € A
tals que aRb. Diem llavors que b és el successor immediat d’a respecte d’R si per a tot
ce A

aRcNec#b = bRc. (1.4.17)

Observacio 1.4.3. En ocasions, als successors immediats d’un elements se’ls anomena simplement
successors de tal element. Analogament, es defineix el concepte de predecessor immediat
d’un element en un ordre estricte.

Exemple 1.4.10. Es evident que en I'ordre estricte usual de Z, tot nombre enter té un successor
immediat.

Observacio 1.4.4. Si més no, en 'ordre estricte usual d’'R no existeixen successors immediats.

Demostracio de l’observacio. Per tal de demostrar-ho, suposem pel contrari que existeix un nom-
bre real a que té un successor immediat b. Considerem, doncs, el nombre real

a+b
c= . (1.4.18)
2
Clarament, tenim que a < ¢ < b. Per tant, b no pot ser el successor immediat d’a. [ ]

Proposicié 1.4.7. Si < és un bon ordre en un conjunt X 1a € X no és el maxim de X, llavors
a té un successor immediat.

Demostracio. Suposem que a € X no és el maxim d’X. Llavors, existeix almenys un element b
de X tal que a < b. Per tant, el conjunt

M={zeX|a<uz}#0. (1.4.19)

Com < és un bon ordre en X i M # (), M té un element minim m. Demostrem llavors per
reducci6 a I'absurd que m és el successor immediat d’a. Suposem llavors que m no és el successor
immediat d’a. Per tant, existeix ¢ € X tal que

(@ <c)A(c<m). (1.4.20)

Com a < ¢, deduim que ¢ € M. Llavors, com m és '’element minim d’M, tenim que m < ¢, la
qual cosa contradiu que ¢ < m. Per tant, m és el successor immediat d’a. |

Definici6 1.4.21 (Conjunt ordenat). Si R és una relacié d’ordre en A, direm que el parell (A, R)
és un conjunt ordenat.

Definicié 1.4.22 (Conjunt totalment ordenat). Si R és una relaci6 d’ordre en A i R és una
relacio d’ordre total en A, direm que el parell (A, R) és un conjunt totalment ordenat.

1.4.5 Suprem i infim d’un conjunt

Definici6 1.4.23. Sigui (X, <) un conjunt totalment ordenat, i sigui M un subconjunt no buit
de X. Diem que M esta acotat superiorment en (X, <) si existeix € X tal que

Ym e M(m < z). (1.4.21)
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En aquest cas, direm que z és una cota superior de M en (X, ).

Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat, M és un subconjunt no buit de X tal que M
esta acotat superiorment en (X, <) i el conjunt de totes les cotes superiors de M té un minim
a, direm llavors que a és el suprem de M en (X, ).

Proposicié 1.4.8. Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat, M és un subconjunt no buit de
X i m és el mazim de M en (X, <), llavors m és el suprem de M en (X, <).

Demostracio. Com m és el maxim de M, tenim que
x<m, Vr e M.

Per tant, m és una cota superior de M en (X, x). Per altra part, si k és una cota superior de
M en (X, <), com m € M, tenim que m < k. Llavors, m és la minima de les cotes superiors de
M. Es a dir, m és el suprem de M. |

Exemple 1.4.11. Considerem en R amb 'ordre usual, el subconjunt

1
M:{E‘nEN\{O}}.
Llavors, M esta acotat superiorment en R, ja que
1
— <1, VneN\{0}.
n

A més, com 1 € M, tenim que 1 és el maxim de M en (R, <). Per tant, 1 és el suprem de M en
(R, <)

Exemple 1.4.12. Considerem l'interval obert (0,1) de R amb 'ordre usual. Sigui

1 1
M:{———|n€N,n23}.
2 n

Llavors, % és el suprem de M en (0,1). Si més no, % no és el maxim de M, ja que % ¢ M.

Observacio 1.4.5. En general, el fet que un conjunt acotat superiorment tingui un suprem no
implica que aquest conjunt tingui un maxim. Es a dir, hi ha molts conjunts acotats superiorment
que tenen suprem pero no tenen pas maxim.

Proposicié 1.4.9. Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat i M és un subconjunt no buit de
X que té suprem, llavors tal suprem €s unic.

Demostracié. Sigui K el conjunt de les cotes superiors de M en (X, <). Si m és suprem de M,
tenim que m és ’element minim de K. Per la proposicié 1.4.1 tenim que aquest element minim
de K és tnic. Per tant, el suprem de M és tnic. ]

Definicié 1.4.24 (Acotat inferiorment). Sigui (X, <) un conjunt totalment ordenat, i sigui M
un subconjunt no buit de X. Diem que M esta acotat inferiorment en (X, <), si existeix
r € X tal que

Vm e M(x < m). (1.4.22)

En aquest cas, diem que z és una cota inferior de M en (X, ).
Definicié 1.4.25 (Acotacio). Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat i M és un subconjunt

no buit d’X, diem que M esta acotat en (X, <), si M esta acotat superior i inferiorment en
(X, =).

Definicié 1.4.26 (Infim). Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat, M és un subconjunt no
buit d’X tal que M esta acotat inferiorment en (X, X) i el conjunt de totes les cotes inferiors de
M té un maxim b, direm llavors que b és I'infim de M en (X, ).
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Proposicié 1.4.10. Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat, M és un subconjunt no buit
d’X im és el minim d’M en (X, <), llavors m és Uinfim de M en (X, <).

Demostracio. La demostracié és analoga a la de la proposicio 1.4.8. ]

Proposicié 1.4.11. Si (X, <) és un conjunt totalment ordenat i M és un subconjunt no buit
de X que té infim, llavors aquest infim és unic.

Demostracio. La demostracié és analoga a la de la proposicio 1.4.9. ]

Exemple 1.4.13. Considerem en R amb 'ordre habitual, el subconjunt

M:{M:%]neN\{O}}:{l,%,%,...}.

Clarament, M esta acotada inferiorment, ja que el zero és una cota inferior de M, i qualsevol
nombre negatiu és també una cota inferior de M. A més, I'infim de M existeix i és el 0. Per
una part, és evident que el 0 és una cota inferior de M, donat que tots els elements de M sén
positius.
Per altra banda, si  és un nombre real positiu arbitrari, com la successié6 de nombres reals %
(amb n € N\ {0}) convergeix a 0, existeix un nombre natural ng # 0 tal que

1

— <.

L
Aixf doncs, com - € M, r no és una cota inferior de M. Per tant, les tiniques cotes inferiors de
M son el 01 els nombres reals negatius: el 0 és I'infim d’M. Notem que 0 ¢ M i, per tant, 0 no
és minim de M, tot i ser el seu infim.

Exemple 1.4.14. Considerem el conjunt dels nombres racionals @Q amb 'ordre usual. Conside-

rem el conjunt
1234
X_{_\neN\{O}} {2,5,5,5,...}.

El conjunt X no té cap cota superior en Q i per tant X no té suprem. Si més no, X té moltes
cotes inferiors, com ara —=, 0 i té un infim, que és 3, el minim d’X.

Exemple 1.4.15. Considerem el conjunt
V={zeQ|l<z<3}

Es evident que Y té infinites cotes superiors i inferiors. A més, Y té un suprem (3) i un infim
(1), cap dels quals pertanyen a Y.

Definici6 1.4.27 (Propietats del suprem i de I'infim). El que distingeix R de Q és precisament
el fet que tot subconjunt de R acotat superiorment té un suprem. Aquesta propietat rep el nom
de propietat del suprem. Al seu torn, es té que tot subconjunt de R acotat inferiorment té
un infim, propietat que s’anomena propietat de I’infim.

Definicié 1.4.28. Donats dos conjunts totalment ordenats (A, <4) i (X, <x) tenen el mateix
tipus d’ordre, si existeix una aplicaci6é bijectiva f : A — X que preserva l'ordre, és a dir, tal
que per a tot a,b € A:

a<ab = fla) <x f(b). (1.4.23)

Propietats:
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1. Es reflexiva: ho és ja que si (A, <4) és un conjunt totalment ordenat, la funcié identitat
Id 4 preserva l'ordre.

2. Es simétrica: suposem que (A4, <4) i (X, <x) son conjunts totalment ordenats tals que
(A,<4) 1 (X, <x) tenen el mateix tipus d’ordre. Llavors, existeix una aplicacio bijectiva
f: A — X que preserva l'ordre. Demostrem llavors que f=!: X — A preserva l'ordre.
Siguin z,y € X tal que

T <x Y. (1.4.24)

Hem de provar que f~!(z) <4 f *(y). Procedim per reducci6 a I'absurd. Suposem que
=) <4 f'(y) no es compleix. Com (A, <4) és un ordre total tenim que

F ) <a f (=) (1.4.25)

Com que f preserva l'ordre, deduim que

FUH W) =x F(fH (@), (1.4.26)
I com f és injectiva,

F(F ) <x F(f7H(=)). (1.4.27)
En altres paraules,

fof™y) <x fof(x) (1.4.28)

Pero, com sabem que f o f~! = Idx, obtenim que
Yy <x 1, (1.4.29)
la qual cosa contradiu que x <x y. Per tant, f~1(x) <4 [~ (y).

3. Es transitiva: suposem que (4, <4), (X, <x), (¥, <y) son conjunts totalment ordenats

tals que (A, <4) 1 (X, <x) tenen el mateix tipus d’ordre i (X, <x) i (Y, <y ) tenen el mateix
tipus d’ordre.
Siguin f : A — X i g: X — Y aplicacions bijectives que preserven 'ordre. Llavors,
gof: A — Y és una aplicacié bijectiva que preserva l'ordre. Es facil comprovar que,
com f i g sén bijectives, g o f també és bijectiva. I g o f preserva l'ordre, ja que per a tot
a,be A:

a<ab = fla) <x f(b) = g(f(a)) Sy g(f(b)) = (9o f)(a) <y (go f)(b).
(1.4.30)

Exemple 1.4.16. Considerem el conjunt R amb 'ordre habitual, i considerem els subconjunts
Ai B de R definits per
A={0}u(1,2), B=I[1,2).

Considerem els ordres <4 i <p induits per I'ordre usual de R. Llavors, els conjunts totalment
ordenats (A,=<4) 1 (B, <p) tenen el mateix tipus d’ordre. Considerem l'aplicacié f : A — B
definida per:

{f(U) L
f(z) =z, per atot xz € (1,2).

Es facil comprovar que f és bijectiva i preserva 1’ordre.
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Exemple 1.4.17. Considerem el conjunt N amb l'ordre usual <. I considerem el conjunt Z~
dels nombres enters negatius amb l'ordre usual <. Llavors, (N, <) i (Z7, <) no tenen el mateix
tipus d’ordre.

Demostracio. Procedim per reduccié a 'absurd. Suposem que (N, <) i (Z~, <) tenen el mateix
tipus d’ordre. Per tant, existeix una aplicaci6 bijectiva f : N — Z~ que preserva 'ordre. Sigui
s = f(0). Sigui t = s — 1. Com f és bijectiva, existeix n € N tal que f(n) =¢. Com 0 és menor
nombre natural, tenim que 0 < n. Ara, com que f preserva l'ordre, deduim que

F(0) = s < f(n) =,

la qual cosa contradiu que ¢ = s — 1. Per tant, (N, <) i (Z7,<) no tenen el mateix tipus
d’ordre. m

1.5 Funcions

Definici6 1.5.1 (Funcio). Siguin A, B conjunts. Una funcié de A en B ésunarelacio f C AxB
tal que per a tot a € A, per a tot b, c € B:

(afbNafec) = b=c. (1.5.1)

Equivalentment, si per a tot a € dom(f)3! b € rec(f) ’ afb. Escriurem, doncs, b = f(a) i direm
que b és la imatge de a per f.

Exemple 1.5.1.

1. R és funci6, ja que 1l solament esta relacionat amb el 4, el 2 solament esta relacionat
amb el 5 i el 3 sol esta relacionat amb el 3. En notacié funcional, tenim R(1) =4, R(2) =
51 R(3) =3.

2. S no és funcio, ja que (0,3),(0,4) € S.

3. F és funcio, ja quesi (a,b) € F'i(a,c) € F, tenim que (y/a+1)b = (y/a+1)c = 1. Llavors,
com (va+1)b=(a+1)c=11i+/a+1%#0, deduim que b = ¢. En notacié funcional,

tenim que Va € dom(F):
1

T Vat+ 1

4. G no és funcid, ja que, per exemple, tenim que 1 < 311 < 5. No es respecta doncs la
unicitat dels elements del domini i G no seria una funcié.

F(a)

5. H no és funci6. Idem de G.

6. F no és funcio, ja que, per exemple, 0 € {0} i 0 € {0, 1}.

7. I no és funcio, ja que, per exemple, {2} C {2} i {2} C {2,3}.
Per una altra part, per a tot conjunt X tenim que la relacié6 Idy és una funcid, i per a tot
a€ X, Idx(a) = a.

Definicié 1.5.2 (Aplicacio). Siguin A i B dos conjunts. Una aplicacié o funcié total de A
en B és una funci6 d’A en B tal que dom(f) = A. Si A i B sén conjunts i f és una aplicaci6
d’A en B, escriurem f: A — B.
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Definicié 1.5.3 (Conjunt inicial i conjunt final). Si f : A — B direm que A és el conjunt
wnictal de f i B és el conjunt final de f.

Definici6 1.5.4 (Funcio parcial). Si una funcié f no és una aplicacid, direm que f és una funcid
parcial.

Exemple 1.5.2. Considerem els conjunts A = {1,2,3,4} i B = {3,4,5}. Considerem les
segiients relacions de A en B:

1. R={(1,4),(2,5),(3,3)}. Es té que R és una funcio, ja que es compleix la definicié: a tot
element del domini de R se li assigna exactament un del recorregut de R. Si més no, R no
¢s aplicacio, ja que dom(R) = {1,2,3} C A.

2. S ={(1,3),(1,5),(2,5),(3,5)} no és funcio, ja que a I'l se li assignen dos valors, que son
el 3ielb.

3. T =1(1,3),(2,3),(3,5),(4,5)}. Es té que T és aplicacié perqué T és funci6 i dom(T') =
(1,2,3,4) = A.

Exemple 1.5.3. Considerem

1

f:{(x,y)eRxR\yZE}-

Es té que f és una funcio, ja que si (a,b) € f i (a,c) € f, tenim que

i per tant, b = c.
Si més no, f no és aplicacid, ja que si x = 1, no existeix un nombre real y tal que y =

(z-1)°
donat que % no té sentit per a z = 1, ja que 1/0 no és un nombre real.

En canvi, si definim

1
f={@y) e RA{} xR [y =—},
f és una aplicacio, perque si x # 1, ﬁ esta ben definit. Aixi doncs, dom(f) = R\ {1}. Per
altra pert tenim que
1+y

po| S yr-1)=1 <= yr—y=1 <= yr=1+y < x:T.

y:

_ _ ltyyy
Per tant, rec(f) = {y € R | Iz € R(z = =4 =R\0.

Exemple 1.5.4. Considernem

$2

1 — 22

g={(z,y) eRxR|y=

Tenim que g és una funcio, ja que si (a,b) € g i (a,c) € g, tenim que
2 2
a a
b= =
1—a? 1—a?
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i per tant, b = ¢. Si més no, g no és una aplicacio, ja que si z = 1 o0 x = —1 no existeix cap
2
— x x 2 : _ o .
nombre real y tal que y = *—, donat que ;*— no té sentit per x = 1 o x = —1. Tenim que

dom(g) =R\ {—1,1}. Demostrem a continuacié que rec(g) = (—oo, —1) U [0, +00).

2

y=1 f o = y(1-2) =1 = y—ya’ =1% = y=1"ty2’ <= y= (y+1)2’ <
— 2=
y+1
Per tant, tenim que rec(g) = {y € R | 3z € R(2? = ~47)}- 1 tenim que r? = -4 té soluci6 si, i
només si [(y >0)A(y+1)>0]V[y<0)A(y+1)<0]. Llavors:

Ly>20)Ay+1)>0 <<= (W=20)A(y>-1) <= y=>0.
2 (Y<OA(y+1) <0 <<= W<0O)A(y<—-1) <= y<—L

Per tant, 245 >0 <= y >0Vy < —1. Es aixi que rec(f) = (—o00, —1)U(0, +00) = R\ [~1,0).
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1.5.1 Restriccié d’una funcid

Definicié 1.5.5 (Restriccié de f sobre C'). Siguin A, B, C' conjunts tals que C' C A. Sigui f
una funcié d’A en B. Definim la restriccio d’una funcié de f sobre C, que denotem per f [ C
com la funcié de C' en B definida com f | C = fN(C x B). Es a dir, f | C és la funcié de C
en B definida per f | C(z) = f(x) per a tot x € dom(f)NC.

Exemple 1.5.5. Considerem

f={@y) eRxR|y=—

1}'

Es té que f és una funcio, ja que si (a,b) € f i (a,c) € f,

a a
b C: b
a—1 a—1

b —

i per tant, b = ¢. Llavors, la restriccio de la funcié f al conjunt R\ {1} és la aplicacio ¢ :
R\ {1} — R definida per

T
9(z) = fle) = —. V2 € R\ {1}
Proposicié 1.5.1. Si f és una funcié d’A en B, llavors f | dom(f) és una aplicacic de dom(f)
en B.

Demostracid. La demostracio és immediata, ja que dom(f | dom(f)) = dom(f) i dom(f) és el
conjunt inicial de f | dom(f). [

Siguin A, B, C conjunts i f una funci6 d’A en B. Llavors,

Definicié 1.5.6 (Conjunt imatge). Si M C A, definim el conjunt imatge de M mitjangant f
com

f(M)={be B|3ae M(f(a)=b)}={f(a)|aec M} (1.5.2)
Notem que f(M) = f[M].

Definicié 1.5.7 (Conjunt antiimatge). Si S C B, definim el conjunt antiimatge de S mitjancant
f com

FUS)={acA|FbeS(fla)=b}={acA|fla)e S} (1.5.3)

Observacio 1.5.1. El conjunt imatge de M C A mitjancant f i el conjunt antiimatge de S C B
mitjancant f poden ser ().

Demostracié. Observem que si M Ndom(f) =0 = f(M)=10. Isi SNrec(f) =0 =
F7HS) =0, ja que

a€ f(S) = f(a) €S = f(a) € SNrec(f). (1.5.4)
|

Exemple 1.5.6. Considerem A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c} i la funci6 g d’A definida per
{(1,a),(2,a),(4,c)}. Tenim llavors:

o g({1>2’3}) = {a}a
hd g({274}) = {a7 C}7
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e g(0) =0,

o g ({a}) = {1,2},
e g '({a,0}) = {1,2},
o g ({0}) =0,

9 ({c}) = {4}.

Exemple 1.5.7. Sigui f : R — R definida per f(z) = 2% per a tot x € R. Tenim llavors:
f{{z,—az}) = {2}, Ve e R <= f({-3,-5 —12}) = {f(=3), f(=5), f(12)} = {9, 25, 144}.
f(R) =rec(R) ={2? | z € R} =[0,+00) = {y € R | y > 0}, ja que tot nombre real no negatiu
y és el quadrat d’algun nombre real: és el quadrat de 0 si y = 01isi y > 0 llavors y és el quadrat
dels nombres reals y'/2 1 —y'/2.

També tenim que f~'({—4,2,7,9,25,63,81}) = {v/2, —v2,V/7, =7, -3,3,—5,5,/63, =63, —9,9}.
f((=00,0)) = 0, donat que no existeix cap nombre real el quadrat del qual sigui un nombre
real negatiu, f'([4,9]) = [-3,-2]U2,3] ={z e R | (-3 <z < -2) V(2 < z < 3)}, ja que
els quadrats de tots els nombres reals que formen part dels intervals [—3, —2] i [2, 3] pertanyen
a 'interval [4,9].

1.5.2 Composicié de funcions

Siguin A, B, C' conjunts, f una funcié d’A en B i g una funcié de B en C.
Definicié 1.5.8 (Composici6 de funcions). Definim la composicié de f amb g, o la funcio
f composta amb g, que denotem per g o f, com:
gof={(a,c)e AxC|3beB|(ab)efA(bc)eg}=

={(a,c) e AxC|3beB|(fla)=bAgb)=c)}. (155)
Exemple 1.5.8. Considerem els conjunts A = {1,2,3,4}, B ={a,b,c} i C = {«, 3,v}. Consi-
derem la funcié g d’A en B definida per

9={(1,a),(2,a),(4,0)},

i considerem la funcié h de B en C' definida per
h = {((l, Oé), (bv 5)7 (Cv 7)}
Tenim, llavors:
ho g = {(17 Oé), (2a O./), (47 7)}
Exemple 1.5.9. Considerem 'aplicacio f: R\ {1} — R\ {0} definida per

1
f(l') - I'—17
per a tot x € R\ {1}, i considerem 'aplicaci6 g : R\ {0} — R\ {0} definida per
1
aq\y) = —,
) =7
per a tot y € R\ {0}. Llavors, go f : R\ {1} — R\ {0} esta definida per
1 1
gof)@) =g(f(2)) = == =21
(go f)x) = g(f(x)) - =

per a tot z € R\ {1}.
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Exemple 1.5.10. Considerem les funcions

112

2 —1

f={lz.y) eR?|y= Yoog={(zy) eR* |y =3z+1}.

Tenim, llavors:
2

2 —1

(3z +1)2
(Bz+1)2—1

).

gof={<x,y>eR2|y=3( )+1}, Fog={(x,y) cR?|y=

1.5.3 Propietats basiques de la composicié de funcions

Teorema 1.5.2. Siguin A, B,C' conjunts. Sigui f una funcio d’A en B i g una funcio de B en
C. Llavors:

1. go f és una funcio d’A en C.

2. Per a tot a € dom(go f),(go f)(a) = g(f(a)).

3. St f i g son aplicacions, llavors go f és una aplicacio.

Demostracio.

1. Per tal de demostrar 'apartat 1.5.2.1, hem de provar que si (a, c), (a,d) € gof — ¢ =d.
Suposem que (a,c), (a,d) € go f, Per tant, a € Aic,d € C.
(a) (a,c)€gof = FbeB|(ab) e fi(bc)ey,
(b) (a,d)€gof = W eB|(a,V)efi(t,d) ey
Com (a,b) € f,(a,V/) € f 1 f és una funci6, deduim que b = b'. Per tant, com (V,d) €

g1ib=1V,inferim que (b,d) € g. Com que (b,¢c) € g,(b,d) € g i g és una funci6, deduim
que ¢ = d. Llavors, g o f és una funci6.

2. Demostrem ara 'apartat 1.5.2.2. Considerem un element arbitrari a € dom(go f). Llavors,
existeix ¢ € C tal que (g o f)(a) = c¢. Llavors, (a,c) € go f. Per tant, existeix b € B tal
que (a,b) € fi(b,c) € g. Com f és una funci6 i (a,b) € f, tenim que f(a) =b. I com g
és una funcio i (b, c¢) € g, tenim que g(b) = c. Per tant

9(f(a)) = g(b) = c= (g o f)(a). (1.5.6)

3. Per ultim, demostrarem 1.5.2.3. Suposem que f i g s6n aplicacions. Hem de demostrar
que g o f és aplicaci6. Per tal d’arribar-hi, hem de provar que dom(go f) = A. Com go f
és una funcié d’A en C, tenim que dom(g o f) C A. Demostrem ara que A C dom(g o f).
Considerem un element aribtrari a € A. Com a € A i f és una aplicacié d’A en B, tenim
que f(a) € B. 1 com g és una aplicacio de B en C'i f(a) € B, tenim que g(f(a)) € C.
Per tant, a € dom(g o f). Aixi doncs, com a és un element arbitrari d’A, tenim que
A C dom(go f).

|

Teorema 1.5.3. Siguin f : A— B, g: B— C i h: C — D. Llavors, (hog)of = ho(gof).
Demostracio. Considerem un element arbitrari a € A. Aplicant 1.5.2.2; tenim:

((hog)o f)a) = (hog)(f(a) = hlg(f(a)) = hl(go F)(@) = (ho(go ).  (157)

|
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1.5.4 Funcions injectives

Definicié 1.5.9 (Funci6 injectiva). Siguin A i B conjunts. Sigui f una funcié d’A en B. Diem
que f és injectiva si per a tot a,a’ € dom(f):

a#d = f(a)# f(d). (1.5.8)
Observacio 1.5.2. Pel contrarreciproc, tenim que f és injectiva si per a tot a,a’ € dom(f):
fla)=fld) = a=d. (1.5.9)

Exemple 1.5.11. Considerem aplicacié f : R — R definida per f(x) = 2 per a tot z € R.
Es té que f no és injectiva ja que si x és un nombre real diferent de 0, llavors,

fl@)=2a% f(-2)=(-2)"=2"

Es a dir, els elements x i —z son diferents i tenen la mateixa imatge mitjancant f. Per tant, f
no és injectiva.

Exemple 1.5.12. Considerem 'aplicacié h : R — R definida per h(z) = sinx. Llavors, h no
és injectiva, ja que per a tot = € R, sinz = sin(z + 27).

Exemple 1.5.13. Considerem 'aplicaci6 g : N\ {0} — N definida per g(n) = n?*, per a tot
n € N\ 0. Es té que g és injectiva. Hem de demostrar, doncs, que per a tot n,m € N

g(n) = g(m) = n=m.

Suposem llavors que g(n) = g(m). Per tant, n* = m?*. Aixi, n* — m?*. Tenim:

0=n'—m"*=(n—m)(n*+mn® +m’n+m?),
Com estem suposant que n, m sén nombres enters positius, tenim que
n® +mn? +m?*n+m? > 4.
Per tant, com tenim que 0 = (n — m)(n® + mn? + m?n + m?), deduim que n = m. Aixi, g és
injectiva.
1.5.5 Funcions exhaustives

Definici6é 1.5.10 (Funci6 exhaustiva). Siguin A, B conjunts. Sigui f una funci6 d’A en B.
Diem que f és exhaustiva si rec(f) = B.

Observacio 1.5.3. f és exhaustiva si per a tot b € B existeix a € dom(f) tal que f(a) = b.
Exemple 1.5.14.

1. Considerem l'aplicacié f : R — R definida per f(z) = 2* per a tot z € R. Es té que f
no és exhaustiva, ja que rec(f) = {z € R | z > 0}.

2. Considerem l'aplicaci6 g = R x R — R definida per g((z,y)) = 2x + 3y. Llavors, g és
exhaustiva: considerem un element arbitrari z € R. Considerem a = (—z, z). Tenim:

g9(a) = g((=2,2)) =2(=2) + 32 = z.

Per tant, g és exhaustiva.
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1.5.6 Funcions bijectives

Definici6 1.5.11 (Funci6 injectiva). Una funcié f és bijectiva si és injectiva i exhaustiva.
Definicié 1.5.12 (Bijeccio). Diem que f és una bijeccio si f és una aplicaci6 bijectiva.

Exemple 1.5.15. La funci6 f de R en R, definida per f(z) = In(z) és una funci6 bijectiva,
pero no és una bijeccié. Tenim que f és injectiva, ja que per a tot A, B € dom(f) = [0, +00):

Ina=Inb = a=e"*=e"t =,
I tenim que f és exhaustiva, ja que per a tot b € R podem prendre ¢’ € [0, +00), i tenim que
In(e?) = 0.

Si més no, com dom(f) = [0, +00) # R, f no és aplicacio, i per tant, f no és bijeccio.

Exemple 1.5.16. Siguin a,b nombres reals fixes amb a # 0. Considerem una aplicacié f :
R — R definida per f(z) = ax + b per a tot z € R. Es té que llavors que f és una bijecci6. En
primer lloc, f és injectiva, perqué donats nombres reals arbitraris x,t si f(z) = f(¢) tenim que

ar+b=at+b = ar=at = 0=axr —at =a(x —1),

i com a # 0, 'tinica opci6 restant és que x —t = 0. Per tant, x = ¢t. Aixi doncs, f és injectiva.
Per altra part, tenim que f és exhaustiva. Per demostrar-ho, considerem un nombre real y € R.
Prenem x = yT_b Llavors:

f($)=f<y7_b) :a<%b)+b:y—b+b:y.

Per tant, f és bijectiva. I com, a més, f és una aplicacié, tenim que f és una bijeccio.
Teorema 1.5.4. Sigui f : A — B una aplicacio bijectiva. Sigui

g={(y,x) e Bx Al (z,y) € f}. (1.5.10)

Llavors, g : B — A és una aplicacio bijectiva.

Demostracio. Per tal de demostrar el teorema 1.5.4, demostrem en primer lloc que g és una
aplicaci6. Per tant, hem de demostrar que:

1. Per a tot y € B existeix x € A tal que (y,z) € g.
2. Si (y,x), (y,t) € g, lavors x = t.

En primer lloc, demostrarem (1.). Sigui y € B. Com f és exhaustiva, existeix x € A tal que
(x,y) € f. Per tant, (y,z) € g.

Demostrarem ara (2.). Suposem que (y,z), (y,t) € g. Per tant, (z,y),(t,y) € f. Com f és
injectiva, deduim que x = t. Per tant, g és funcio.

Per consegiient, g és aplicacio. Escriurem llavors ¢g(y) = x, si (y,x) € g. Demostrem ara que g
és injectiva i exhaustiva. En altres paraules, demostrem que:

1. Peratot y,v' € B,g(y) =g9(y) = y=1y.

2. Per a tot z € A existeix y € B tal que g(y) = .
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/

Demostrem (3.). Suposem que g(y) = g(¥'). Siguin = = ¢(y), 2’ = g(y'). Llavors,
r=9gy) < (r)eg < (ny) ef < [r) =y,
r=g(y) = (,2)eg = (@,y)ef <= f@)=y. (1511
Per tant, com f és funcio, tenim que
r=1 = f(x)=f(a), (1.5.12)
la qual cosa és equivalent a dir que
9(y) =9ly) = y=y. (1.5.13)

Per tant, es compleix (3.). Per a demostrar (4.), suposem que x € A. Com f és aplicacio,
existeix y € B tal que f(x) =y, és a dir, (z,y) € f. Per tant, (y,z) € g, amb la qual cosa

9(y) = x. u

1.5.7 Aplicacions inverses

Definicié 1.5.13 (Aplicaci6 inversa). A D'aplicacié g definida en 'enunciat del teorema 1.5.4,
se 'anomena aplicacié inversa de f i es denota g = f~1.

Es clar que es compleixen les dues segiients propietats.
1. Peratotz € A, (fto f)(z) = f'(f(z)) =z.
2. Peratoty € B, (fofY(x)=f(f1(z)) ==

Enunciant D'aplicacié identitat Idy : A — Aildg : B — B, aquestes propietats es poden
reformular com

1. f~Yo f=1Idy,
2. fofl=Idg.
Teorema 1.5.5. Siguin f: A— Big: B— C.
1. Si f i g son injectives, llavors g o f €s injectiva.
2. Si f i g son exhaustives, llavors g o f és exhaustiva.

3. St f 1 g son bijectives, llavors go f és bijectiva.



