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Capitol 1

PRELIMINARS DE 1ICD

1.1 Conjunts de nombres. Intervals

Definim els segiients conjunts de nombres:
e Els nombres naturals (N): {1,2,3,--- ,n}
e Els nombres enters (Z): {—n,---,—1,0,1,--- . n}

Aixi, podem construir els nombres racionals a partir dels enters: Q = X, n € Z,m € Z — {0}.
Fixem-nos com amb aquests nombres no en tenim prou plantejant-nos un problema molt facil.

Exemple 1.1.1. Considerem un triangle rectangle amb dos costats d’lm i una hipotenusa de

v2m.
Proposicié 1.1.1. /2 € Q¢

Demostracid. Suposem que si, és a dir, v2 € Q. Argumentarem per un métode anomenat
reduccié a Pabsurd. Si v2 € Q, tenim que v2 = Z.n € Z,m € Z — {0} i sense factors en
comi. Suposarem n,m > 0. Aixi:

mvV2=m = 2m?>=n> = n=parell,n =2k, keN (1.1.1)

I, per tant:
2m? = 4z = m? =2k> = m = parell,k € N. (1.1.2)

Aix0 és contradictori, ja que els dos son parells perd no haurien de tenir factors en comi. Per
tant, v2 ¢ Qi v2 € R\ Q. Aixo ens indica que necesitem més nombres. |

1.1.1 Els nombres reals (R)

Se solen representar en una recta ordenats. No hi ha una descripci6 explicita dels nombres reals.
La definici6 és delicada i no la veurem en aquest curs. Podriem dir que els nombres reals R
estan formats pels = que tenen una expressié decimal del tipus: x = ag, ajasas - - - a,, on ag € Z

ia, €{0,1,2,---,9},n € N. Amb aquesta expressié tenim que si ag > 0:
aq a9 as Qp,
—agt 2 B, e 1.1.3
S T TR T AL TV (1.1.3)

D
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1.1.2 Subconjunts i intervals

Els subconjunts de nombres poden estar determinats explicitament o per una propietat.

Exemple 1.1.2 (Determinat explicitament). {t,n € N} ={1,3,3,---}
Exemple 1.1.3 (Per una propietat). {z € R | 2> — 1 > 3}

A partir de conjunts se’'n poden construir d’altres. Siguin A i B dos subconjunts R podem
constuir els conjunts:

e Uni6: AUB={z|z€ Aoxec B},

e Interseccio: ANB={x|z€ Aize B},

e Complementari: A = {z |z € R\ A} =R\ A,

e Producte cartesia: A x B = {(a,b) |a € A,b € B}.

Els subconjunts de R més utilitzats son els intervals. Anomenarem interval obert d’extrems:
aib, a<b,al conjunt
(a,b) ={x € R,a < z < b}, (1.1.4)

i interval tancat d’extrems al conjunt a i b, a < b al conjunt
[a,b] = {z € R,a <z <b}. (1.1.5)

També poden ser mixtes. Si no precisem com és, 'agafarem per defecte obert. També s’utilitzen
entorns, intervals centrats, és a dir, simétrics a banda i banda d’un punt fixe a (oberts o tancats)
i de radi r:

Ia,r)={zeR|a—r<z<a+r}={reR |z —a|l <r} (1.1.6)

I(a,r)={reR|a-r<z<a+r}={reR |z —a| <7} (1.1.7)

Existeixen menys racionals Q que irracionals I. Tot i aixi, séon densos en R. Per a qualsevol
interval I C R, tenim que:
INQ+#o (1.1.8)

IN(R\Q)#2 (1.1.9)

Aixo implica que qualsevol x € R es pot aproximar per racionals i irracionals.

1.2 Axioma del suprem

Sigui A C R, A # @. Es diu cota o fita superior de A a tot nombre ¢ € R tal que ¢ > x Vx € A.
Es diu fita inferior de A a tot nombre C' € R tal que x > ¢ Vo € A. Dit aixo:

e En cas que existeixin fites superiors, es diu que el conjunt és fitat superiorment.
e En cas que existeixin fites inferiors, es diu que el conjunt és fitat inferiorment.

e Un conjunt és fitat si ho és superior i inferiorment.
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e Si una fita superior ¢ de A € A, aleshores aquesta fita rep el nom de maxim de A i
escriurem: ¢ = max(A). De la mateixa manera, si una fita inferior ¢ de A € A, aleshores
aquesta fita rep el nom de minim de A i escriurem: ¢ = min(A).

e Si A ésun conjunt fitat superiorment, anomenarem suprem de A (o sup(A)) al minim del
conjunt de cotes superiors d’A. De la mateixa manera, si A és un conjunt fitat inferiorment,
anomenarem infim de A (o inf(A)) al maxim del conjunt de cotes inferiors d’A.

Com a exemple, tenim el conjunt A = {1} U[2,3). El seu conjunt de fites superiors és [3,+00)
i d’inferiors és (—oo, 1]. Doncs: sup(A) = 3,inf(A) = 1,max(A) = B, min(A) = 1.

Definicié 1.2.1 (Axioma del suprem). Tot subconjunt A C R fitat superiorment té suprem.

Definici6 1.2.2 (Axioma de I'infim). Tot subconjunt A C R fitat inferiorment té infim.

1.2.1 Primera aproximacidé a les demostracions matematiques
Lema 1.2.1. ACR ie> 0.

Demostracié. Denotem a = sup(A) i suposem que aquest suprem és finit. Aleshores l'interval
(av — €, ) conté algun element d’A. Per reduccié a I’absurd suposem que (o —€,a) UA = @.
Aleshores, com que o = sup(A), tenim que A C (—oo, @ — €]. En particular, « — € és una fita
superior d’A, la qual cosa resulta contradictoria. ]

Proposicio 1.2.2. N no té fites superiors. Si N fos fitat superiorment, llavors per ’axioma del
suprem, existeix o = sup(N) i és finit.

Demostracio. Pel lema anterior, (o — %, al] NN # @. Sigui z € N tal que a — % <z<a =
a<z+ % < z+ 1. Com veiem, no pot ser que sup(N) = « sigui més petit que un N. |

Teorema 1.2.3. Entre x,y € RY, tenim que 3c € Q,d € T (no utilitzarem aquestes variables ¢
id).

Demostracié. Ho volem demostrar tant per RT™ com R™. Pero, sense pérdua de generalitat,
podem suposar que es tracta solament de RT. Operem:

O<z<y:2,yeERt = y—2>0 = —— >0 — IneN:n> (1.2.1)
y—z y—x
Considerem tot seguit el nombre nz. Existeix m € N tal que:
— m
m—1<nr<m<é& <z<— (1.2.2)
n n
Deduim que: 2 < 2 <z + 1 <z 4 (y—xz) =y, és a dir:
m m
r< —<y = — € (z,y) (1.2.3)
n n

Per trobar un I, sigui z € R\ Q, z > 0, qualsevol, sabem que U'interval (zz, zy) conté almenys
un racional s € Q. Per tant:

zx<s<zy:>x<§<y, Z%Q (1.2.4)
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1.3 Aplicacions i propietats

Les funcions sén un cas particular de les aplicacions.

Definicié 1.3.1. Una aplicacié entre dos conjunts A i B és un subconjunt S del producte
cartesia A X B en qué per cada a € A existeix un tnic b € B tal que (a,b) € S.

En general, designarem 'aplicaci6é per f (o una lletra semblant) i escriurem f: A — B. [

en lloc de (a,b) € S direm b = f(a). A l'element b 'anomenarem imatge de a i a a, 'antiimatge
de b.
El que caracteritza una aplicacio és el fet que per tot a € A té sempre una imatge i només una.
En canvi, pot passar que alguns elements b € B no tinguin cap antiimatge o en tinguin més de
una. Donada una aplicacié f : A — B, diem domini al conjunt A i s’escriu Dom(f) = A.
Anomenem recorregut de f al subconjunt de B format pels elements que tenen antiimatge.

R(f)={be B|3ac A, fla)="b} (1.3.1)

Donat un subconjunt C' C B, diem antiimatge de C al conjunt d’elements d’A que sén enviats
a () és a dir,

fHe)={x € A f(x) € C}. (1.3.2)
Anomenem grafica de f al conjunt
G(f) ={(a,b) e Ax B|b=f(a)}) CAx B (1.3.3)

Definici6 1.3.2. Una aplicacié f : A — B es diu injectiva si per cada element de B té com a
molt una antiimatge o, equivalentment, si f(a) = f(d') = a =d.

Definici6é 1.3.3. Una aplicaci6 f : A — B és exhaustiva si cada element b € B té almenys
una antiimatge, ¢s a dir, si R(f) = B.
Definici6 1.3.4. Una aplicaci6 f : A — B és bijectiva si és injectiva i exhaustiva a la vegada,

és a dir, cada element de B té exactament una antiimatge.

Definicié 1.3.5. Si una funcio és bijectiva, es pot definir 'aplicacié inversa f~! : B — A
mitjangant f~1(b) = a, f(a) = b.

‘Una vegada hem vist tot aix0, deduim que una funcié és una aplicacié entre nombres. ‘

Exemple 1.3.1. Notem R, = {x € R,z > 0} = (0, +00).
1 La funci6 f: R — R, f(z) = 2%, no és ni injectiva ni exhaustiva i R(f) = [0, +o0].
2 La funci6 f: R, — R, f(z) = 22, és injectiva perd no exhaustiva.
3 La funci6 f: R — R, U {0}, f(x) = 22, és exhaustiva perd no injectiva.
4 La funci6 f: Ry — Ry, f(x) = x?, és bijectiva i la seva inversa és f~'(y) = /¥

Si Ai B son finits i existeix una bijecci6 f : A — B, aleshores A i B tenen el mateix nombre
d’elements. Si son infinits no és necessariament aixi. Per ezemple, f(n) = 2n. Els conjunts que
estan en bijeccié amb N s’anomenaran conjunts numerables.

Per justificar si una funcié és injectiva, exhaustiva o bijectiva, també ens podriem ajudar de
demostracions per contrarreciproc.
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1.4 Funcions elementals

1.4.1 Polinomis

Un polinomi de grau n té I'expressio segiient:
Po(z) = ap2™ + ap 12"+ agr® Farr +ag: ag,- -, an1 € Rya, #0. (1.4.1)

El seu domini és tot R i el recorregut depén del grau i dels coeficients.
Una funcio racional és el coeficient entre dos polinomis tal que

P(z)
Q(x)

on p i g sén polinomis. El seu domini és D(Q) = {z € R, ¢(x) # 0} i el recorregut és variable.

Qz) = (1.4.2)

1.4.2 El valor absolut

Definim el valor absolut com:

fla) = |z = {x ste 20 (1.4.3)

—x, sizx <0

Observem que |z| és la distancia al 0 i |z — a| la distancia entre z i a. Tenim que D(f) = R i
R(f) =R, U{0}. Un resultat molt 1util que usarem sovint és la desigualtat triangular:

lz+y| <|z|+yl, Vz,yeR (1.4.4)

1.4.3 Exponencials

Donat a > 0, la funci6é exponencial de base a és:
f(x)=a", z€R (1.4.5)

Es compleixen les propietats segilients:

" = aa (n vegades).

e Siz=nneN, a
e a’=1

e Siz=-nneNa"=-.
e Six= %,n € N, Ja € R, tal que " = a. Aleshores an = «, 1 s’escriu a.

. L. . n 1
e Siz= %; n,mec 7, sense factors en coma i m > O, aleshores tenim que am = ((ZM)”.

e Six € R, x = agaiasas---a, iles aproximacions x, = agaias - - - a; € Q. Es pot demostrar
que:

a’t —a (1.4.6)
kA +o0o
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Propietats de les exponencials
Siguin a,b > 01 z,y € R. Aleshores: a*a¥ = oY, (a®)¥ = a®, (ab)* = a*b". Sia > 1, a® és

creixent (r <y = a®* <a¥)isiae€ (0,1), a® és decreixent (z <y = a® > a¥).

flx)  [—1.3°
129 —0.9°

10 ¢

—

_10-8-6-4-2 2 4 6 8 10

Més endavant parlarem del nombre e, el qual facilita els calculs de moltes operacions: és un
nombre que fa que el pendent de la recta tangent a la grafica en el punt (0,1) = 1.

1.4.4 Logaritmes
La funci6 exponencial f : R — (0,+00),y = f(z) = a*,a > 0, és bijectiva i ens permet
construir la seva inversa:
f1:(0,400) — R y—log,y (1.4.7)
i s’anomena logaritme en base a de y,
log,y=r & a" =y (1.4.8)

El logaritme en base e se’n diu logaritme neperia i s’escriu logy o Iny. Cal recordar que no
significa logaritme en base 10.

Propietats dels logaritmes
Siguin a,b > 01 x,y > 0. Llavors:
1 log,(zy) = log, x +log, y,
2 log,(2¥) = ylog, =,y € R,
3 log,(zy) = log, b+ log, x,b > 0 (formula del canvi de variable).

Demostracio. Es una conseqiiéncia directa de les propietats de l’exponencial.Com tenim que
(a®)¥ = a®™ = es compleix

a¥108a " = (g8 ")V = ¥, (1.4.9)
Si anomenem z = log, z¥, llavors a* = ¥ = @¥!%%*. Siguin z = log,z i y = log, x. Aixi,
a* =b" =21z =log, 0 =ylog,b, obtenint el resultat. ]
Utilitzant I'altim apartat podem calcular qualsevol logaritme en funci6é del neperia:
1
log, & = — (1.4.10)

Ina
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1.4.5 Funcions trigonomeétriques

Son les funcions que apareixen en la mesura d’angles dels triangles rectangles:

C
A Tenint en compte la figura del triangle rectangle, podem definir una série
BC Joberacions: sinz — BC _ AB _ B _ cose _ AB
peraclons: SInx = =5, COST = Tz, tanx = N cotr = = e
A A B

Si ens situem en un cercle de radi 1 i considerem ’angle x en radians que dona lloc al triangle
dibuixat. Tenim les segiients igualtats.
Donarem una série de propietats molt utilitzades:

(2,2v3)

N\
N\

( ) y cotx
0,1

—
— tanx
sin:z:
t
- T
cos (1, 0)

Propietats de les funcions trigonométriques, Vr € R

e Les funcions sin i cos sén 27 periodiques, sinx 4+ 271 = sinz; cos x + 27 = cos x.

|sinz| <1, |cosz| < 1.
e sin’x + cos’x = 1.

sin(2x) + 2sin x cos x, cos(2z) + cos® x — sin® z.

e sin(z £ y) =sinzcosy £ coszsiny, cos(x +y) = coszcosy Fsinxsiny



12 CAPITOL 1. PRELIMINARS DE ICD

1.4.6 Composicié de funcions

Podem construir altres funcions a partir de sumes, restes, multiplicacions, divisions o composi-
cions de funcions conegudes. Suposem A, B,C, D conjunts de nombres, B C C'i les funcions
f:A— B, g¢g:C—D.

Definirem la composicio de f i g com la funci6 go f : A — D, com (go f)(z) = g(f(z)),z € A.
No és commutativa.

OBSERVACIO: no totes les funcions conegudes o importants séon elementals, o poden obtenir-se
a partir d’operacions algebraiques o composicié de funcions elementals.
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2.1 Introduccid a les successions

Definicié 2.1.1 (Successio). Una successio de nombres reals és una aplicacio de N en a R, és a
dir,
a:N—Rn—a, (2.1.1)

que fa correspondre a cada m un nombre real, f(n) = a,. {a,,n € N}, on a, sera el terme
general de la successio [3].

Exemple 2.1.1. a, = a,,_1 + a,,_2,n > 3,a; = as = 1, successioé de Fibonacci.

Definicié 2.1.2 (Limit d’una successio). Una successio {a,,n € N} a R es diu que té de limit
de la successio el nombre [ € R, o bé que convergeix cap a [, si per a tot ¢ > 0 dng € N tal
que VYn > ng, |a, —I| < e. Escriurem:

lim a, =lima, =1 (2.1.2)

n—00 n

Exemple 2.1.2. Sigui a, = %,n € N. Provem que té limit 0. Per qualsevol € > 0 prou petit,
Jng =[] + 1, on [] és la part entera, tal que Vn > n,

1 1 1
I— =1l =|--0==<¢ (2.1.3)
n n n
Definici6 2.1.3 (Successio divergent). Una successié que no és convergent ’anomenarem diver-
gent [3].
Definici6é 2.1.4. Si una successio té limit, aquest és tnic.

Demostracio. Suposem que existeixen dos limits [; i [ d’'una mateixa successio a,,cy. Aleshores,
fixat € > 0, dny,ny € N tal que:
la, — 4| < e,Vn>mny (2.1.4)

la, —lo] < €,Yn > ny (2.1.5)

Llavors, si per n > max(ni,ns) tenim que
’ll — lg| = ‘ll — Qp + Ap — 12’ < |ll — an| + |CLn — lg| < 2¢ (216)

i com aixo és cert Ve > 0, aixo implica que l; = [s. [ |

13



14 CAPITOL 2. SUCCESSIONS

Definicié 2.1.5. La successio {a,} és acotada [3] si

Tk € R | |an| < M,Vn € N (2.1.7)

Teorema 2.1.1. Tota successio convergent és acotada. Com a conseqiiéncia, tota successio no
fitada és divergent [3].

Demostracio. Sigui | = lim,, a,,. Fixem, per exemple ¢ = 1. Aleshores, dny € N tal que

la, — 1] < 1,Vn > ng (2.1.8)
En particular,
|an| < lan — 1]+ [I] < 14 I],¥n > ng (2.1.9)
Aixi:
‘an‘ S max(‘al‘a |a2‘7 EIR) ‘an0|7 ‘l’ + 1) = ‘an‘ S M (2110)
|

Observacio 2.1.1. Pot ser acotada, perd no convergent. Per exemple, a,, = (—1)"

Tot seguit donarem una série de propietats algebraiques i d’ordre.

Teorema 2.1.2. Siguin {a, }n i {b,}n dues successions amb lim, a,, = a ilim, b, = b. Aleshores,
1 lim,(\a,) = Aa [3]
2 lim,(a, £ b,) =a+tb,

3 lim,(a, * b,) = a*b,

Demostracio. 2. Donat € > 0, dnq, ny tals que
la, —al < %,Vnan (2.1.11)
b, — b < g,vnzng (2.1.12)

Si ng = max(ni,ns), ¥n > ng tenim que

(@0 +bn) = (@ +B) < lan—al+ [ =4 < 5+ 5 = lan—al+ba—b| <€ (21.13)

€ €

3. Sigui k la cota de {a, }n,en que sabem que esta acotada. Donats 3 > 01 57 > 0 existeixen

ni,ne € N tals que .
la, —al < M,Vn > ng (2.1.14)

€
b, — b] < %,‘v’nan (2.1.15)
Llavors per qualsevol € > 0,3ng = max(ny, ny) tal que Yn > ny,
|anb, — abl < |ayb, — a,b| + |a,b — ab|
= |an||bn — b] + |b]|an — a
< kb, — 8] + [blla, — al (2.1.16)

€ €
k— bl —
< k:+||

=€ = |apb, —ab| <
5 o0 € la ab| < e
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Observacid 2.1.2. Per al teorema 2.1.2. cal considerar a — a, < |a —a,|1 —(a—a,) > —|a—a,|.

Teorema 2.1.3. Sigui {a,}nen una successio convergent amb limit lim, a,, = a. Si existeizen
constants c,d € R ing € N

c<a,<d, VYn>nyg —= c<a<d (2.1.17)

Demostracio. Suposem a > d (l'altre cas es fara de manera similar). Prenem € = a—d > 0. Per
definici6 de limit, In; € N tal que Vn > nq es té

la, —a| <e=a—d (2.1.18)

En particular,
an=a—(a—ap)>a—|la—a,| >a—(a—d)=d (2.1.19)
i aix0 és contradictori. Per reduccié a I'absurd la contradiccié ve de suposar a > d. Aixi,
a <d. [ |

Més generalment podriem provar:
Teorema 2.1.4. Siguin {a, }nen @ {bn}nen dues successions satisfent
liyrln a, = a (2.1.20)
lién b, =b (2.1.21)
Si dng € N tal que a,, < b,,Vn > ng, aleshores a < b.

Observacio 2.1.3. Aquest resultat no és cert si a, < b,,Vn > ng, no implica que a < b. Agafem
com a contraexemple

1 1
ap=—b,=— = 0<0(= 1) (2.1.22)
n n

Teorema 2.1.5 (Lema o Teorema del Sandwich). Siguin {a, }nen, {bn }nen, {Cn tnen Successions
per a les quals existeix n, € N tal que

a, < b, <c,,Vn>ng (2.1.23)

lima, =lime¢, =1 = limb, =1 (2.1.24)

sinn __

Exemple 2.1.3. 1 Comprovem que lim,, = 0. Sabem que limn(:t%) = 0. Aplicant el

Teorema del Sandwich i les desigualtats !

1
- <——<-, (2.1.25)
ns3 ns3 ns3
obtenint el resultat desitjat.
2 Provem que lim,, (_3172:“" = % Es immediat comprovar que
n—1 1
li == 2.1.26
W31 3 (2.1.26)
n+1 1
li = —. 2.1.27
W31 3 (2.1.27)
Com abans, el teorema del Sandwich i les desigualtats
-1 —-1)" 1
n-l _(Z)'+n _n+ (2.1.28)

3n+1~ 3n+1 ~ 3n+1’
ens implica el resultat.

Observacio 2.1.4. Cal tenir en consideracio les segiients desigualtats: |cosn| <11 |(—1)"] < 1.
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2.2 Successions monotones

Definicié 2.2.1. Una successié és monotona si és creixent o decreixent. [3]
Definicié 2.2.2. Una successio {a, }neny és monotona creixent (decrexent) si Vn € N,

an < apy1 (an > api), Vn. (2.2.1)

Es denota per a,, , (a, \).

Definicié 2.2.3. La successio {a, }nen és acotada si ho és superiorment i inferiorment, o equi-
valentment, 4M > 0 tal que Vn € N,
la,| < M. (2.2.2)

Si la successio només compleix que AM € R tal que Vn € N,

a, < M, (2.2.3)

aleshores és acotada superiorment. Podem definir també acotada inferiorment de manera ana-
loga.

Teorema 2.2.1. Tota successio monotona creizent i acotada superiorment és convergent. Ana-
logament, tota successio monotona decreixent i acotada inferiorment és convergent.

Demostracio. Sigui S = sup,, a,. Sabem que a,, < 5,1 que Ve > 0 Ing € N tal que S — € < ay,.
Per monotonia

S—e<ap <a, <S8, Vn>n. (2.2.4)
Per tant,
la, — S| <€, Yn > ny, (2.2.5)
i aixo implica que
lima, = S. (2.2.6)
|

Exemple 2.2.1. Sabem que lim, (1 + 2)") = e. Perd anem a veure que la successi6 {a, = (1 +
%)”)}neN és creixent i acotada i, per tant, té limit. Veiem primer el creixement. Desenvolupant
el binomi de Newton tenim que

1\" 1 1\? 1
an=(1+-) =14+ (" )=+ (") (=) - ()10 2
n 1 n 2 n n n
14 n 1+ n 1+ . n 1 n n
- 1/n 2/ n? n—1)nr1 n
SR (P RN S N T I A R N SR IV C it
2 n 3! n n n! n n n
(2.2.7)
1+ 1 " 1+1—|—1 1 ! —i—l 1 1 1 2
an: — u— J— JE— J— J—
nt+1 2 n-+1 3! n-+1 n-+1
1

1 2
o= (1- 1— 2.2.8
N +n!( n—l—l)( n+1>x ( )
X ... X 1_n—1 + L 1-— ! 1— 2 X...x|1— " ,
n+1 (n+1)! n+1 n+1 n+1

j

nn

)
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on en aquesta darrera igualtat hem utilitzat els mateixos arguments que abans. Fixem-nos que

an+1 t€ un terme més que a,, aquest terme és
n
) >0 (2.2.9)

1 1 1
1-— 2 — X.o..x 1=

(n+1)! n+1 n+1 n+1

que és positiu. La resta de termes de a, i a,;1 poden ser comparats. Veiem que un terme

qualsevol de a, i a,; compleix que:
1 1 2 E—1
g(1__) (1__) X% (1_ )
! n n n
2.2.1
1 1 2 kE—1 ( 0)
< —1(1- 1-— X...x[1-—
k! n+1 n+1 n+1
Aixi,
ap < Gpaa (2.2.11)
Ara veurem que esta acotada per 3. Per qualsevol n > 1,
1\" 1 1 1 1 2
an=1+=) =1+1+-(1—=)+=(1—=)(1=2)+.. .+
n 2 n 3! n n
1 1 2 -1
—(1——) (1——>*...*<1—" ) (2.2.12)
n! n n n
S TS QUL IR SN N I G- SIS I S
- 203 7 ol 2 22 7 on-l ‘
A la pentultima desigualtat hem utilitzat que % < 2,%1 perqué 271 < k! ja que
1 2% (xk—1)x2<k(k—1)x...x2x1=Ek! (2.2.13)
i a 'ultima hem empleat que
11 1 X1 1
-+ —+... — = =1 2.2.14
2t +2”*1—:2k 1—3 ( )
Observacio 2.2.1. Hem de conéixer les seglients expressions:
(2.2.15)

(a+b)" = zn: (Z) "ok

k=0

Figura 2.1: Binomi de Newton

(Z) - Wn”—ik)' (2.2.16)

Figura 2.2: Coeficients binomials
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2.3 Successi6 de Cauchy

Una manera equivalent de provar la convergéncia, sense conéixer a priori el valor del limit, és la
segiient:

Definici6é 2.3.1. Una successio {a, nen és de Cauchy si per tot € > 0,3ng € N tal que Vn,m >
ng es té
|, — am| < € (2.3.1)

Exemple 2.3.1. Comprovem que {%}neN és de Cauchy. Fixem € > 0 i mirem per quin ng € N
tenim que si n, m > ng, la desigualtat

11 1 1
S :—(1—T><—, (2.3.2)
n m m n m

i triant ng > %, s’obté que si n,m > nyg, % < €, 1, per tant, es compleix la desigualtat de dalt.

Una de les aplicacions més importants d’aquesta definicié és el teorema segiient: es pot
provar l’equivaléncia entre ser convergent i ser de Cauchy a R. Es una de les caracteristiques
que defineixen el conjunt R, I'anomenada completitud.

Teorema 2.3.1. Sigui {a,}neny una successio. Aleshores, {a,}nen €s convergent < {a,}nen €s

de Cauchy.

Demostracio. (= ). Com que la successioé és convergent, Ip € R tal que:
Ve > 0 3ng ‘ la, — p| < €/2, ¥n > ny. (2.3.3)

Per tant, per a qualssevol n, m > ng tenim:

Ve > 03ng | |a, — p| < €/2;|am — p| < €/2, Yn,m > ny. (2.3.4)

de manera que:
lan — am| < lan —p| +|am —p| < €/24+€/2 =, (2.3.5)
que és la condicié De Cauchy presentada a la definicio [2.3 |

Teorema 2.3.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Sigui {a, }nen una successio acotada. Ales-
hores existeiz una subsuccessio convergent. Convergent —> fitada, fitada = parcial conver-
gent.

Demostracio. Primer aclarir que una subsuccessio (o successio parcial) de {a, }nen és una suc-
cessi6 de la forma {a,, }ren, on g < ng < ... <mny < .... Prenem I = [A, B tal que Va, € [
i dividim l'interval en dues meitats. En alguna de les dues meitats hi ha infinits termes de la
successio (podrien ser les dues meitats). Ens quedem la meitat I; que conté infinits elements i
prenem com a a,, el primer element de la successi6 que compleix a,, € I;. Repetim el procés
amb [; i ens quedem amb la meitat que conté infinits elements, anomenem-la I5, triem a,, € I,
de la mateixa manera. Anem repetint aquesta idea i obtenim una subsucessio a,, € I tal que

si k, m > ng, aleshores:
B—A

2mo
perqué cada cop anem fent meitats. Aixi, {a,, }ren és una successi6 de Cauchy, i per tant,

(2.3.6)

|ank - amk‘ <

convergent. |
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2.4 Altres limits

Aquesta nocié de convergéncia a podem estendre a successié amb limit infinit.
Direm que la successio {a, }ren tendeix a 400 si VM € Ry (o M > 0), Ing € N tal que Vn > ng
estéa, > M.

Ho escriurem lim,, , ., a, = +00. Analogament pel lim,, ., a, = —o0.
Exemple 2.4.1. e lim, ., logn =+o0
e lim, ,, o, —/n =—00

e En canvi, {(—1)"n},en no convergeix ni a +00 ni a —oo.

Cal vigilar a I'hora de fer operacions amb limits, els infinits sén simbols per indicar el com-
portament de la successid, no sén nombres reals.

Teorema 2.4.1. Siguin {a,}nen @ {bn}tnen dues successions amb limits lim, oo a, = a i
lim,, , 4 b, = +00, respectivament. Aleshores:

nl_lgloo(an +b,) = +00 (2.4.1)
' 0
lim (anb,) {+°O’ sra=v (2.4.2)
n—r+00 —o0, sita <0,
. _an
Sia # O’T}l—{lc}o 5= 0 (2.4.3)

n

Tenint en compte que hi ha uns quants limits que no estan definits, que depenen de cada cas
en particular. Se les anomena indeterminacions.

Exemple 2.4.2. Siguin a, = n?ib, = \/n. Obviament,

b
lim a, = lim b, = 400 i lim 2 = +o0, lim —* =0 (2.4.4)

n—o0 n—o0 n—oo n n—00 a,n

2.4.1 Criteris

Ara donarem una série de criteris ttils en segons quines successions:

Criteri d’Stolz

Sigui {B,, }nen una successio estrictament creixent amb lim,, o, B, = 400 i sigui {A, },en una
successié de nombres reals tals que

Ay — A
n1_1>+oo B B, =1 (2.4.5)
Aleshores,
lim ﬁ =1 (2.4.6)
n—+00 Bn
Exemple 2.4.3. Comprovem que lim,, 1“7” = 0. Fixem-nos que A, = Inni B, = n
compleixen les hipotesi del criteri i mirem
A, — A, _ ) Inn —In(n -1 ) n ) n
i gt =t )ZNETmlnn_lanTmm(”n_l):O-
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4 5
Qp
it 317 """"""""""""""""""""" ._ """"" PR PO P o S o el o el
R - T
an ={(1+3)"}
1 1
n

Figura 2.3: Definici6 grafica de successié convergent

2.5 Observacions finals

Observacio 2.5.1. Una successié es pot donar expressant el terme n-éssim com una funcié de
n, és el que s’anomena expressar el terme general de la successid, la qual cosa permet
conéixer cadascun dels elements de la successio substituint el valor de n alla on correspongui [2].
Notem, pero, que el coneixement d’uns quants termes de la successié no permet deduir el terme
general.

Exemple 2.5.1 (Successions definides per recurréncia). Una successié és recurrent si el terme
n-éssim x,, es defineix mitjancant una expressié6 que permet obtindre’l a partir dels anteriors

T1,T2, " ,Tp—1-

Observacio 2.5.2. El limit de la suma i del producte de successions convergents permet establir la
convergencia d’una altra successié quan aquesta s’obté com a resultat d’operacions entre diverses
successions convergents i limits coneguts, tal i com es mostra a continuacié:

Demostracio. Sigui la segilient successio x,,

™% +9n —1
ey =4 w2 L 2.5.1
{Zn}nen {6n2+13n+6} 250
2 — 7 91—ll im(1l/n)= -

6n2+13n+6 6+ 13 +6L1 6+13%0+6%0%0 6
m



Capitol 3
LIMITS I CONTINUITAT

3.1 Limit d’una funcié a un punt

Sigui D CRi f:D — R. Donat a € D direm que el limit de f quan x tendeix a a és [ si a
mesura que z es va apropant a a el valor de f(x) es va apropant a [.

Definicié 3.1.1. El limit de f quan x tendeix a a és [ € R, i ho escriurem lim, ., f(x) = [, si
per tot € > 0, 3 6 > 0 tal que

VreD, 0<|r—a|<d = |f(x)—1I <e (3.1.1)
En termes d’intervals, ho podem escriure com:
zreD N (a—da+d)\{a} = f(z)e(l—¢l+e). (3.1.2)

Definici6 3.1.2. En altres paraules, per tot entorn de [ existeix un entorn de z = a si x viu a
aquest entorn de a, sigui = # a, llavors f(x) viu a I'entorn de [ fixat al principi.

Definici6 3.1.3. Direm que el limit de f quan x tendeix a a per la dreta és [ € R i ho escriurem
lim, .+ f(z) =1, si Ve > 0, 3§ > 0 tal que

reDN(a,a+d) = flr)e(l—el+e) = |f(x) =1 <e (3.1.3)
De la mateixa manera, ho podriem definir per 'esquerra.
Exemple 3.1.1. Provem que lim,_,, 2> = a®. Farem el cas a > 0.
Demostracio. Fixem € > 0 i veurem que 36 > 0 tal que
0<|r—al<é = |2%—d’le (3.1.4)

Si |z — a| < ¢ tenim que per la desigualtat per la desigualtat triangular

|z* — a®| = |v —al|lz + a| < §(|z| + |a]) < 2a + 6, (3.1.5)

on hem emprat que
|z +a| < |z|+|a|] < |z —a|+2|a| < 6+ 2a. (3.1.6)
Llavors n’hi ha prou triant § < a i ¢ < 3= per obtenir el resultat. [ |

Observacio 3.1.1. Notem que [ no té per qué pertanyer al recorregut de f(z).

21
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Exemple 3.1.2. Veiem que lim,_,q sin (1) no existeix.

xT

Demostracid. Efectivament, pels punts z, = =, k € N, sin < L ) =0, i per tant

mk? E
: . 1
lim  sin <—) =0; (3.1.7)
kEN, k—+00 Ty
en canvi, si agafem y, = (% + 27Tk> ,k € N, sin (i) = 1), i, llavors,
2
: : 1
lim sin{— ) =1. (3.1.8)
keN,k—so00 n
Aixi, no és cert que quan = convergeix a 0 la funcié tendeixi a un valor [ € R. ]

Exemple 3.1.3. Provem que lim,_,3(4z —5) = 7.
Demostracio. Considerem € > 0, qualsevol. Llavors:
lf(z) =7 <e = [4r—12| <e = 4|z — 3| <, (3.1.9)
de manera que si considerem § = €/4, tindrem que Ve > 0:
lt—3| <0 = |f(z) =T <e (3.1.10)
|

Definici6 3.1.4. Diem que una funcié f : D — R és acotada superiorment si 3 M € R tal que
f(z) < M, Yz € D. Una funci6 és acotada inferiorment si 3 m € R tal que f(z) > m, Vz € D.
Diem que és acotada si a la vegada és acotada superiorment i inferiorment, i aixo vol dir que
IM € RT tal que |f(z)| < M, Yo € D. En més detall al subapartat [3.5.1]

Teorema 3.1.1. Silim,_,, f(x) =1 € R existeix un entorn d’a on la funcio f(zx) és acotada.
Demostracio. Fixem e =1 > 0. Sabem que 30 > 0 tal que Yz € I(a,0) \ {a}, aleshores:
O<l|z—a|<d=|flx)—ll<e = 1-1<f(z)<Il+1. (3.1.11)
|

Teorema 3.1.2. Sigut 0 CR i f,g: D — R. Sigui a € D tal que existeixen els limits:

lim f(x) =l i lim g(z) = 1,,. (3.1.12)
Tr—a

Tr—a

Aleshores:
(i) lim, o (f(z) + g(2)) =1y + 1y,
(i) T, a(f(@) % g(@)) = Iy X 1,

(i1i) Si g(z) # 0 en un entorn d’a també tenim lim,_,, (%) = (%)

(w) Si f(z) < g(x) en un entorn d’a, Iy <.
Observacio 3.1.2. Les proves son similars a les de les successions. A l'apartat (iv), si son estrictes

les desigualtats no és cert, agafem per exemple f(z) =zig(z) =z + 2?1z — 0. z < 2> =
0<0.



3.1. LIMIT D’UNA FUNCIO A UN PUNT
Teorema 3.1.3 (Teorema del Sandwich). Siguin f,h,g: D — R tal que
f(z) < h(x) < g(x),Ve € D (en un entorn d’a)

Sigui a € D pel qual 3 els limits de f ¢ h al punt d’a 1 a més coincideizen

= lim f(z) = lim g(z).

r—a Tr—a
Aleshores,
lim h(x) = .
Tr—a

Exemple 3.1.4. En un entorn del zero
—z <sinz <z,
i com que lim, ,oz = lim, ,o(—2) = 0, tenim que

limsinz =0
x—0

Exemple 3.1.5. Per a x € (O, %) tenim que
sine <z <tancz,

aixo implica que
sinx
cosr < — < 1,
x

. sinx
lim =
x—0 T

i per tant

Yy
1
/
1
2 . sin av
<n ano =
| @ COS (v
(O AE. z
] 1 COS (v 1
2
\ 1 /
2
—1

Figura 3.1: Relaci6 entre sin i tan
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(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)
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3.1.1 Limits laterals

Definici6é 3.1.5 (Limit per 'esquerra de la funci6 f(z) en el punt a). La funcié f(z) tendeix a
by quan x — a~ si

Ve>0,30>0||f(z)—b| <esia—0d<zx<a, (3.1.20)
1 s’escriu
lim f(x) = by. (3.1.21)
Tr—a~

Definicié 3.1.6 (Limit per la dreta de la funcié f(z) en el punt a). La funcié f(z) tendeix a
by quan x — a™ si:

Ve>0,30>0||f(x)—by <esia<z<a+d, (3.1.22)
1 s’escriu
lim f(z) = by. (3.1.23)
rz—at

Definici6 3.1.7 (Existéncia del limit). Existeix el limit de la funci6 f(z) en el punt a, lim, ., f(x)
b, si, i només si:

lim f(zx)=0b 1 lim f(z)=". (3.1.24)

T—a~ r—a™t

3.2 Limits infinits 1 limits a ’'infinit

Definicié 3.2.1 (Entorn de +00). Un entorn a 4+00 és un interval que va des d’una constant
M fins a +00. Equivalentment, un entorn a —oo és un interval que va des de —oo fins a M.

Entorn a +o00: (M,400), Entorna —oo: (—oo, M) (3.2.1)

Definicié 3.2.2 (Limit infinit). Sigui f : (a,b) — R. Direm que el limit de f quan z tendeix
a per la dreta és +o00, i ho escriurem lim, .+ f(z) = 400, si VM > 0,3 § > 0 tal que

z € (a,a+9) = f(z) > M. (3.2.2)
Analogament, lim, ,,- f(z) = —o0, si VM < 0,36 > 0 tal que
z € (a—d,a) = f(zr) < —M. (3.2.3)

Els limits a b es defineixen de manera similar.
Sigui f : (a,+00) — R. Direm que el limit de f quan = tendeix a 400 és [ € R, i ho escriurem
lim, o f(z) =1, si Ve > 0, 3 k > 0 tal que

x>k = |f(z) -1 <e (3.2.4)
Analogament, si f : (—00,b) — R, direm que lim,_, ., f(z) =1, si Ve > 0, 3 k > 0 tal que

r<—k = |f(zx) =1 <e. (3.2.5)
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Definici6 3.2.3 (Limit a l'infinit). Donada f : (a,4+00) — R, direm que lim,_,, o, f(z) = +0o0
siVM >0, 4k >0 tal que
x>k = f(r)>M (3.2.6)

En altres paraules, per tot entorn de [ (Ve > 0), IM > 0 tal que si z > M (perqué en aquest
cas, l'entorn seria d’co, no de z = a), |f(z) — | <e.

Exemple 3.2.1. Considerem
p(7) = apa™ + a1+ a4 ag

q(7) = D™ + b1 2™ 4 -+ by + by

polinomis de graus n i m amb a,, b,, > 0. Aleshores,

+00, n>m,

L (p@) ), _
IEIEOO (q(a:)) =9, n=m, (3.2.7)
: n<m.

Per veure aixo hem emprat:

"ay + 4R
plr) _ @"(a e rbl) , (3.2.8)
q(@)  am(by, + I )

iel fet que
lim (i) =0,Vn € N.

n—+oo \ "

Observacio 3.2.1. Els infinits no sén nombres i, per tant, cal justificar les operacions entre ells.

Proposicié 3.2.1. Siguin f i g funcions amb lim, ., f(z) =1 i lim, ., g(x) = +o0. Alesho-
res:

z) +g(z)) = +oo,
) T

2) - g()) = —o0,

1. limg oo (f(
2. lim, oo (f(

3. lim, o (ﬁ—x)) —0,

N

+o00, sil >0,
400, sil < 0.

) lim, 4o f(2) X g(x)
. ‘g

lim, 1o f(2) X g(x)

Demostracio.
1. Fixant M > 0, 3f¢, k; > 0 tal que
|f(x) =1 <1, Va > ky, (3.2.9)

g(x) > M —1+1, Vo > k. (3.2.10)

Llavors, si ¢ > max(ky, k),

fl@)+g@) >1—1+M—1+1=M. (3.2.11)
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2. Es pot demostrar d’una manera similar.

3. Fixem € > 0, volem veure que Jk > 0 tal que

x>k = ’M < e. (3.2.12)
9()
Prenem M = 1 i considerem k > 0 tal que |f(z)— 1| < 1ig(z) > M, siz > k. Aleshores,
six >k,
flx)| 1+1
‘9(3?) M (3:2:19)
. Suposem [ > 0. Volem veure que fixat M > 0,3k > 0 tal que
x>k = f(z) xg(x) > M. (3.2.14)

Elegim € > 0 prou petit tal que [ — e > 0. Existeix k; > 0 tal que si > ky, aleshores
f(z) > 1 —e. També existeix k, > 0 tal que, si z > k,, aleshores

M
g(x) > . (3.2.15)
l—¢
Per tant, si > max(ky, k,;) tenim que
M

flz) x g(x) > (I — E)l = M. (3.2.16)

—€
[ |

3.2.1 Limits indeterminats

Hi haura molts limits que dependran de cada cas que estudiem o analitzem.

Exemple 3.2.2. (£o00) — (Fo0)

Observacié 3.2.2. Si agafem f(z) = 2z i g(z) = 327, tenim que

lim f(x)= lim g(z) =400, i

T—+00 T—+00
i (f(x) - g(x)) = —oc
lim (gx) — f(2)) = +o0

Exemple 3.2.3. 0 x (+o00)

Exemple 3.2.4.

olo

Exemple 3.2.5. ==

+oo

Exemple 3.2.6. 17>, 0°, (00)°. D’aquests, molts es poden resoldre utilitzant

f(x)g(x) _ o9(@)In f(z) (3.2.17)
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Observacio 3.2.3. Una altra opcid per a resoldre algunes d’aquestes indeterminacions és utilitzant
el nombre e. La funcié f(x) = (1 + %)x és monotona creixent i acotada superiorment i, per tant:

1
e= lim (1 + —) : (3.2.18)
T

T——+00

isilim, o0 g(x) = 400, veurem més endavant la regla de ’'Hopital, que

lim (1 + ﬁ) —e (3.2.19)

3.2.2 Comparacié de funcions

Sia > 1, sabem que lim, ., a®* = 400; i per les propietats de logaritmes també podem deduir
que
lim log, z = +o0. (3.2.20)

r—r-+00

Haurem d’estudiar quina va més rapid a l'infinit.

Proposicié 3.2.2. Siguia > 1 ic > 0. Aleshores,

lim (logax) =04 lim (x—) = 0. (3.2.21)

z——400 xc z—+o0 \ a”

Observacid 3.2.4. A vegades escriurem log, r < 2¢ < a*, (z — +o0) o bé log,z = o(x?) i
¢ = o(a®).

Demostracid. Fixem-nos que agafant y = 22 obtenim que

1 1 : 1]
lim (Ogax) ~ lim (Ogay ): lim (ﬂ) —0 (3.2.22)
T—+00 x¢ y——+o00 Y y——+00 Y

Aquest limit és 0 perqué si y és prou gran,

log,[y] _ log,y _ log,([y] +1)
yl+1- y = Y]

: (3.2.23)

on [.] és la part entera. L’estudi de

lim (log“”> = lim <M> =0 (3.2.24)

n—+oo \ N + 1 n—+oo n

és similar a veure un resultat que ja hem vist

1
lim —2" — . (3.2.25)
n—+oco N

Per I’altre resultat, emprant y = a”, tenim que

¢ 1 |
lim (x—) = lim (Ogy ):o. (3.2.26)
z—+oo \ a% T—r+00 y loga
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Les comparacions d’aquest tipus també es poden fer a I'entorn de punts a € R.

Definici6 3.2.4.

1.

2.

Direm que f és un infinitéssim quan x tendeix a a — R si lim,_,, f(z) = 0.
Si f i g son dos infinitéssims quan x tendeix a a € R, direm que f és d’ordre superior a

g si
lim (%) =0, (3.2.27)

és a dir, si f es fa petita més rapidament que g quan z tendeix a a, s’escriu f(z) =
o(g(z), r — a.

Direm que f i g son infinitéssims equivalents si

lim (@) =1, (3.2.28)
z—a \ g()

i ho escriurem f(z) ~ g(x), * — a.

La funci6 a(z) és un infinitéssim quan x — oo [3] si

lim a(x)=0. (3.2.29)

r—+oo

Exemple 3.2.7. sinx ~ x, v — 0.

Exemple 3.2.8. 1 —cosz ~ o(z),z — 0. Com que 1 — cosx = 2sin? 5 tenim que

3.3 Funcions continues. Tipus de continuitat

3.3.1 Funcions fitades i monotones

Definici6 3.3.1. La funcié f(z) és fitada si

IM >0 ‘ f(z)| < M, Vz € A. (3.3.1)

Notem que si no existeix aquesta M, la funcié f(z) no és fitada en A.

e La funci6 f(z) és fitada quan x — a si

35> 0 ‘ f(x)] < M si z € I(a,0) (3.3.2)

e La funcio f(z) és fitada quan x — oo si

3N >0/ f és fitada V|z| > N. (3.3.3)

Definici6 3.3.2 (Monotona creixent). Es diu que la funcio f(z) és monotona creixent si compleix

que

f(x1) < f(xg) stz < @o. (3.3.4)
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3.3.2 Funcions continues

Definici6é 3.3.3. Sigui f : D — R ia € D. Direm que f és continua en el punt a € D si
Flimge, f(x) i aquest val f(a).
De manera equivalent, f és continua al punt a si Ve > 0, 36 > 0 tal que

r€e€DNI(a,0) = f(x) € I(f(a),e) (3.3.5)

Quan f diem que és continua a D entendrem que és continua a tots els a € D, i aixd ho denotarem
per f € (D).

Exemple 3.3.1. La funci6 f(x) = [z] és continua a tot a € R\ Z i discontinua a Z.

o 17 ZEEQ,
f(x)_{o, r €R\Q,

és discontinua a tot arreu per la propietat de densitat de Q i R\ Q.

Exemple 3.3.2. La funcié

Exemple 3.3.3. La funci6

x xsin (L), siz#0,
@) :{ ).
0, six =0,

és continua a tot arreu.

Exemple 3.3.4. La funci6

fa) sin (1), siz#0,
€Tr) =
0, sixz =0,
és discontinua al punt a = 0.
Les propietats vistes al Teorema donen lloc al resultat segiient:

Teorema 3.3.1. Sigui f,g : D — R continues al punt a € D. Aleshores, les funcions f +
g, [ X g son continues al punt a € D. Si a més, g(x) # 0 Ve € D (o en un entorn de a),
aleshores f/g també és continua al punt a € D.

La continuitat es conserva per la composicié de funcions.

Teorema 3.3.2. Siguin f: D — Rig: E — R amb f(D) C E. Si f és continua al punt
a € D ig és continua al punt f(a) € E, aleshores la funcié composta go f també és continua al
punt a € D.

Demostracio. Com g és continua al punt f(a), Ve > 03§ > 0 tal que
ye ENI(f(a),0) = g(y) € I(g(f(a)),€). (3.3.6)
Per la continuitat de f al punt a, fixat 6 > 0, 3 5 > 0 tal que
reDNI(a,B8) = f(zx) € I(f(a),d). (3.3.7)

Aleshores, six € DNI(a, ) podem prendre y = f(z) a la primera implicaci6 i deduim g(f(x)) €
I(g(f(a)),€) com voliem. [
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Exemple 3.3.5. La funci6

flz) = {sinw xsin (Z=), size (5 3)\{0},

0, siz =0,

és continua al punt a = 0.

Aplicacié 3.3.3. Podem utilitzar aquests resultats i el fet que les exponencials i logaritmes son
continues per mirar si son continues d’altres funcions. Un cas classic és el de les funcions tipus
f(2)9®) | que es poden escriure com

f(x)g(w) — 9(@) Inf(z) (3.3.8)
Si f(x) >0 ilimg, f(zx) =1#0ilim, ., g(z) =1t

— lim f(2)9®) = lim /@ /@) — ¢t In! (3.3.9)

T—ra T—ra

3.3.3 Tipus de discontinuitat
Definicié 3.3.4 (Discontinuitat evitable). Quan 3 lim, ,, f(z) perd no coincideix amb f(a).

Definicié 3.3.5 (Discontinuitat de salt). Existeixen els limits laterals pero no coincideixen.

{f<a+> = lim, g+ f(2), (3.3.10)

fla™) =lim, .- f(x),el salt és la diferéncia entre els dos limits laterals.

Definici6 3.3.6 (Discontinuitat asimptotica, o de salt infinit). Quan com a minim un dels limits
laterals és infinit es deu a vegades que la discontinuitat és asimptotica. Notem que existeixen
les essencials, en les quals aixo no succeeix.

Figura 3.2: Discontinuitats de salt finit i de salt infinit.

Observacio 3.3.1. Les discontinuitats de funcions monotones séon de salt finit. Suposem que f és
creixent. Fixat a € D tenim que f(z) < f(a) si < a, i aixi f(x) és acotada superiorment (per
f(a)) quan z < a. Com que f és creixent i acotada superiorment, 3 lim,_,,- f(x). De manera
analoga, es pot veure el limit per la dreta.
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[ I R e e

U |

’U‘l (%)
Figura 3.3: Discontinuitat evitable

3.4 Teoremes de Weierstrass, Bolzano i del valor intermig

Aquests tres teoremes son propietats fonamentals de les funcions continues.
Diem que f : D — R assoleix un maxim absolut al punt a € D si f(z) < f(a) per a tots
x € D. Analogament, diem que @ € D és un minim absolut de f si f(x) > f(a), Vx € D.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Weierstrass). Sigui f : [a,b] — R continua. Aleshores f és
acotada i assoleix un mazxim i un minim absolut.

Demostracio. Només demostrarem que f és acotada a mode d’exemple. Suposem que f no és

acotada superiorment. Aixi:

f(Ja, b]) no acotada superiorment < Vn > 1, 3z,[a,b] tal que f(z,) >n = f(x,) 2P oo

(3.4.1)
Per altra banda, com {z,,n € N} C [a, b] pel teorema de Bolzano-Weierstrass podem assegurar
que 3{x,,, k > 1} parcial convergent

k 00
Flang) =55 f ) (1)
Aix0 és contradictori amb (3.4.1)). |

Observacid 3.4.1. Aquest teorema és fals si parlem de (a,b) en lloc de [a, b].

Teorema 3.4.2 (Teorema de Bolzano). Sigui f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) <O.
Aleshores, ezisteix ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracio. Dividim I = [a,b] en dues meitats d’igual longitud. A un dels dos intervals la
funcié compleix una propietat analoga a l'interval inicial, sempre que el punt central no valgui
0. Aquest procés es va repetint i convergent en un punt ¢ € (a,b) on f s’anul-li. |

Observacio 3.4.2. Tot polinomi de grau senar té almenys una arrel real.

Teorema 3.4.3 (Teorema del valor mig). Sigui f : [a,b] — R continua i sigui z un valor
entre f(a) i f(b). Aleshores existeix ¢ € [a,b] tal que f(c) = z.

Demostracio. Notem g(z) = f(x) — z. Sigui g(a) > 0 o g(b) = 0 ja hem acabat la demostracio.
Altrament g(a) i g(b) tenen signe diferent i podem aplicar el teorema anterior. |
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Any
L
%—.—.—.—.—.—;D‘“ﬁ—.—.—.—%
—-M 0 M
Ay IQ

Figura 3.4: Representaci6 grafica del teorema Bolzano-Weierstrass.

3.5 Apunts finals

3.5.1 Teoremes fonamentals sobre limits

Teorema 3.5.1. Siguin f(z),g(x) funcions definides en A C R i tals que

lim f(x) =a i lim g(x) = b. (3.5.1)

T—p g—p

Aleshores podem calcular els limits segiients:

1. Suma i resta:

ilir]l)[f(x) +g(z)]=axtb. (3.5.2)
2. Producte:
ilirzl)[f(l‘) xg(x))=axb (3.5.3)
3. Quocient (sib#0)
. flx) _a
lim 5= (3.5.4)
4. Poténcia:
hin[f(:p)]” = {hin f(x)} =a", ambn e Z" (3.5.5)

Demostracio. Provem, a tall d’exemple, el producte. Tenim que

lim f(z) =a = f(z) =a+ a(r) amb lima(z) =0,

TP TP

limg(z) =b = g(z) =b+ B(x) amb lim f(z) = 0,

T—p T—p
i, consegiientment,

f(@) x g(z) = ab+ ap(z) + ba(z) + a(x)(z), (3.5.6)

pero els ltims tres termes son infinitéssims quan = — p, aixi que lim,_,, f(z) x g(z) =ab N
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3.5.2 Exemples resolts

Exemple 3.5.1. Proveu que

= 4. (3.5.7)

z2—4
r—2
ja que per tal que existeixi el limit només cal que f(x) estigui definida per a valors arbitrariament

propers a 2, com efectivament succeeix. Necessitem demostrar que Ve > 0,3 6 > 0:

Demostracio. La funcio f(x) = no esta definida en x = 2, pero aixo no suposa cap problema,

24
”;_2 —4‘ <e silz—2[ <. (3.5.8)
Vegem-ho:
2_ 4 2)(z — 2
T e DE=D o gce — o2 < (3.5.9)
r—2 r—2

desigualtat que es verifica si agafem 0 = e¢. Per tant, podem dir que el limit de la funci6 en el
punt x = 2 existeix i és igual a 4. ]

Exemple 3.5.2. Proveu que
1
lim — = +o0. (3.5.10)

Demostracié. Suposem que |z — 0| = |z| < 0. Aleshores:

1 1 . 1
f(:c):;>ﬁ:> 81agafemM:§:>f(:v)>M
1 1 1
M=—<S&F=—&i=— 3.5.11
= 7 — ( )

Aix{ doncs, hem demostrat que per a qualsevol M > 0, f(z) > M sempre que |z| < § = \/LM |

Exemple 3.5.3. Calculeu

1+ s (z) — /1 —si™
fig VLH 0" (@) = V1= sin () (3.5.12)
z—0 xn
per a cada m,n € N.
Demostracio.
lim 2sin™(x) s lim 50 n(a:) " __ 2 __
r0 gn <\/1 +sin™(z) + /1 — sinm(;p)> =0 T V1+sin™(z) + /1 —sin"(z)

i

_ sin(x) m 2 ™ 2
<—— lim X — X = 1"x—x
20 T " /1 +sin™(z) + /1 — sin™(x) " 1+04++v1+0
0 sim—n>0
— """ = {1 sim=n

oo sim—m<0
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Exemple 3.5.4. Siguin «, § € R i sigui la funcié f : R — R definida per

|z|*log(l —x), six <0,
/(@) {:1:5 sin (%) , si x > 0. ( )

Digueu si els valors de o, 3 € R per als que f sigui continua.

Demostracio. Les branques son separadament continues a 'interior. Analitzem el punt de con-

tacte x = 0: lim,_,o- = lim,_,o+ = lim,_,o = f(0).
0, sia=>0
0)=<_ -
1(0) {39, sia<0
0, sia >0,
0 I —1<a<0 0 x afitat =0 >0
lim |z|*xlog(l—z) =< S% C=" . lim 2P xsin <z> = i L >0,
0~ 1, sia=—1 z—0+ x 40 x oscil-lant =3, <0
o0, sia<-—1
Per tal que sigui continua, a > 0A 8 > 0.
0 log(1 — log(1 — — —
lim |x|axlog(1—x):—zlimM: im o8 x>>< T _1x lim —— =
z—0~ 0 az—0- |x|_0‘ z—0~ —x |J}|_°‘ x—0~ |$’_°‘
= lim il = lim |z|'**
z—0~ |ZL‘|_a z—0~
|

Exemple 3.5.5. Sigui f : R — R una funcié continua que s’anul-la en un inic punt a. Sigui
(Tn)n una successio de reals tal que (Tp11 — Tp)n convergeiz cap a 0. A més, per a cada n es
verifica que f(xn41)f(xn) < 0. Demostreu que (x,), €s convergent i calcular el seu limit. [1]

Demostracio. Sigui n € N. De la hipotesi f(zn41)f(2,) < 0 es conclou que
f(@n1) 201 f(,) <0

f(xn-&-l) SOlf(xn) >0

En qualsevol cas, el teorema de Bolzano aplicat a U'interval [2,,41, x,] 0 bé [z, x,,1] ens assegura
lexisténcia d’a,, € [Tn41,%,] 0 bé a, € [x,,r,1] tal que f(a,) = 0. Donat que f s’anul-la
solament en el punt a, a, = a per a tot n € N.
Demostrarem que (z,), convergeix cap a a. Sigui € > 0. Cal determinar ny € N tal que si
n > ng llavors |z, —a| < e. Donat que per hipotesi (x,1 — ), convergeix cap a 0, sigui ng € N
tal que

n>ny = |Tpp1 — | <€ (3.5.14)

Si n > ng, es compleix que
|zy, —a| <|zp — Tpia| = X1 — 20| <, (3.5.15)

on en la primera desigualtat s’ha utilitzat que per a tot n € N, a € [x,41,2,], 0 bé a €
[T, Tpg1) [
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3.5.3 Altres figures

y = f(x)
L+¢
\ /\
[
/
L—¢

A\

Figura 3.5: Definici6 de limit d’una funcio6
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Capitol 4
DERIVADES

4.1 Derivada d’una funci6é en un punt

Definici6 4.1.1. Sigui f definida a un interval [ i sigui @ € I. Direm que f és derivable al punt
a si existeix el limit

i L&) =) Slath) = fla) (4.1.1)
T—a T —a h—0 h
Quan es compleix el valor del limit s’escriu
daf
"(a) = =(c). 4.1.2
f'la) = () (412)
Observem que
—_ J— / —_—
r—a T — Qa
Observacio 4.1.1. L’aplicacié lineal
L:R—R
(4.1.4)

r+— L(z) = f'(a)x

s’anomena diferencial de f al punt a i es designa per dfa. Aixo es pot generalitzar a diverses
variables.

4.1.1 Interpretacié geométrica

Té una relaci6 clara amb el creixement de la funcié. El quocient

f(z) = f(a)

=t 4.1.5
P an o ( )

dona el pendent de la recta que uneix (a, f(a)) i (z, f(z)). Quan fem convergir x cap a a obtenim
el pendent de la recta tangent de f al punt (a, f(a)). De manera formal [3]:

f(z) = f(a)

r—a

Ve>0,30>0||z—al<d = — fl(a)| < e (4.1.6)

Per tant, si existeix la derivada en a podrem aproximar la funcié al voltant d’a per la seva recta
tangent. Aquesta aproximaci6 sera millor com més petit sigui € (= ¢ més petit).

37
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Exemple 4.1.1. f(z) =c¢ = f'(a) =0, Ya € R.

Demostracio.
lim f(@) = fla) —lim =% _9 (4.1.7)
z—a T —Q z—a T — Q
|
1’0 € xo _|_ g ’ZL‘
Figura 4.1: Definici6é de derivada.
Exemple 4.1.2. f(z) =2",n €N = f/(a) =na" !, Va € R.
Demostracio.
i L& =@ T T e a4 a ) = nat (4.1.8)
T—a Tr—a r—a T — Q r—a
|
Exemple 4.1.3. f(z) =b",0>0 = f'(a) =0*(Inb), Va € R
Demostracio.
b* — b* b*=% — 1 y=pr—a_ 1 b
lim = b7 lim = b lim ——2 = b lim =
T—=a T — Q T—a T —aQ z—a logy (1 + y) v=aog, (14 y)v log, e
ba
= e = b x Inb (4.1.9)
Inb
En particular, f(z) =e* = f'(a) =€, Va € R. |
Exemple 4.1.4. f(z) =sinx = f'(a) = cosa, Va € R.
Demostracio.
lim M = lim w = lim 2 cos (IQ_G) sin (%) = COS (% X 1 = cosa.
Tr—a T — Q T—a €Tr — Tr—a Tr— a 2
(4.1.10)
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En el segiient teorema veurem que la derivabilitat és un grau més de regularitat que la
continuitat.

Teorema 4.1.1. Sigui f una funcio deriwable al punt a € I. Aleshores, f és continua al punt
a € I. En altres paraules, f derivable =—> [ continua.

Demostracio. Fixem-nos que

) o f(x) — f(a) _p _
(/) — (@) = i T =IO gy = iy o =0 (4.1.11)
|
Observacio 4.1.2. El reciproc és fals. Agafem com a exemple la funci6 f(z) = |z|. Aquesta
funci6 és continua pero no derivable. Vegem-ho:
Demostracio.
e I = £(z) - )
z—0 Xr — z—=0T T — : /
R T R — $lim — — A (0)  (41.12)
lim = lim =—1
z—0— x—0 =0 x — 0

4.2 Regles de derivacié i calcul de derivades

Teorema 4.2.1. Siguin f i g dues funcions definides a un interval I i sigut a € 1. Aleshores
les funcions f + g i fg son derivables i

(f +9)(a) = f'(a) + d'(a),(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)d'(a). (4.2.1)
Si a més g(x) # 0, en un entorn de a, aleshores f/g també és derivable i
Ay f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
(— (a) = Ty : (4.2.2)
g g'(a)
Demostracio. La suma es pot veure facilment a partir de la definicié. Quant al producte:

(f¢)'(a) = lim (f9)(x) = (f9)a) _ . fz)9(z) — fla)g(a)

T—a r—a T—a T — a

f(x)g(x) + f(x)g(a) — f(x)g(a) = fla)g(a)

- il_r}lll r —a - 9131£>I111 r—a +
+1im AVD =IO _ p0y500) 1 g(a) ). (1239

Pel quocient utilitzem que f/g = f é i fem servir la propietat del producte que acabem de
demostrar i

Lot g(a) — g(x)
Y () - i 90 9@ e@e(@) o g@) —gla)
(g) ( ) i—m r—a l—m €T — Q i—)a (LU _ a)g(:b’)g(a)
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Efectivament,
I o (Y o L g fa)e(a) ~ f@)g'(a)
<g> @) <fg) (@) =71 )g(a) A )g(a)2 9(a)? 425)

4.2.1 La regla de la cadena

Ara estudiarem la derivada de la composicioé de funcions.

Teorema 4.2.2. Sigui [ definida a un interval I i sigui g definida a un interval J tal que
f(I) c J. Sif és deriwable al punt a i g és derivable al punt b = f(a), aleshores go f és
derivable al punt a i

(go f)(a) =g (f(a))f (a). (4.2.6)
Demostracio. Calculem el limit

L go N~ goNle) . alf) —g(f(@)  f@) = fla)

z—a Tr—a z—a f(x) — f(a) r—a

4.2.2 Derivada de la funcid inversa

Teorema 4.2.3. Sigui [ definida en |a,b], injectiva, continua i derivable a un punt xo € (a,b)
amb f(xg) # 0. Aleshores, la funcid inversa f~' és derivable a yo = f(xo) i

1
“H(y) = , 4.2.7
o equivalentment,
1
Y (y) = ———, pery = f(x). 428
Demostracio. Com la funci6 és injectiva podem construir una funcié bijectiva complint
(o)) =(f(f@) == (4.2.9)

i, aleshores per la regla de la cadena, tenim que

(fH (@) f (@) =1 (4.2.10)

i emprant f(z) =y iz = f"!(y) quedaria demostrat. Tamb¢ ho podem demostrar a partir de
la definicio [3]:

) =) _
Y—Yo Y — Yo T—T0 f(x) — f(:lfg) f’(fbo)

T — xp) 1

(4.2.11)

3

Observacio 4.2.1. La condicié f'(xg) # 0 és necessaria perqué f(z) = x° n’és un exemple.



4.2. REGLES DE DERIVACIO I CALCUL DE DERIVADES 41

Exemple 4.2.1. f(z) = 2", n € N. Aqui, f~'(y) = y= i, per tant,

1 1 1.,

(f )y = = =y~ (4.2.12)
f/ (yg) ny n
Fixem-nos que si derivem y% obtenim el mateix.
Exemple 4.2.2. f(z) = €”,
P =y = (V) = g = = (121
fllny) emvy -
Exemple 4.2.3. f(z) = sinx, aquesta funci6 és bijectiva de (_7”, _7”) a(—1,1).
IO 1 1 1
f~! = arcsiny SECVLNE = (4.2.14)

cos(arcsiny) /1 — sin®(arcsin y) 1—y?

4.2.3 Derivaci6 logaritmica

Si tenim y = f(x) i resulta complicat derivar podem utilitzar que Iny = In f(x), i aleshores
derivant

= (Inf(z)) = v'(z) = y(z)(In f(z))" (4.2.15)

Exemple 4.2.4. Derivem per exemple f(z) = 2%,z > 0.

=hz+1 = [f'(z) = f(z)(lnz +1) = 2(Inz + 1).
(4.2.16)

Inf(z) = Ina® = zlnx,

/()

4.2.4 Derivades laterals

Fins ara hem definit la derivada d'una funci6é f(z) en un punt c interior al domini (a,b),

f'(¢) = lim W (4.2.17)

exigint a més que aquest limit fos finit. Ara ampliarem aquest concepte per incloure els extrems
de l'interval.

Definici6é 4.2.1 (Derivada lateral). Sigui f una funcié continua en un interval tancat |a, b|.
Direm que f admet derivada lateral per la dreta en a si

3 qim L0 =@ f1.(a) i és finit, (4.2.18)

x—at r—a
Analogament, definirem la derivada lateral per I’esquerra en b com

i @)= 10)

— / .o, .
lim == = fi(b) i és finit. (4.2.19)
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4.3 Indeterminacions

La derivaci6 serveix per resoldre algunes indeterminacions.

4.3.1 Regla de I’'Ho6pital

Siguin f i g funcions derivades a (a,b) on —oo < a < b < +00, i suposem que g’( ) # 0 per a
tot x € (a,b). Suposem que el limit lim, 4+ Iz E ; és indeterminat del tlpus To0=

Definicié 4.3.1. Si existeix [ = lim,_,,+ %, on [ és real o +oo, aleshores hmx_,aJr ch gx)) = 1.

Analogament, si existeix [ = lim,_,;,- Iz ,g 3, on [ és real o +oo, aleshores hmz_ﬂf ! (z =1

Exemple 4.3.1.

Inx
lim — =0, perqué lim
r—oo T T—00

=0.

— 8=

Exemple 4.3.2.
sin(az) a I acos(ax) a
im = erqué lim ———= = —.
a0 sin(bz) b’ perque 2o beos(br) b

Podem encabir-hi altres indeterminacions.

1. (+00) — (+00) es redueix a
1

f(z) — g(a) = 22 @ (4.3.1)
@@

lim <1— ! ) = hm—smx—x

. . )
z—0 S T z—0 IsSInx

Exemple 4.3.3.

i aleshores estudiem
) cosr — 1
lim ———
z—0 SINT + T COS T
i com torna a ser indeterminacié tornem a aplicar ’'Hopital

. —sinx . 1 1
lim - =0 = lim |- — — =0
z—0 cOSx + cosx + xsinx =0\ sinz

2. També podem estudiar 0 x +oo mitjangant f(x)g(x) = 5.

Exemple 4.3.4.

1 existeix limi . .
hm\/_lnx—hm n:f — oxisten it Jim - = —2lim vz = 0.
3

z—=0 73 suposant que z—0 _

3. Finalment també podem tractar 1%, 0°, (d-00)° utilitzant

F(2)9) = @7 _ pgle)nef(e) (43.2)

Exemple 4.3.5.
1
lim (14 —)/@ =¢, si lim f(z) = +oo0. (4.3.3)

T—a f (I’) T—a

Efectivament,

In (1 + L ) — X s
1 T 1 f(=) 1
lim f(z)In 1+ — ) = lim V. lim G = lim =1
z—a f(x) -z




Capitol 5
CREIXEMENT I CONVEXITAT

5.1 Creixement 1 derivada

Definicié 5.1.1. Una funcio f és estrictament creixent en un interval I si per a tota parella
1,29 € I amb 7 < x5 = f(x1) < f(x2). La funcié f és estrictament creizent a un punt
a € [ si existeix un entorn I(a,e) C I tal que

flz) = fla) >0, Va € I(a,e€). (5.1.1)

r—a
Es pot definir de manera analoga les funcions estrictament decreixents.

Definici6é 5.1.2 (Maxim relatiu). Una funcié f té un mazim relativ al punt a si existeix un
entorn I(a,€) tal que Vz € I(a,e) = f(z) < f(a).

Definicié 5.1.3 (Minim relatiu). Una funcié f té un minim relatiu al punt a si existeix un
entorn I(a,€) tal que Vo € I(a,e) = f(z) > f(a).

La relacio entre la derivada de la funci6 1 el creixement i l'existéncia d’extrems relatius ve
donada pel resultat segiient.

Teorema 5.1.1. Sigut f una funcio derivable definida a un interval I @ sigui a € I. Llavors:
1. Si f'(a) > 0, la funcid és estrictament creixent al punt a.
2. Si f'(a) <0. la funcio és estrictament decreizent al punt a.
3. Si f té un extrem relatiu al punt a« — f'(a) = 0.

Demostracio.
f(z)—f(a) > 0 si

1. Sigui f'(a) = lim,_q > 0, existeix un entorn I(a,e€) tal que

x € I(a,e).

f(@)—f(a)

f@)—f(a) < 0 si

2. Sigui f/(a) = lim,_,, f(m;:ic(a) < 0, existeix un entorn I(a,¢€) tal que

x € I(a,e).

3. Si f'(e¢) >0 (f'(c) <0) la funcio és estrictament creixent (decreixent) en a i, per tant, no
pot tenir cap extrem en aquest punt. Aixi doncs, I'inica possibilitat és f'(x) = 0.

43
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Observacio 5.1.1.
1. Els reciprocs de I’enunciat anterior no séon certs en termes generals.
Exemple 5.1.1. Considerem a tall d’exemple la funcié f(x) = 23 i el punt @ = 0. La funci6

és estrictament creixent al punt a (no té extrems relatius a a) perd f'(a) = 0.

2. No significa el mateix ser creixent a un punt a que ser-ho a un entorn I(a,€). Al primer
cas hem de fer x,y a un entorn d’a

f(2) < fla) < fly), w<a<y. (5.1.2)
mentre que en el segon cas,

flx) < fly), =<y (5.1.3)

f(gj):{o, 1 =0

x4+ 2r%sin, x #0.

Exemple 5.1.2.

Es creixent a 0 perd no a cap interval 1(0,¢) = (—¢, €). Podem comprovar que f'(0) =1,
h) — £(0 h + 2h?sin +
hmwzhmﬁzL

h—0 h h—0 h

i per tant és creixent a 0. En canvi, la derivada f'(z) =1+ 4z sin% — 2cos w% pren valors
positius 1 negatius a tot entorn (—e, ).

5.2 Teorema de Rolle i aplicacions

Teorema 5.2.1 (Teorema de Rolle). Sigui f € €([a,b]), derivable a tot (a,b) tal que f(a) =
f(b). Aleshores existeiz ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. Equivalentment,

f €€ ([a,b]) derivable en (a,b) | f(a) = f(b) = Jc € (a,b) | f'(c) =0. (5.2.1)

Demostracio. Pel teorema de Weierstrass, la funcié té un maxim M i un minim m, absoluts.
Si la funci6 no és constant (si ho és, ja esta), f(m) < f(M). Aixi, un dels dos no és un dels
extrems de l'interval [a,b]. Per tant, 3¢ € (a,b) que és un extrem relatiu (i absolut) de f i, per
tant, f'(c) =0. [

Observacid 5.2.1. Notem que si agafem f(z) = |z|, el teorema no es compleix perqué la funcio
no és derivable en 0.

Com a conseqiiéncia del teorema [5.2.1] sorgeix el Teorema del valor mitja de Lagrange.

Teorema 5.2.2 (Teorema del valor mitja de Lagrange). Sigui f € € ([a,b]) i derivable a tot
(a,b). Aleshores, 3c € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b —a). (5.2.2)

Demostracio. Apliquem el teorema de Rolle a la funcio:
F:la,b) — R (5.2.3)
x— F(z) = (f(b) — f(a))z — (b—a)f'(z). (5.2.4)
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Figura 5.1: Representaci6 grafica de 'aplicabilitat del teorema de Rolle a diverses escollides d’xg

Tenim la caracteritzacié del creixement d’una funcié derivable mitjancant el signe de la
primera derivada.

Teorema 5.2.3. Sigui f derivable a un interval (a,b). Aleshores,
1. f és creivent <= f'(x) >0, Vx € (a,b).
2. [ és decreizent <= f'(z) <0, Vz € (a,b).
Observacio 5.2.2. Notem que es parla de creixement i decreixement sense estrictivitats.

Demostracio.

1. Si f és creixent,
f(x) — flxo)

r — Tg

>0, z,x9 € (a,b), T # x, (5.2.5)

i passant al limit queda f’(z¢) > 0. Reciprocament, suposem que f'(z) > 0,Vz € (a,b).
Aplicant el teorema m a Uinterval (z1,%2),71 < X9, 71,22 € (a,b), obtenim que Jc €
(1, 22) C (a,b) tal que

f'e) = faz) = o) (5.2.6)

To — X7

Com que f'(c¢) >0 = f(xa) — f(z1) >0 = f(x2) > f(21) si z1 < zo.

2. Es demostra de manera analoga.
|

Teorema 5.2.4. Sigui f derivable a un interval (a,b) tal que f'(x) =0, Vo € (a,b). Aleshores,
f €s una funcio constant.

Demostracio. Fixem qualsevol 2y € (a,b). Pel teorema i la hipotesi, existeix ¢ entre z i g
per qualsevol x € (a, b) tal que

f(e) = %ﬁ;ﬁm =0, (5.2.7)
1 per tant,
f(x) = f(xo). (5.2.8)
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Corol-lari 5.2.5. Si dues funcions tenen la mateiza derivada, aleshores difereixen d’una cons-

tant.
Demostracié. Si f'(x) = ¢'(z), Vo € (a,b) pel teorema tenim F(x) = f(z) — g(x) és
constant. n

Observacio 5.2.3.

1. Els teoremes de Rolle i Lagrange es poden utilitzar per obtenir desigualtats entre funcions.

Exemple 5.2.1.
e >14x, Ve eR.

Si z > 0, apliquem el teorema del valor mitja de Lagrange a la funcié f(x) = e* a 'interval
(0, z). Aixi, existeix ¢ € (0, ) tal que

e’ — e’ = f'(c)(x — 0) = e“x.

Com que €€ > €% =1, deduim e* — 1 > . Si z < 0,

0

e’ —e’ =e‘r >,

perqué ¢ < 0, e < 1licomzx <0, ze® > x.

2. També podem utilitzar els resultats vistos aqui per determinar l’existéncia de solucions
d’equacions.

Ezemple 5.2.2. Sigui f: R — R dues vegades derivable amb f”(z) # 0, Vz € R i tal que
per a,b,c € R, a < b < ¢ tenim que f(a) =0, f(b) =31 f(c) = 1. Podem demostrar que
f(z) = 2 té exactament dues solucions.
El que volem veure és que hi ha exactament dos punts on s’anul-la la funci6 g(x) = f(x) -
2. Per hipotesi,

gla)=-2<0, ¢gb)=1>0, g(c)=-1<0,

de manera que el teorema de Bolzano ens assegura 'existéncia de x; € (a,b) i x5 € (b,¢)
tal que g(x1) = g(x2) = 0. Ara veurem per reduccié a ’absurd que no hi ha més punts on
s’anul-la g. En primer lloc, el teorema de Rolle implica que existeix ¢ € (z1,x9) tal que
g'(c) = f'(¢) = 0. Suposem que existis un altre punt z3 amb g(z3) = 0 i suposem que
x3 > o (els altres casos es fan d’una forma semblant). Aleshores, pel teorema de Rolle
existeix un d € (x9,z3) tal que ¢’(d) = f'(d) = 0. I ara aplicant el teorema de Rolle a la
funcio f"il'interval [c, d] obtenim un punt a € (¢, d) amb f”(a) = 0, i aixo és contradictori
amb la hipotesi f”(x) # 0, V.

5.3 Punts d’inflexi6

Les derivades successives també poden donar informacié sobre la funcio i les seves particularitats.

Definici6 5.3.1 (Estrictament convexa). Sigui f derivable en un entorn d’un punt a. Diem que
f és estrictament convexa en a si la grafica d’f en un entorn d’a queda per sobre de la recta
tangent a (a, f(a), més precisament si existeix un entorn (a,€) on

f(x) > fla)+ f'(a)(x —a), Yz € I(a,€),z # a. (5.3.1)
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Definicio6 5.3.2 (Estrictament concava). Sigui f derivable en un entorn d’un punt a. Diem que
f és estrictament concava en a si existeix un entorn I(a, €) on

f(x) < fla)+ f'(a)(x —a), Vo € I(a,€),z # a. (5.3.2)
Si les desigualtats no son estrictes, parlarem de funci6 convexa o concava.

Definicié 5.3.3 (Punt d’inflexié). f té un punt d’inflexi6é a a si la grafica d’f travessa la
recta tangent a f, és a dir, si existeix un entorn I(a,€) on

f(x) > f(a)+ f'(a)(z — a), z € I(a,€),x > a, (5.3.3)

f(x) < f(a)+ f'(a)(z — a), x € I(a,€),z < a, (5.3.4)
o bé

f(x) < f(a)+ f'(a)(x —a), x € I(a,€),x > a, (5.3.5)

f(x) > f(a)+ f'(a)(z — a), x € I(a,€),x < a. (5.3.6)

Observacio 5.3.1. Hi ha excepcions, com la de ’exemple segiient.

f(x):{o; 1 x =0,

Exemple 5.3.1.

résin=, x #0.

Es derivable al punt a = 0,

£(0) = lim f) = 1(0) _ lim hsin% = 0.

h—0 h h—0

Pero en canvi no té cap d’aquestes propietats, ja que oscil-la massa com per poder-les determinar.

Observacio 5.3.2. Quan una funci6 és derivable dues vegades tenim una relacié entre la segona
derivada i la convexitat: si la segona derivada és positiva, la primera derivada és creixent i per
tant la funcio és convexa.

Teorema 5.3.1. Sigui f una funcié derivable a un interval I i sigui a € I pel que existeix f"(a).
Aleshores:

1. Si f"(a) >0 = la funcid és estrictament conveza al punt a.
2. Si f"(a) >0 = la funcio és estrictament concava al punt a.
3. Si.a és un punt d'infleric = f"(a) = 0.

Observacio 5.3.3. Pot passar que la primera i segona derivades siguin nul-les, de manera que els
teoremes que hem vist fins ara no aclarin quin creixement i quina convexitat tenim. Si la funcio6
es pot anar derivant podem resoldre aquestes qiiestions mirant les derivades successives.

Teorema 5.3.2. Sigui f derivable n vegades a un interval I i sigui a € I amb

F'(a) = f"(a) = ... = F"D(a) = 0, f(a) #0. (5.3.7)

Aleshores,
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1. Sin és senar, a és un punt d’inflexio.
2. Sin és parell,

(a) Si f™(a) >0, llavors f és estrictament convezxa en a.

(b) Si f™(a) <0, llavors f és estrictament concava en a.

Sia més f'(a) = 0, llavors a és un minim relatiu en el cas (a) i un mazim relatiu en el

cas (b).
Corol-lari 5.3.3. Sigui f dues vegades derivable a un interval 1. Llavors:
[ és convera <— f"(z) >0, Vx e l. (5.3.8)

Observacio 5.3.4. Existeix una definicié general de convexitat que no requereix la derivabilitat
de la funci6. Direm que f és convexa a un interval I si per x1,29 € I, 1 < xz9 it € [0,1] es té

F(L=t)xy +tzo) < (L —1t) f(x1) +tf(x2). (5.3.9)

Es pot veure que aquesta definicié implica continuitat.

5.4 Representaci6 grafica de funcions

5.4.1 Domini, punts de tall, simetries i asimptotes

Domini de f

Donar el domini de la funcié. Recordem la definici6 de domini.

Definicié 5.4.1 (Domini de R). Definim el domini de R, que denotem per dom(R), com
dom(R) ={x € A | Jy € B((z,y) € R)}. (5.4.1)

Punts de tall amb els eixos

Si 0 € dom(f) = (0, f(0) és on talla la funci6 l'eix vertical. Si, en canvi, x € dom(f) tal que
f(z) =0, és on talla amb l’eix horitzontal.

Simetries i/o periodicitat

Definici6 5.4.2 (Funci6 parell). Una funcio f es diu parell si és simétrica respecte 1'eix vertical,

f(z) = f(—x), Yz € dom(f). (5.4.2)
Definicié 5.4.3 (Funcio senar). Una funci6 f es diu parell si és simétrica respecte I'origen,
f(=z) = —f(x), Vo € dom(f). (5.4.3)

Per aeuestes funcions, la grafica de la part x > 0 determina la part x < 0.

Definici6 5.4.4. Una funci6 es diu peridodica de periode p si

flz+p) = f(x), Vo € dom(f). (5.4.4)

Aquesta funci6 té una grafica que queda determinada per dom(f) NI on I és qualsevol interval
de longitud p.
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Asimptotes

Son rectes a les quals s’acosta la funcié quan x tendeix a un punt de la vora del domini o a
I'infinit. Tres tipus:

1. Verticals: Si a ¢ dom(f) pero es pot aproximar per punts de dom(f), podem tenir

lim f(z) = £o0. (5.4.5)
r—a,x€dom(f)
Aleshores, x = a és una asimptota vertical. Alguns cops només un dels limits laterals és
400 i aixi, x = a és una asimptota vertical pel costat corresponent.

2. Horitzontals: Si
lim f(xr)=1€Ro lim f(z)=1€eR, (5.4.6)
Tr—r—00

T—+00
Aleshores, la recta y = [ és una asimptota horitzontal. Alguns cops només un dels limits
laterals és un valor real, aleshores només tenim asimptota només pel costat corresponent,
o poden ser les dues diferents.

3. Obliques: Si lim, 4o |f(x) — (mx + n)| = 0, la recta y = ma + n és una asimptota
obliqua. Els valors m i n els podem determinar a partir dels limits
o f@
m = xl_l}filoo —in= wgrinoo(f(:c) — mx). (5.4.7)

Potser només existeix la d’un costat.

5.4.2 Zones de creixement i decreixement
Creixement

Quan f' > 0, la funci6 és estrictament creixent, i quan f’ < 0 és estrictament decreixent. Els
punts a € dom(f) amb f'(a) = 0 és possible que siguin extrems relatius de f pero no podem
assegurar-ho fins mirar les derivades successives o estudiar el creixement en un entorn.

Convexitat

Quan f” > 0 la funci6 és convexa, i quan f” < 0 és concava. Els punts amb f”(a) = 0 s6n punts
d’inflexi6 si f'(a) # 0. Si també s’anul-la f'(a) apliquem el teorema per determinar si és
maxim, minim o punt d’inflexio.
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5.4.3 Exemple

Representem f(z) = 221

xT

o * ()
10 |}
s
V 1 2 3 4 5
_10,
_20,

Figura 5.2: Grafica de la funci6

1. Domini: dom(f) =R\ {0}.

2. Talls amb els eixos: 0 ¢ dom(f), no hi ha talls amb 1’eix vertical. Amb ’horitzontal:

222 — 1 1 +v2
f(z) ’ :O<:>x::l:\/j:x:—\/_
x 2 2

3. Simetries:

222 — 1 222 — 1
—Tr) = = — = — xr
flma) =2 = @)
—> f és senar (simétrica respecte l'origen) i aleshores només ens cal estudiar el cas z > 0.
4. Asimptota vertical:

o2 —1
lim
r—0t €T

—o0 = x = () asimptota vertical

5. Asimptotes horitzontals: No hi ha asimptotes horitzontals perqueé

202 — 1
lim —~ = too. (5.4.8)
T—r—+00 €T
6. Asimptotes obliques:
202 — 1
m = lim M lim a T =2
rx—+oco I xr——+00 €T

—1
n= lim (f(z) —2x)= lim — =0
r—+00

4.
T—+00 {)j'2 (5 9)
Aixo implica que y = 2z és una asimptota obliqua.
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7. La funci6 f és derivable en tot el domini. f/'(z) =2+ % > 2> 0 => ¢és estrictament
creixent en tot el domini.

8. Si estudiem la segona derivada
" 2 . N
ff(x)=—-—, siz>0 = fconcava (x <0 = f convexa).
T

Com que no hi ha f”(z) = 0, no hi ha punts d’inflexio.

5.5 Apunts finals

5.5.1 Exemples resolts

Exemple 5.5.1. Demostrar que tota funcié f definida en un interval I, derivable i amb derivada
acotada, és uniformement continua en I.

Demostracié. Donat que per hipotesi [’ esta acotada, sigui M > 0 tal que
|f(z)| < M, Vz € 1.
Notem que per hipotesi f també és uniformement continua en I. Ho és si, i només si,
Ve >0, 30 > 0 | lz—y| <9, z,yel = |f(z)— fly)| <e. (5.5.1)

Sigui € > 0 i considerem 0 = 7. Si [r —y| <, x,y € I, llavors, aplicant el teorema del valor
mitja a la funcié f s’obté

|f(@) = fy)| = |z —yl|f'(2)] < |z —y|M <M =,
on en la primera igualtat s’utilitza que z € (x,y) C [ i, per tant, f'(z) < M. |

Exemple 5.5.2. Fixat a € R, definim f : R — R per

fa) =207 — o+ 20, si s ¢ A :Q{%“)}, () oyt

n ne 4+2°

Determinar els valor d’a pels quals f és continua i derivable en x = 0.

Demostracio. Estudiem primer la continuitat de f. Si f és continua en z = 0, en particular s’ha

lim (ﬂ> — f(0) =0,

n—-+4o0o n

de complir que

1 conseglientment que

0.

lim (—1)n 2L
n—-+oo ne + 2
Per tant, condicié necessaria per tal que f sigui continua en x =0 és que 1 < a.
Vegem que aquesta condicié és també suficient. Sigui ¢ : R — R la funcié definida per
g(r) = 22% — 22 + 21, que és continua en tot R i que coincideix en R\ A amb f. Per tant, donat
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e > 0 existeix § > 0 tal que si |z| < 0 llavors |g(z)] < e. A més, si @ > 1, es compleix 1'expressio
anterior, en conseqiiéncia, ng > 0 tal que

(=n"

n

n2n0:>‘f < €.

Aixo0 és f és continua a 0.
Per tal d’estudiar la derivabilitat notem que la funcié g és derivable en 01 ¢/(0) = 2. Per tant,
si f és derivable en 0, s’ha de verificar que

f(#) an®+n

lm ————% = lim — =
n—+o00 =™ n—+oo N + 2

Deduim doncs de tot aixo que si f és derivable en x = 0, llavors a = 2. Un raonament totalment
analeg al de la continuitat, demostra que aquesta condici6 és també certa. |



Capitol 6

FORMULA DE TAYLOR I
APLICACIONS

Si la funci6 és prou regular podem apropar la funcié per un polinomi. La férmula de Taylor diu
quin és el polinomi de grau n que millor aproxima f en un entorn d’un punt i dona un control
de lerror.

Definici6 6.0.1. Un polinomi p(z) té ordre de contacte superior a n amb la funcié f(x) al punt

a si
lim L&) = 2@ (6.0.1)
T—a |:13 — a|”
1 escrivim
f(x) =p(x) + o(|lz — al"). (6.0.2)
Exemple 6.0.1. Agafem f(z) = ﬁ ip(z)=1+x+2*+...+ 2" iobservem que al punt 0
tenen un ordre de contacte superior a n. Per la formula de la série geomeétrica,
1 — l.n—l—l
=1 - "=
pl)=1+z+.. . +ux T
: 1 1—gnt!
fl@) —ple) LT T i gt
lim ————= = lim ————— =lim ——— =
x—0 |:L‘ — O’” z—0 |5(;|” z—0 (1 — x)’x|”

6.1 Polinomi de Taylor. Terme de resta

Teorema 6.1.1. Sigui f una funcié n — 1 cops derivable a un interval I, i sigui a € I on f*!
és derivable. Aleshores, el polinomi

nr) , " (n)
Pe) =3 D0y = @)+ -0+ LD e —ap e+ LD oo 1)
— ! 2! n!
‘7_
té ordre de contacte superior a n amb f al punt a.
Demostracio. Aplicant 'Hopital reiteradament obtenim
_ (n=1) () — [f(n—1) (n) _
r—at (l’ — a)" z—a™t n'(:v — (l)
per la definicié de f*~! derivable al punt a. L’altre limit es fa de manera analoga. ]

93
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Definicié 6.1.1. A p,(z) se 'anomena polinomi de Taylor de grau n de f al punt a, i
depen d’f, del grau de n i del punt a.

Observacio 6.1.1. Fixem-nos que el polinomi de Taylor de grau 1 de f al punt a és precisament
la recta tangent a la grafica d’f al punt (a, f(a)).

Proposicié 6.1.2. El polinomi de Taylor p,(x) és [inic polinomi de grau menor o igual a n
que té ordre de contacte superior a n amb f en el punt a.

Demostracié. Suposem que ¢(z) és un altre polinomin de grau menor o igual a n amb aquesta
propietat. Llavors:

lim pn(x) - Qn(ﬁ) — lim pn(x) - f(:t) m f(x) - qn(x)

T—a |x — a|"  15a |Jj — a|” T—a |x — a|”

— 0. (6.1.3)

Aixi, el polinomi P(x) = p,(x) — ¢,(x) té com a molt grau n i, per tant, es pot expressar de la

forma
P(x) = A+ Ai(x —a) + Ag(z —a)* + ...+ Ap(z — )", Ay,..., A, €R. (6.1.4)
Aleshores,
Ay + A (z — o+ A —a)”
i o F Azt A, (6.1.5)
T—a |x — a|”
i I'inica tria possible de coeficients és Ag = A1 =...= A, =0. [ |

Observacio 6.1.2. El valor dels coeficients del polinomi de grau n que té ordre de contacte
superior a n amb f al punt a es pot obtenir també de la forma segiient. Sigui

p(z) =Co+Ci(zr —a)+ ...+ Cp(x —a)", Cy,Ch,...,C, €R, (6.1.6)
un polinomi geneéric de grau n. Com que ha de tenir ordre de contacte superior a 0 tenim

0=lim [f(z) — p(z)] = f(a) — Cy = Cy = f(a). (6.1.7)

T—a

Com que l'ordre de contacte és també superior a 1, per la regla de 'Hopital obtenim que

lim Ja) = ple) lim [f'(z) = p'(x)] = f'(a) = C1 = Cy = f'(a), (6.1.8)

z—at r—a z—at

0=

i aixi iterativament aplicant el mateix argument per a tots els ordres de contacte £ < n obtenint

@

Exemple 6.1.1.

1. f(r) =e"ia=0. Tenim f®@(z) = e*,Vk € Ni f¥(0) = 1. El polinomi de Taylor de grau
n al punt O:

pa(z) = f(O)‘i‘f/(O)(x—O)—l—%(!0)(:1:—0)2—1—...—l—

£ (0) n_ z’ z"
(z=0)" =l+z+5+. 4

n!

Si canviem a a = 1:
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2. f(z) =sinzia=0. Tenim

f'(x) =cosz f(0)=1

f'(@) = —sinz  f7(0)=0
f”/<ZL') — — COST f///( ) -1
f(z) =sinx f70)=0

Aixi, f25(0) = 01 f24+1(0) = (—1)*.
f2k+1(0) bl 373 ZIZ'5 . :L.Qk-‘rl

T————=+...+(-1) T

P2k+1($):f(0)+f,(0)93+---+(2k+1)!$ - 31 5l

Definicié 6.1.2. Sigui f derivable n vegades a un interval [ i sigui @ € I. Diem resta de
Taylor d’ordre n de la funcié f al punt a:

Ro(z) = f(x) = pa(e) = f(x) =)

(x —a)’ (6.1.9)

El terme de la resta es pot veure com l'error en aproximar f pel polinomi de Taylor de grau n
a I’entorn a.

Definici6 6.1.3 (Formula de Taylor). Sigui f derivable n+1 cops a un interval I. Pera a,x € I
es té

f
f(x) = po(2) Z 7+ Ry(x), (6.1.10)
i existeix c entre x i a tal que

Ro(z) = (f:jr (10))! (z — a)™*L. (6.1.11)

Aquesta darrera expressio R, (z) s’anomena resta de Lagrange.

Observacio 6.1.3. Tal i com és d’esperar, aquest terme d’error disminueix a mesura que x s’acosta
a a i n creix. Existeixen altres expressions de resta, el de Cauchy o també es pot donar una
forma d’integral.

Exemple 6.1.2.

1. f(x) =e€", amb a = 0. La resta de Lagrange té la forma, per algun valor ¢ entre 0 i z:

_ f(n+1)(c> ntl _ € n+1
Bul@) =™ T

i aix0 dona lloc a la férmula de Taylor
2 n
x

€
=1 = =
e” —|—x—|—2|+ R PN

Cc

"t (6.1.12)

2. f(x) =sinzia=0. Mirem la formula de Taylor per a grau 2k (parell).

f(2k+1)(c) 2%k+1 (‘UkCOSC 2k+1

R L\ — ) e
() = g k+ 1l "
1
3 2P p2k-t (—1)kcosc
-4+ —1)k1 2k+1
sine=r— gt gt A it @ ¢
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6.2 Aplicacions

6.2.1 Calculs aproximats

Aproximem un valor de f (el qual no sabem calcular) per a un valor p,(x) triat de manera que
lerror comés en l'aproximacio (el terme de resta) sigui menor que la precisié que ens demanen.

Exemple 6.2.1. Calculem e amb un error de 107*. Considerem la funci6 exponencial f(x) = *
i la formula [6.1.12] Aproximarem e = f(1) per p,(1) cometent un error que controlem amb
R,(1). Fem-ho:

1 1 e 3

PO =@ =le—1=1=g == BCESIRCESIk

ja que ¢ € [0,1]. Aixi doncs, triem n tal que ﬁ < 107%. Aleshores, podem assegurar que

=141+ s 42
Puit) = 2 T
aproxima f(1) = e amb un error menor que 10~*. Cal, doncs:

1 1
(n+1)!>30000 = 127 = Py(1) =141+ 4.+ =2 718554,

6.2.2 Desigualtats

Si podem determinar el signe de terme de resta R, (x) tenim una desigualtat entre la funcio f(x)
i el polinomi de Taylor p,(z), és a dir,

f(z) < pu(z), quan R,(z) <0, (6.2.1)

f(x) = po(x), quan Ry(z) >

Exemple 6.2.2. Demostrem que

22
cosx > 1— 5 Vo € (—m,m).

Primer desenvolupem per f(z) = cosx a l’entorn del 0 obtenint

2 .
r® sinc 4

cost=1——+ —=x
> T
on ¢ és un punt intermig entre 0 i z. Aleshores, sin ¢ té el mateix signe que sin x, que és el mateix

que x i, per tant, que x3. Tot plegat, (sinc)z® > 0 i aixi acabem.

6.2.3 Calcul de limits

Algunes de les indeterminacions que hem treballat fins ara es podem resoldre de manera senzilla
utilitzant el fet que el polinomi de Taylor d’ordre n de f al punt a té ordre de contacte superior
an amb f. Escrivim:

f(@) = pn(2) + offx — al"), (6.2.3)
on o(|z — a|)" indica un terme tal que

T ) Y (6.2.4)

T—a |x — a,|”
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Exemple 6.2.3.

1. Calculem lim,_, m_;# Utilitzem el desenvolupament de sin x
3
. x
sing =2 — o + o(|z]?).
Aixi, tenim
. 3 3
g £ SmE (z —5) +o(|z]?) fim 1 ofz]’)
=0 g3 2—0 x3 z—0 3! x3
2. Calculem lim,_,q j;ffi‘; . Sabem que

22

cosx =1— 5 + o(|z]?),
22

ef=1+4+x+ 5 + o(|z|?).

Aixi,
x? 1 o|x|?
lim 5 = lim L s =1
x—0 ;L‘_ —|—0(|gj|2) :1:%0} 0(|ZL’| )
2 2 2

o7

La unicitat del polinomi de Taylor permet obtenir el desenvolupament de funcions que sén

composicions de funcions conegudes. Per exemple, calcularem

3
e —1— gt

lim —
20 sinz
tenim que
& =14z+0(z) = ¢ =1+2°+o(|z]),
: z° 3 2 o a° 6
s1nz:z—§+o(|z| ) = sinz® ==z _€+0($ ).
Aixo dona
e’ —1—2* 1+ +o(lrf)—1-2" | P +o(zf)

lim —— = lim = lim

@—0  sin a2 20 x? — %6 + o(x%) v=0 2% + o|z[?)
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