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Introduccio

I prove a theorem and the house expands:

the windows jerk free to hover near the ceiling, the ceiling floats away with a sigh.
As the walls clear themselves of everything but transparency, the scent of
[carnations leaves with them. I am out in the open

and above the windows have hinged into butterflies, sunlight glinting where
[they ve intersected.

They are going to some point true and unproven.

Rita DOVE, Geometry

Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint l'ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,
seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els

encapgalaments de cada pagina:

1. el namero de I'altim capitol/secci6/subseccio, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);
2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, «Divisibilitat i nombres primers»);
3. el nom de l'tltima secci6/subsecci6 de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);
/. el nimero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiliestio es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el color de la seva capgalera corresponent
(per exemple, 1.2.3).
A més, hi ha una taula, la taula de continguts. En aquest sentit, tal com acabem de dir,
es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per poder treballar de manera
més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. D’aquesta manera, si busqueu
una definicio, un teorema... podreu distingir que estan destacats amb colors diferents (ara els
introduim) i trobar-los molt rapidament:
1. Teoremes, proposicions, lemes, corol-laris, propietats, conjectures, processos i exercicis

tindran aquest format (capgalera destacada amb color gris fosc):

Teorema. Compte! L’enunciat del teorema també sera en cursiva! Jove xef, porti whisky

amb quinze glagons d’hidrogen, cot!
2. Les definicions i notacions tindran aquest format (capgalera de color gris clar):

Definici6. Aqueix betzol, Jan, comprava whisky de figa.
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5. Les remarques i exemples tindran aquest format:
Observacio. Zel de grum: quetxup, whisky, café, bon vi; jal

Després de molts anys fent-ho malament, ara sol quedaran numerades aquelles equacions a les
quals em referiré més endavant. Es la filosofia dominant en la majoria de textos matematics (té
nom i tot, es diu la regla d’Occam).

Per ultim, m’estalviaré de comentar 'index terminologic perque el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests

apunts, els he fet amb tot 'amor del moén. Sort!

Mario VILAR
Sitges, Barcelona
2 d’agost de 2023
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Elements basics de la geometria projectiva lineal

Identifiquem el pla aff real amb el pla x = —1 dins I'espai afi R®. L’ull del pintor a 'origen de
coordenades O. Un punt A qualsevol del pla x = —1 es pot identificar amb la recta que passa
pels punts A i O. Aixi doncs, cada punt del pla afi determina tinicament una d’aquestes rectes.
I viceversa, si tenim una recta per O, podem pensar que representa el punt de tall amb el pla
x = —1. Aleshores, si pensem el pla projectiu com les rectes per O, hem completat el pla z = —1
amb les direccions del pla x = —1; és a dir, les rectes paral-leles al pla x = —1 que passen per 0
(que son les rectes del pla = 0, corresponen a punts nous.

Al llarg del curs es considera fixat un cos base K. L’eleccié de K no té rellevancia fins que entrin

en joc les formes quadratiques, quan sera convenient reduir-se a R o C.

7

Figura 1.1: Les vies del tren com a exemple de projeccié.

1.1
ESPAI PROJECTIU

Definicié 1.1.1 (Espai projectiu). Un espai projectiu sobre un cos K és una tripleta P =
(P,E,7), on P és un conjunt, £ és un espai vectorial sobre K i 7 : E'\ {0} — P és una
aplicacio.
1. 7 és exhaustiva,
2. Per a tota parella de vectors u,v € E \ {0}, 7(u) = 7(v) <= wu,v sén proporcionals, és
a dir, (u) = (v).

La dimensié de P és dim FF — 1.

Definici6 1.1.2 (Punt). Els elements de P els anomenem punts. Si p és un punt i p = [u] direm

que el vector u representa el punt p. Notem que 7 !(p) = (u) \ {0}.

Notacié 1.1.3. Donat u € E, tal que 7(u) = p, escriurem [u] = p. Si 7(u) = 7(v), equivalent-

ment ho denotarem per [u] = [v].

Exemple 1.1.4.
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. Podem considerar P = () com un espai projectiu de dimensi6 —1: P = (), {0}, 7).

Ezemple paradigmatic. Sigui E un K-espai vectorial. Definim P(E) com ’espai projectiu
P(E) = {rectes vectorials d’E'}. Les rectes vectorials son aquelles que passen pel neutre
d’E i son subespais d’E de dimensio 1. L’aplicacio 7 : £\ {0} — P(E) assigna u al
subespai generat per u, (u). Aleshores, (P(E), E, ) és un espai projectiu de dimensio6 n,
que normalment denotarem amb P(E).

Un cas particular de 'anterior exemple consisteix en considerar el K-espai vectorial £ =
K"+, En aquest cas, posem P(E) = Py.

. En el pla afi real A% fixem un punt O i posem P = {rectes per O}, o sigui P és el feix de

rectes per O. Definim:

m: R2\{0} — P
u — recta O + (u)

Aleshores, (P, R?, ) és un espai projectiu de dimensi6 1.

Observaci6 1.1.5.

1.

2.

L’espai afi és una tripleta A = (A, F,¢), on F actua sobre A i Vp € A es dona que la
restricci6 ¢, : F© — A amb l'assignacié u — p + u és una bijeccio. En canvi, si prenem
I'espai projectiu P = (P, E, ) tal que 7 : E\ {0} — P mai no és una bijecci6. Aixo és
perqué donat un punt g qualsevol de P, si v € 7~!({q}), aleshores 7~'({q}) = (v) \ {0}.
Al seu torn, hi ha una certa indeterminaci6 de la representacié algebraica dels punts
p = [u] = [Mu] per a tot A € K*.

Si el cos K és infinit, cada punt té una infinitat de vectors que el representa.

1.2
VARIETATS LINEALS I FORMULA DE GRASSMANN

D’ara en endavant, considerarem (P, E, 7) de dimensi6 n (i.e. dimE =n+ 1).

Definicié 1.2.1 (Varietat lineal). Una varietat lineal L C P = (P, E, 7) és un subconjunt de P
de la forma L = w(F'\ {0}) on F' és un subespai vectorial d’E. Definirem dimL = dim F' — 1

i escriurem L = [F]. Les varietats de dimensio 0 son els punts. Anomenem rectes a les de

dimensi6 1 i hiperplans a les de dimensié n — 1.

Lema 1.2.2. Sigui L = [F] una varietat lineal. Aleshores, l'antiimatge per m de L és F'\ {0}.

Demostracio. Per teoria de conjunt tenim sempre la inclusio:

7 (L) =7 (r(F\{0})) > F\ {0}.

Per demostrar la inclusi6 contraria considerem un vector u € 7~ 1(IL) que necessariament sera

no nul. Per definici6, m(u) = [u] pertany a la imatge de F'\ {0}; per tant, existeix un vector no

nul v € F tal que [u] = [v]. Per la definici6 d’espai projectiu tenim que u,v sén proporcionals;
per tant, u € F'\ {0}. [
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Corollari 1.2.3. SiL = [F], F esta univocament determinat per L.

Observaci6 1.2.4.

1. Les varietats lineals son també espais projectius L. = (L, F,7|p\f0y). De fet, [Fi] C
[F,] <= F, C I, fent imatge i antiimatge respecte de .

2. Les propietats que coneixem dels subespais vectorials impliquem les propietats respectives
de les varietats lineals projectives. Per exemple, si [Fi] C [F] i dim[F;] = dim[Fy],
aleshores [F}] = [F3]; si una varietat L esta continguda en una altra M, aleshores dim L. <
dim M i si la inclusié és estricta aleshores la desigualtat de dimensions és també estricta,
etcétera.

Proposicié 1.2.5. La interseccio de dues varietats lineals [F1] i [Fy] €s la varietat lineal [Fy N Fy),
és a dir,
[Fi|N[F] =[FNF).

Més en general, si [F;],i=1,...,r son varietats lineals, aleshores:
[FiNn...n[F]=[FnN...NF].

Demostracio.
= D’esquerra a dreta, si x € [F}] N [Fy], aleshores existeixen u; € F; representant el punt x.
En particular [u;] = [ug] i per la definicié d’espai projectiu g, us sén proporcionals. Per
tant u; € Fy N Fyix € [Fy N EFy.
<  En direcci6 contraria, com que Fy N Fy C F; aplicant 7 tenim que [F} N Fy] C [F;] 1 per
tant [Fy N Fy] C [F1] N [Fy).
El cas de r varietats lineals s’obté aplicant iteradament el resultat de dues varietats i aplicant
I’associativitat de la interseccié de subespais vectorials. |

Definicié 1.2.6 (Varietats disjuntes). Notem que si F} N Fy = (0), aleshores la interseccio de
[F1] 1 [F3] és la varietat lineal () (de fet, és condici6 necessaria i suficient). En aquest cas, diem
que F i Fy son disjuntes.

Definici6 1.2.7 (Suma de varietats lineals). La suma de varietats lineals [F1], [F3] és la varietat
lineal més petita que les conté les dues. La denotarem per [Fi]V [Fy] o també [Fy] + [F]. Sovint

direm que és la varietat lineal generada per [Fi]| i [F].

Proposicié 1.2.8. La varietat lineal suma és la varietat lineal associada al subespai suma. Es
a dir, donades dues varietats lineals [F1], [Fy], tenim que [Fy|V [F3] = [F1+ F3]. A més a més, la
suma de varietats lineals és associativa i si [F;] ambi=1,...,r, son varietats lineals, aleshores:

=1

r

\/[Fi]:[Fl]\/"'\/[Fr]:[F1+---—|—FT]:

=1




1.2 Elements basics de la geometria projectiva lineal

Demostracio. Com F; C Fy + Fy, la varietat lineal [Fy + Fy| conté les dues varietats lineals.
Anem a veure que és la més petita: si [G] conté [Fi] i [F3], aleshores F; C G i com Fy + Fy ¢és
el subespai més petit que conté F; i Fy, tenim que Fy + F» C G. Per tant, [F} + Fy] C [G].
L’associativitat de la suma de varietats lineals és un reflex directe de ’associativitat de la suma
de subespais vectorials. Aleshores, el cas de r varietats lineals s’obté aplicant iterativament el
resultat de dues varietats i aplicant ’associativitat. |

Observacio 1.2.9. Una aplicaci6 tutil d’aquesta proposicié és la segilient: considerem r punts
pi = [w;] 1 pensem en p; com en una varietat lineal de dimensi6 0. Aleshores:

k

\/pi = \/lu] = \/[(wi)] = [{uo) + - + (wn)] = [{uo, ..., ui)]-

=0 1=0

Teorema 1.2.10 (Formula de Grassmann). Siguin [F] i [G] dues varietats lineals en un espai
projectiu. Aleshores:

dim([F] V [G]) + dim([F] N [G]) = dim[F] + dim[G].

Demostracio. Recordem la formula de Grassmann per a subespais vectorials: dim(F + G) +
dim(F NG) = dim F 4+ dimG. Com que [F]V [G] = [F+ G] i [F]N[G] = [F N G] obtenim
dim[F + G| + dim[F N G] = dim[F] + dim[G]. Aleshores, com dim([A]) = dim A — 1 per a tot A

subespai vectorial, ens queda:

dim(F+G) - 1+dim(FNG)—1=dimF —dimG — 1
s dim(F + G) — dim(F N G) = dim F + dim G.

la formula de Grassmann ja coneguda i demostrada. ]

Exercici 1.2.11. Sigut P un espai projectiu. que conté tres plans my, 7o, w3 de manera que P =

m V my V w3 i no existeir cap recta que talli simultaniament my, my, w3. Calculeu la dimensio de

P.

Demostracio. El fet que 1 Ny N 3 no sigui una recta, no vol dir que sigui el buit. A més, els
plans son diferents, ja que si no ho fossin, tindriem una recta que talla simultaniament els tres

plans. Apliquem Grassmann per a trobar la dimensio:

dim(P) = dim(7m; V mo V m3) = dim(m; V mg) + dim(73) — dim((m; V 72) N 73)
=6 — dim(m Nmy) — dim((m V ma) N 73).

SigemNmip € ms, tenim que p V ¢ talla els tres plans, de manera que m; N = (). D’altra
banda, sip € (my Vm) Nas, p € m Ve ip € m3. Aixo vol dir que p € p; V po, tal que
p1 € m 1 py € m; és a dir, hi ha una recta que talla els tres plans (perqué p € m3). Per tant,
(m1 V ma) Ny = 0. |
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Exemple 1.2.12.

e Sigui L = [F| una varietat lineal de di-
mensio6 k i sigui p un punt. Observem que
pNLéspsipeLifsipéeL. Supo-
sem que p ¢ L. Aleshores, dim(L V p) =
dimL 4+ dim P —dim(pNL) =k + 1. En
efecte, apliquem el teorema a L i p: a la
dreta de la igualtat queda k i a ’esquerra
dim(L V p) + (—1), jaque LNp = 0.

e Un cas particular de I’anterior és quan L. =
¢, g un punt. Si p # ¢, pV ¢, la suma de
dos punts diferents, és una recta.

e Siguin r, s dues rectes diferents en un es-
pai projectiu P de dimensi6 2. Aplicant la
formula de Grassmann tenim que dim(r V
s) + dim(r N's) = dimr 4 dims. Notem
que rV s implica que r, s C rV s; per tant,
dim(rVvs) > 1. Siés 1, ésquer =rVs =s
(en aquest cas, r =s=rVs=rnNs. Si
r#s,dim(rvs)>1,icomrVsté com a
molt, la dimensi6 de I’espai projectiu que
la conté tenim que dim(r V s) = 2. Obte-
nim la conseqiiéncia que dim(r N's) = 0;
és a dir, dues rectes del pla projectiu sem-
pre es tallen, no existeixen les rectes pa-
ral-leles. m

e Si L iM sén dues varietats a P tals que
dim L + dim M = n, aleshores L. N M # ().

e Si ara agafem dos plans m, 7 C P4, tenim Figura 1.3: Tercer exemple.

que dim(m; N mp) = dim(m) + dim(m) —
dim(m; V m3). Si dim(m; V mg) = 3, alesho-
res, dim(m; Nmy) = 1. Ara, siguin £y, s C
P3. Un altre cop per Grassmann, dim(¢; N
dim(¢; Vly) = 2, aleshores dim(¢;N¢y) =0
i /114y sOn coplanaries.

1.3
INDEPENDENCIA LINEAL DE PUNTS

La féormula de Grassmann permet introduir de manera geométrica la nocié d’independéncia lineal
de punts. La idea intuitiva és que dos punts sén linealment independents si soén diferents, tres
si cap d’ells pertany a la recta que generen els altres dos, etcétera. Per expressar millor aquesta

idea introduim la segiient definicié.
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Definicié 1.3.1 (Generaci6é d’una varietat lineal a partir de punts). Diem que els punts po, . . . , px
generen la varietat lineal L si L. = py V- - - V pr. Un conjunt de punts és linealment independent

si els punts generen una varietat lineal de la maxima dimensié possible.

Definicié 1.3.2 (Punts linealment independents). Diem que una col-lecci6 de k+1 punts py, . . . , Pk

son linealment independents si dim(py V - -+ V pi) = k.

Proposicio 1.3.3. Sigui py, ..., pr una col-leccio de k + 1 punts de l’espai projectiv. Son equi-

valents:

1. po, ..., Pk son linealment independents (i.e. dim(py V -+ V py) = k).

2. pidpoV -V pi—q peratot 1 <i<k.

3. Suposem que els vectors u; representen p;, respectivament (aixo €s, p; = [w;] per a tot i).
Aleshores, ug, ..., u, son vectors linealment independents.

Demostracio. Demostrarem que el primer apartat es compleix si, i només si, es compleix el segon
i, a la vegada, el segon es compleix si, i només si, ho fa el tercer.
1< 2 Usant la formula de Grassmann, tenim que per a tot 4, dim(py V -+ -V p;) = dim(pg V - - - V
pi—1) + €i, on & és 0 o 1 segons si el punt p; pertany o no a pg V --- V p;_1. Per tant, la
dimensi6 de pg V ---pi és k si, 1 només si, per a tots els ¢ tenim ¢; = 1, que és el mateix
que dir que es compleix el segon apartat.
2 < 3 Recordem que po V -V pp = [(ug, . .., ug)l:

poV Vg = [ug) V-V ug] = [(uo)] V-V [{ug)] = [(uo) + - + (up)].

Per tant, els punts son linealment independents si, i només si, dim({ug,...,u;)) = k+ 1

que equival a la independéncia lineal dels vectors. |

Observacio 1.3.4. La proposicié anterior ens diu que la nocié geométrica d’independéncia
lineal de punts i la noci6 algebraica d’independéncia lineal de vectors (els representants dels
punts) coincideixen. D’altra banda, la nostra definicié no depén de I'ordre amb qué es considerin

els punts.

Corol-lari 1.3.5. Una subcol-leccio d’una col-leccio del punts linealment independents és line-

alment independent.

Demostracio. En efecte, siguin py,...,pr punts linealment independents. Com que la noci6
no depén de l'ordre, podem suposar, reordenant, que la subcol-lecci6 que estem considerant és
Do, - -+, Pr- Aleshores p; € po V...V p;_1 peratot i =1,...,k 1 per tant el mateix és cert per a
tot ¢ =1,...,r i per la proposicié anterior py, ..., p, son linealment independents. [ |

Definicié 1.3.6 (Varietats suplementaries). Dues varietats lineals I i M sén varietats suple-

mentaries si se satisfan com a minim dues de les propietats segiients:

1. LV M és tot I'espai projectiu.
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2. LNnM=9.
3. dim(L) + dim(M) = n — 1.

La noci6 de varietats suplementaries és la versié geométrica de la suma directa de subespais. En
efecte, suposem que E és I'espai vectorial associat a ’espai projectiu i posem L = [F], M = [G].
Aleshores, la primera condici6 equival a qué F'+ G = E' i la segona, F NG = (0);
F+G=F)| . [dmF=dmL+1
{Fﬁ G= (0)} : {dimG = dimM + 1}
— dimF +dimG =dimL+dimM+2=n+1=dim£FE.

En definitiva, si I i M sén suplementaris a P = (P, E, ), aleshores F' & G = E.

Proposicio 1.3.7. Sigui L una varietat lineal de dimensio k. Aleshores:

1. Emsteixen k + 1 punts linealment independents p; tals que I = po V -+ -V p.
2. Existeir una varietat lineal M tal que I« Ml son suplementaries.

Demostracio.

/. Expressem L com [F], on F és un subespai de dimensi6 k + 1. Sigui wy, ..., u; una base
de F iposem p; = [u;],i = 1,..., k. Aleshores, L = [F]| = (ug) + - - - + (ug), 1 aixo altim és
igual a pg V- -V pg.

2. Usem el raonament anterior i posem IL com a varietat lineal generada per certs punts p;.

Siguin u; vectors representant els punts p;. Aleshores, ug, ..., u; son linealment indepen-

dents i podem ampliar fins a una certa base wug,...,u, amb n — k vectors. Aleshores,

definint F' = (ug, ..., ug) 1 G = (Ugy1,...,u,) tenim que £ = F & G i L = [F]. Per tant,

L i M = [G] s6n suplementaries. |
1.4

FIGURES LINEALS

Una figura lineal és una col-lecci6 finita de varietats lineals. Per exemple, un triangle el podem
pensar com la figura lineal donada per tres punts linealment independents o per tres rectes no
concurrents dins d’un pla. Per no haver de distingir casos, el que farem és pensar el triangle
com la figura lineal formada pels tres punts (o vértexs), les tres rectes (o costats) i el propi pla
que els conté (que normalment s’omet). De la mateixa manera, un tetraedre és la figura lineal
formada por 4 punts linealment independents py, ..., ps i totes les varietats lineals que contenen
aquests punts: les arestes p; V pj, les cares p; V p; V py, 1 la varietat lineal de dimensi6 3 generada

pels 4 punts.

Definicié 1.4.1 (k-simplex). Un k-simplex és la figura lineal formada per k+1 punts linealment
independents i per totes les varietats lineals generades per subcol-leccions d’aquests punts. Diem
cara de dimensi6 i a la varietat lineal de dimensi6 ¢ generada per ¢ + 1 punts dels punts inicials.
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Definicié 1.4.2 (Quadrivertex). Un quadrivértex és una figura lineal en un pla projectiu for-
mada per quatre punts pi,...,ps no tres d’ells alineats i les sis rectes rectes p; V p;. Observem
que aquestes sis rectes s'intersequen en set punts dels quals quatre sén els punts p; inicials. Es un
exercici senzill veure que els tres punts nous séon linealment independents i per tant determinen

un triangle al que anomenem triangle diagonal del quadrivertex.

Figura 1.4: Representacio d'un quadrivértex (en discontinu, el triangle diagonal).

Definicié 1.4.3 (Quadrilater complet). Un quadrilater complet és una figura lineal en un pla
projectiu formada per quatre rectes [; no tres d’elles concurrents (anomenats costats) junt amb
els sis punts /; N, on es tallen anomenats verters. Diem que dos vertexs sén oposats si no estan
en un mateix costat. Els tres parells de vertexs oposats determinen un triangle que anomenem

triangle diagonal del quadrilater complet.

1.5
PROJECTIVITATS

Les aplicacions lineals entre espais vectorials indueixen transformacions entre els espais projectius
associats. Més precisament, donada una aplicacions lineal f : Fy — E, entre espais vectorials

podem definir:
12 P(E1) — P (E,)
wo = [fI([u]) = [f ()]
Observem que si u i v representen el mateix punt (o sigui [u] = [v]) aleshores f(u) i f(v) sén

proporcionals per la linealitat de f, per tant [f(u)] = [f(v)] i la definici6 no depén d’eleccions.

Observacio 1.5.1. Tot i aixi hi ha un aspecte que hem passat per alt: es podria donar el cas de
que f(u) = 01 aleshores [f(u)] no tindria sentit. Per evitar aixd posarem restriccions a 'aplicacio
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lineal f. Seria suficient demanar que fos injectiva (recordem que és equivalent a demanar que
ker(f) = {0}), pero vist els tipus d’exemples que volem tractar anirem més enlla i demanarem

que sigui bijectiva, és a dir un isomorfisme. En particular, dim F; = dim E.

Definicié 1.5.2 (Projectivitat). Siguin Py = (Py, Eq,m1) 1 Py = (Py, Ey, mo) dos espais projec-
tius de la mateixa dimensié n. Una projectivitat entre ells és una aplicacié ¢ : Py — Py tal que
existeix un isomorfisme f : By — B | ¢([u]) = [f(u)], per a tot vector no nul u € Ey. També
podem escriure (m(u)) = ma(f(u)); és a dir, que el diagrama segiient commuta:

Elf}EQ

Lol

Pl %PQ

Figura 1.5: Diagrama de projectivitats

Observaci6 1.5.3.
e Volem una aplicaci6 lineal f entre E; i Es i també ¢ : Py — P, tal que pom =m0 f,
conseqiiéncia que deriva directament de la linealitat d’f i les propietats de les projeccions
Ty, Mo.
e Per demostrar que ha de ser injectiva: sigui v € ker(f), tal que v # 0. Aleshores, p([v]) =
[f(v)] = [0] i aixo no esta definit, de manera que hem arribat a una contradiccié i ker(f) =
{:O}.
e Es facil comprovar, usant que f és un isomorfisme, que ’aplicacié ¢ és bijectiva.
e Donada una projectivitat ¢, 'isomorfisme f és tnic llevat de multiple; per aixo, posarem
v =[f]
En efecte, si tinguéssim dos isomorfismes f, g amb ¢([u]) = [f(u)] = [g(u)], aleshores f(u) i
g(u) serien sempre proporcionals. Una altra forma de dir el mateix és que tots els vectors de

1

E; son propis per a laplicacié h = g~ o f. Es un resultat ben conegut d’algebra lineal que els

tnics endomorfismes que tenen tots els vectors propis son les homotécies. Per tant, h = A - Id i
f=2Xg"

Com f és isomorfisme de F; — Fjy, per tot vector v € E7 no nul es dona que f(v) és no nul i,
per tant, representa un punt p’ en I'espai d’arribada. En aquest sentit, la imatge d’un multiple
no nul d'v Av és f(Av) = Af(v), encara un representant del punt p’. Aixi, [f(v)] és un punt que

depén tnicament de p = [v] i no en el seu representant v.

Proposicio 1.5.4. Donada una projectivitat com a la definicid es tenen les propietats segiients:

1. La wdentitat és la projectivitat associada a la identitat entre espais vectorials.

2. La composicio de projectivitats és projectivitat. Més concretament [f] o [g] = [f o g].
1 Com que tots els vectors séon propis, en particular ho sén els d'una base (eq,...,e,); és a dir, h(e;) = \e;.
Com que eg + - - - + e, també és propi, h(eg + -+ e,) = AMeg + - -+ + e,,). Aleshores, el fet que els e; siguin
linealment independents implica que A = A\g = --- = \,,. Per tant, h és una homotécia.
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3. La inversa de la projectivitat [f] és la projectivitat [f~1].
4. Sigui . = [F| una varietat lineal de Py de dimensid k, aleshores ¢(L) = [f(F)]. En

particular la imatge de L també és una varietat lineal de dimensio k.

N

. Les imatges de punts linealment independents son linealment independents (i les imatges
de punts linealment dependents son linealment dependents).

Demostracio. El primer apartat es dedueix de la definicio:

v =[f1= = Nde[f] =[Id]o[f] = [f].

Per al segon apartat, observem que:

([T lgD((ul) = [F1g)([u])) = [f1(g(w)]) = [f(g(w)] = [f o g][ul.

L’apartat tres és conseqiiéncia dels dos anteriors. Per provar el quart observem que els punts de
©(L) = [f][F] son, per definicid, els punts de la forma [f(u)] on u € F, per tant tenim la igualtat.
Per provar 'altim, siguin ara p; = [u;],7 = 0,..., k punts linealment independents, aleshores els
vectors u; son linealment independents. Com que f és un isomorfisme també els vectors f (u;)

son linealment independents. Per tant [f (u;)] = ¢ (p;) son linealment independents. [

De la quarta propietat s’obté que les projectivitats envien les interseccions de varietats lineals a
les interseccions de les varietats lineals imatges, el mateix per a les sumes de varietats lineals i,
a més, que respecten les inclusions. Tot aixo se satisfa perqué les propietats analogues per als

subespais vectorials i les aplicacions lineals sén certes.
Proposicié 1.5.5. Siguin f,g: Ey — E5. Si [f] = |g], aleshores f = Ag.

Demostracio. Sigui eq, ..., e, una base de Fy. Per definicié podem fer [f(e;)] = [f][e:] = [g]]e:] =
[9(e;)], de manera que f(e;) = \;g(e;), per a tot i = 1+ n, on A\; poden no coincidir entre ells,
pel que a priori no es compleix 'enunciat. Considerem, pero, [f(e; + -+ €,)]:
_ [f(er) +---+ flen)] = [flen)] = [Magler) + -+ + Anglen)]
st +-re ={ e, Tl YA L ) e
= Aglen) + -+ Anglen) = Agler) + -+ +g(en)) = Agler) + - -+ + Aglen).

Hem usat que, com f, g son isomorfismes, eq, . .., e, base de E; ho éssi, i noméssi, g(e1), ..., g(e,)
és base de Fy?. Hem obtingut que A = A\; = --- = \, i, en efecte, [f] = [g] implica f = \g per a
cert A € K. [

Definicié 1.5.6 (Perspectiva de centre M). Siguin dues varietats lineals L1, Ly diferents i de la
mateixa dimensio k en un espai projectiu fixat (P, £, 7) de dimensi6 n. Sigui M una varietat
lineal suplementaria de Iy i Ly; és a dir, dim M = n—k—11 M NL; = . Anomenem perspectiva

de centre M a I’aplicacio:
©M - Ll — LQ
p — (pvVM)NL,

2 i, amés, [gler +---+en)] = [gler) + -+ glen)]-

10
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Proposicié 1.5.7. L’aplicacio @y esta ben definida (és a dir, (pVM)NLy és un punt) i és una

projectivitat.

Demostracio. Hem de trobar f : Fi — F; lineal tal que ¢ = [f]. Implicitament, hem de veure
que ¢ esta ben definida; és a dir, que la imatge d’un punt és un punt, recta-recta, etc. Observem
que p ¢ M (ja que M no talla IL; i p és un punt de L), per tant la dimensi6 de MV p és n — k
(una unitat més que la de M). D’altra banda, M V L, = P per ser suplementaries i, per tant,
també P = M VpVILy O MVIL, Aixi doncs, dimM V pV Ly = n. Usant la formula de
Grassmann tenim que dim(M Vp)NLy=n—k+k—n=0.

Per veure que la perspectiva és una projectivitat usem la notacio segiient: L; = [F;] i M = [G].
Per hipotesis F = F; ® G. Donat un vector u; € Fi el descomponem tinicament usant la suma
directa E = F, ® G en uy = uy + v. Es facil veure, usant la unicitat de la descomposicio, que
Paplicacio f: Fy — Fy, f (u1) = ug és lineal.

Volem veure que Au+w —— Af(u)+ f(w). Sigui Au+w € Fy i prenem v = v+ ug i w = 2+ wy,
v,z € G 1 ug,wy € F5. Per tant:

M4 w=Av+ug) + 2+ wy — Ao+ 2+ Aug + wy .
G F
S €Fy

L’aplicaci6 lineal f també es pot veure com la composicié dels isomorfismes:
F1 — E/G — FQ,

provinents del fet que F = F; & G implica que F; = FE/G (I'aplicaci6 esta definida per la
composicio F;, — E — E/G, el nucli és F; N G = {0} i tots dos espais tenen la mateix

dimensio).

Veiem finalment que [f] coincideix amb la perspectiva ¢y : en efecte, sigui p = [u] € Ly,
aleshores [uy] € Ly 1 també [ug] = [ug — v] € [(u1) + G] = MVp. Per tant py(p) = [us] = [f (u1)]
i om = [f]. u

Observacio 1.5.8. De la demostracio, pot semblar que ’aplicacio lineal f associada a ¢y és
unica, perd hem vist que només ho és llevat de constant. Aixo ve del fet que hem escollit
descompondre el vector u; a Fy @ G, perd haguéssim pogut triar el vector \u; amb A € K*
fixada. En efecte, la inclusi6 F} — FE no és unica, ja que podem triar u; — Au;. I com

[Auq] = [wy], és a dir, Ly = [F}] = [A\F1], la inclusi6 u; — u; deixa de ser privilegiada.

1.6
EXERCICIS FINALS

Exercici 1.6.1. Siguin V, W wvarietats lineals suplementaries de P* (VVW =P* VW =0).
Demostreu que per a qualsevol punt p ¢ VU W, existeiz una inica recta que passa per p i talla
VaiWw.

11
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Exercici 1.6.2. Es consideren en un espai projectiu P" de dimensio n tres rectes lq, o, l3 dis-

Jjuntes dues a dues. Demostreu que:

1. dim (I; ViIy ViI3) =5 si i només si no existeix cap recta l tal que IN1; # 0,1 =1,2,3.

2. dim (I3 Vip Vi3) = 4 si i només si existeiz una unica recta | tal que IN1; # 0,i=1,2,3.

3. dim (I3 VI V13) = 3 si i només si existeizen al menys dues rectes | tals que LN 1; # 0,1 =
1,2,3.

Demostracio. Primer fem una petita observacié sobre que les rectes son disjuntes dues a dues,
que per tant dim (l; V Lg) = dim (l;) + dim (l3) —dim (3 Nly) = 1+ 1 — (—1) = 3. Per tant
dim (I, VIp Vi3) = dim(l; Vi) + dim (I3) — dim ((l, Vi) Nil3) = 3+ 1 —dim (({; VIp) Ni3).
Sabem que aquesta ultima dimensié dim ((/; V I3) Nl3) com a minim pot ser —1 (el conjunt

buit) i com a maxim pot ser 1, ja que dim (l3) = 11 (I3 Vi) Nl3 C I3. Aleshores tenim tres

possibilitats:
1. Sidim ((ly Vi) Ni3) = =1 <= dim(l; VIyVi3) =4 —dim ((l; VIy) Ni3) = 5 aleshores
si tenim que (I3 VIp) N3 = @ llavors no existeix cap recta que talli les tres rectes, si

existis, 1 fossin p; 1 ps els punts de tall respectius d’aquesta recta i [ i [, tindriem que
p1 Ve Cly Vi, pero com que (I3 V1) N3 = (), aquesta recta no tallaria I3 1 per tant no
existeix.

2.Sidim ((h Vi) Nily) =0 < dim(l; ViIgViz) =4 —dim((l; Vi) Nl3) = 4 per tant
(Iy Vi) Nl3 = {p} és un punt. Com que les tres rectes son disjuntes dues a dues, aquest
punt no pertany ni a [; ni a ly ja que p € I3 per definici6. Aleshores podem aplicar ’exercici
1.3, considerant que les dues varietats lineals suplementaries sén [; i Iy i per tant l'espai
total és [; V l5, tenim que existeix una tunica recta tal que talla [y, [ i passa per el punt p.
Com que només hi ha un punt que passa per I3 i que també esta a [ V I3, tenim que no hi
ha més rectes que tallin les tres rectes simultaniament.

3.Sidim (b Vi) Nily) =1 <= dim (4 Vip Vi) =4—dim ((I; V Iz) Nl3) = 3 llavors tenim
que I3 C 13 Vi ja que dim (I3) = 1. Com que son disjuntes dues a dues, aplicant 'exercici
1.3 considerant com ’apartat anterior, que les suplementaries son l; i Iy, agafem dos punts
diferents p, q € l3, aleshores existeixen dues rectes que tallen simultaniament les tres rectes
i aquestes dues rectes son diferents, ja que en cas contrari el punt p hauria de pertanyer a
la recta que passa pel punt ¢ i com que hem suposat que els punts eren diferents, tenim
que les dues rectes serien pV g = I3 ja que p, q € l3. Com que per hipotesi les tres rectes son
disjuntes arribem a una contradiccid, ja que [3 hauria de tallar les altres dues rectes. M

Exercici 1.6.3. Siguin 1,1, L3 tal que dimlL; = dimLy, = dimlLy = d ¢ L; C Ly V Ls,
LQ C Ll \/Lg ZLg C ]Ll \/LQ Demostrar que Ll ﬂLQ = ‘/12,]142 ﬂLg = ‘/23 Z]Ll ﬂLg = ‘/13 1

Demostracio.

12
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= Apliquem Grassmann: com L; C Ly V L3, dimL; V (L, V L3) = dim(ILy V L3), i aquesta
ultima és dim(Ly) 4+ dim(L3) — dim(ILy N LL3). Per tant, mirem Ly N Ls:

En general, dim(L;NL;), % # j tenim que és igual a dim(L;) +dim(L;) —dim(L; VL, VL) =
2d — d/, on d és dlm(]Ll V LQ V Lg)
< I3 té tres rectes concurrents no coplanaries [y, ls, I3 tal que [; Ny N l5 = 0. [ |

Exercici 1.6.4. Siguin Vi, Vs, Vs varietats lineals de dimensio tres de P° de manera que les tres
unions V; V V;, i # j, son hiperplans diferents dos a dos. Calculeu la dimensio de Vi N'Vy N V.

Demostracio. Por un lado, por Grassmann tenemos que para ¢ # j
dim (V; VV;) = 4 = dim (V;)+dim (V;)—dim (V; N V;) = 34+3—-dim (V; N V;) = dim (V; NV;) =2

y por lo tanto si i # j, las variedades lineales V; N V; son planos. Por otro lado, otra vez por
Grassmann y usando que dim (Vo N V3) = 2, obtenemos que

dim (Vi N Vo N V3) = dim (Vi) +dim (Vs (1 V3)—dim (Vi V (Va N V3)) = 342 —dim (Vi V (Va N V3))

Para calcular dim (V3 V (V2 N V3)) observemos que

Viv (VanVs) C (Vi VL)
Viv(VanVs) C(ViV V)

y por lo tanto tenemos que

}:mv(%m%)g(mm)mmvm

VicViv(VanVs) C(Vivip)n(Viv Vi)

de lo que se deduce que
dim (V}) < dim (V; vV (Vo N V3)) < dim (V; vV Vo) N (V3 vV V3)) =
= 3 <dim (V3 VvV (VonV3)) <dim ((V3 vV V3) N (V4 V Vi)
=dim (V3 VV3)+dim (V3 VV3) —dim (Vi VLoV ViV V) =444—-5=3,
donde dim (V; V V4, V VvV V3) = 5, ya que por hipdtesis V1V Vs y ViV V3 son hiperplanos distintos.
Por lo tanto, tenemos que dim (V; vV (Vo NV3)) =3y dim(ViNVaNV3) =3+2—-3=2. [
Exercici 1.6.5. Donats tres plans m,m, 73 de P" que es tallen dos a dos en tres punts no

alineats, proveu que existeix un unic pla ™ que talla 7,7, T3 en rectes.

Demostracio. Analitzem qué ens demana ’enunciat: la configuracié dels tres plans ens permet
dir que m Nme = {p1a}, m1 N3 = {p13} 1 o N w3 = {p23}, essent aquests tres punts linealment
independents (i.e. formen un triangle). Volem arribar a veure que m = p12 V p13 V peg. D’aquesta
manera, T N7 = {1, T Nmy = o 1 m N w3 = {3, totes elles rectes, tal com volem demostrar.

Suposem que existeix tal pla 7. Aleshores:
€1ﬂ€2 =nmNmNme C T NIy = {plg} — {plg} Cflﬂgg Cm — pip €.

Hem usat que, com (1, ¢, C 7w (la interseccié m N 7; és justament ¢;), ¢, N ¢y C w. Es pot raonar
analogament per a p;;, 7, j restants. Finalment, podem posar m = pia V p13 V pas. [ |

13
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Observaci6 1.6.6. Ho podem mirar al revés, sigui 7 el pla tal que m = p12 V p13 V po3 (com sén

tres punts no alineats, dim 7 = 2). Calculem 7 N 7y:

P12, P13 €M NT

= dim(7m; N7) = 1 (és una recta).
p12vpl3C7T1ﬂ7TC7T1} (m N ) ( )

Aqui hem usat dos fets. Primer, que pi2, p13 € 7 perqué pertanyen a les interseccions respectives
i p1o, P13 € T perqué ™ = p1a V p13 V pog (vaja, per definicio). Si la dimensio de m N7 fos 2,
aleshores m = 7y 1 pog € 7y, la qual cosa és absurda.

Pel que fa a la unicitat, sigui M un pla que talla 7, 7, 73 en rectes. Volem veure M = 7. Es
suficient demostrar que p;; € M per a tot ¢,j. Posem ¢; = M Nw; C M. En efecte, M és un pla
projectiu, pel que dues rectes en M s’han de tallar, i.e. {1 Nl € M ity Ney # 0.

Exercici 1.6.7. En un espai projectiu P es consideren tres varietats lineals A, B, C' disjuntes
dues a dues tals que dim A+ dim B+ dim C' = dim(AV BV C) — 1. Demostreu que existeir una
unica varietat lineal C' de P que compleix totes les condicions segiients:

1. Ccc,

2. dimC" =dimC + 1,

3. ANC'£0iBNC #0.

Demostracio. Sabem per Grassmann que dim(AVBVC) = dim(AV B)+dim C —dim(AV B)NC.
Com que totes son disjuntes dues a dues, en particular dim(A vV B) = dim A + dim B + 1.
Substituint, obtenim que dim(AV B)NC = 0 i, per tant, que (AV B)NC és un punt, que direm

p. Observem que p ¢ AU B?, de manera que podem aplicar 1.6.1 i existeix una tnica recta ¢ tal
quepel,lNA#DilNB+#(. Provem que C' = C V ¢:

dimC’ = dim C + dim ¢ — dim(C'N¢) = dim C + 1.

Per veure la unicitat, suposem que existeix C’ tal que ' = C V' i ' N C # (). Per una banda,
C'NA=piC"NB = p,y, de manera que ¢ = p; V py. De 'altra, prenem ¢ tal que ¢ € /N C' i
g€ CN(AV B). Acabem obtenint que p = ¢ i, £ = ¢, com voliem. |

3 si ho estigués, p € A o bé p € B (no podria estar als dos alhora perqué la interseccié és buida), perdo com
també p € C arribariem a contradiccié per la disjunci6é dos a dos.
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Coordenades projectives i rao doble

2.1
SISTEMES DE REFERENCIA PROJECTIUS

Definicié 2.1.1 (Referéncia projectiva). Una referéncia projectiva (o sistema de referéncia pro-
jectiu) en un espai projectiu P de dimensio n és una col-lecci6 ordenada de n+1 punts linealment
independents po, . .., pn = [ug), ..., [us] 1 un punt A, anomenat punt unitat, que satisfa la propi-

etat de no pertanyer a cap de les cares de I'n-simplex:
A¢po\/...\/@.\/...\/pm

per a tot ¢ = 0,...,n. Com uo,...,u, és una base d’E, posarem R = (po,...,pn; A) per a

denotar la referéncia. Anomenem vértexs de la referéncia als punts p;.

Definicié 2.1.2 (Base adaptada). Donada una referéncia projectiva R = (po, - .., pn; A) en un
espai projectiu (P, E, 7), diem que una base de F, e, ..., e, és una base adaptada a R si satisfa
les condicions segiients:

1. m(eg) = po, .-, m(€n) =pp i
2. m(eg+ -+ e,) = A (en altres paraules, imposem A = [pg+ -+ + py]).

Per deduir les coordenades d’un punt respecte a una referéncia R utilitzarem una base adaptada
i usarem les coordenades d’un vector que representa el punt en funcié d’aquesta base. Per aquest
motiu, hem de demostrar primer l'existéncia de bases adaptades.

Proposicié 2.1.3. Donada una referéncia projectiva R en un espai projectiv (P, E, ), tenim

que la base adaptada és unica llevat de constant:

1. Existeix una base ey, ..., e, de E adaptada a la referencia R.
2. St vg,...,0, €s una altra base també adaptada a R, aleshores existeix una constant A €
K\ {0} de manera que v; = Xe; per a tot i =0,...,n.

Demostracio.

1. Representem p; per vectors e, qualssevol: p; = [el]. Aleshores, com els punts p; son
linealment independents, tenim que ¢, ..., e, é una base de E. Sigui u un vector tal
que A = [u],u € E, aleshores podem posar u = ape, + ... + ayel, per a certs ag, ..., ay,.
Observem que totes les constants a; han de ser no nul-les ja que si a; = 0, aleshores
u € {ep,. .. ,eA;, ...,el ) iper tant, aplicant m, A € po V...V P; V...V p,, que ens portaria a
contradiccié. Definim doncs e; = a;e;. Com les constants son totes diferents de zero tenim
que eg, ..., e, és una base i, per construccio, u =eg+ ... + €,.
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2.1 Coordenades projectives i ra¢ doble

2. Siwg,...,v, és una altra base adaptada, aleshores [v;] = p; = [e;]. Siguin ¢; les constants
de proporcionalitat v; = ¢;e;. Com Y e; 1 Y v; = > ¢e; representen el mateix punt A,
tindrem que existeix A no nul amb A\ > e; = > ¢e;. Atés que els vectors e; son linealment
independents obtenim que A\ = ¢; per a tot i:

A=leg+ - Fe)=i+4v)] = (e1+--+e,) =ANv1+ -+ v,). |
Proposicio 2.1.4. Sigui eq, ..., e, una base d’E. Aleshores:
R = ([eo], -, [en);[e0 + -+ +en])
€s una referéencia projectiva i eq, . .., e, n'és una base adaptada.
Demostracio. leg), ..., [en) de R sén punts independents de P. Si per a un cert i es dona que

o~

[eo + -+ + en] € [eo] V[e)] V-V [e,], aleshores:

o+ te, €6, Eiyenyln) = € € (s, €y, En),
fet que va en contra de la independéncia lineal de ey, ..., e,. Per tant, R és una referéncia. La
resta se segueix de la definici6é de base adaptada. [

Observacio 2.1.5. Com que tot espai vectorial diferent de 0 té una base, el lema anterior ens
diu que tot espai projectiu P té una referéncia. També se segueix que qualsevol conjunt de
punts independents py, . .., p, € P" sigui pres com el conjunt de punts d'una referéncia R de P".
En efecte, si e; és un representant de p;, p; = [e;], per a tot i = 0,...,n, els vectors eq, ..., e,

son independents, a causa de la independéncia de py, ..., p, i per tant una base d’F.

Fixem un espai projectiu (P, E, 7) de dimensié n i una referéncia projectiva R = (po, ..., pn; A).

Considerem una base ey, ..., e, adaptada a R.

Observacio 2.1.6. El punt unitat no pot pertanyer a cap de les cares. Si definim
una referéncia al pla projectiu (P?, E, ) com tres punts pg, p1, p2 linealment independents i un
quart punt A que pertany a la recta pop;, aleshores dues possibles definicions de base adaptada

sorgeixen:

1. Diem que una base adaptada a aquesta referéncia és una base e, e1, eo d'F tal que 7(e;) =
e; (per {0,1,2}) 1 m(eg+ €1 +e2) = A.

2. Diem que una base adaptada a aquesta referéncia és una base eg, €1, e5 d’F tal que w(e;) =
e; (per {0,1,2}) i (eg +e1) = A.

Pero cap de les dues definicions és possible:

1. Es impossible perqué A € popy i p; = [e;] impliquen que els vectors que representen A han
de ser combinaci6 lineal de eg, e; (pertanyen al pla vectorial generat per eg, 7).

2. Es técnicament possible perd no permet determinar unes coordenades tniques llevat de
multiple. Aix0 ho veiem perqué les possibles bases adaptades a aquesta referéncia no
quedarien determinades llevat d’un unic multiple. De fet, podrien ser (Aeg, Aej, pes), de
tal manera que A, i podrien ser efectivament diferents.
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Coordenades projectives 2.2.3

9 9

e

COORDENADES PROJECTIVES

Definicié 2.2.1 (Coordenades projectives). Les coordenades projectives d'un punt p € P en
la referéncia R s6n una col-leccié de n + 1 constants ordenades ay, ..., a, determinades per la

relacio u = apeg + . .. + ape,, on p = [u|. Posem p=lag:...: ay,).

Proposicio 2.2.2. Les coordenades projectives estan ben definides llevat de mailtiple, és a dir:

1. Sigui e, ..., €., una altra base adaptada a R i siguin ay, . .., al, les coordenades de p calcu-
lades en aquesta base. Aleshores existeix A € K\ {0} tal que a} = Aa; per a toti =0,...,n.

2. Sigui ' € E un altre representant del punt p i siguin ag, ..., a., les coordenades de p
calculades amb u'. Aleshores existeiz A € K\ {0} tal que a) = \a; per a toti=0,...,n.

Demostracio. En el primer apartat tenim, per 2.1.4, que existeix una constant ¢ # 0 tal que
ei = ce;. Per tant:

J— _]' / /
u—aoeo+~--+anen—E(aoeo—l—-~—|—anen).

ai
c

Per tant, a, = %. Per al segon apartat, tenim v’ = cu i, per tant, v’ = c(apeg + - - - + ae,); és a

N
dir, a; = ca;. n
Observaci6 2.2.3.

1. Les coordenades projectives d’un punt no poden ser totes zero alhora perqueé aixo implicaria
que el vector u representant el punt és el vector nul.

\S]

. També és important remarcar que cada coordenada individualment no dona cap informa-
ci6, per exemple, el punt de coordenades [1 : 2 : —1] és el mateix que el que té coordenades
[2:4:—2]. En canvi el quocient de dues coordenades és una informacié util del punt.

3. Per construcci6 els punts de la referéncia tenen coordenades
po=[1:0:...:0],...,p,=1[0:...:0:1],A=[1:1:...:1],

la qual cosa explica que s’anomeni «punt unitaty al punt A. Pero atencid, si cal definir
una referéncia associada a un problema, no podem dir que la referéncia és R = ([1: 0 :

20),...,0:...:0:1);[1:1:...:1]) perqué aixd no determina la referéncia en cap
cas.

/. Fixada una referéncia projectiva tenim un sistema de coordenades ben definit en el sentit
segiient: tenim una bijeccio entre els punts de IP i el conjunt de les coordenades homogénies
[ag : ...:ay| no totes zero i definides llevat de multiple. En efecte, tenim una injecci6
perqué si els punts p = [u] = [ag:...:a,] 1 ¢ = [v] = [by:...:b,]| tenen coordenades

a/(] ... an .
rang <b0 bn) =1,

aleshores u = > ase; i v = Y bse; sén proporcionals i p = ¢. Es exhaustiva perqué el punt

proporcionals, és a dir:

> a;e;] té coordenades [ag : ... : ay].
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2.4.1 Coordenades projectives i ra¢ doble

Exemple 2.2.4. Considerem E = R"" i P(E) I'espai projectiu dels subespais de dimensi6 1

d’E. Considerem en F la base canonica ¢; = (0,...,1,...,0) per ai = 0,...,n, en la qual un
vector u té coordenades (o, . .., x,). Siconsiderem la referéncia R = ([eg], . . ., [en]; [eo+- - .F€n]),
aleshores les coordenades del punt representat per u (és a dir, [u]), son [z : --- : x,]. O sigui,

son les mateixes coordenades pero considerades «llevat de multiple», la qual cosa reflecteix que

els elements de P(E) no sén vectors sino subespais de dimensio 1.

2.3

REFERENCIES SUBORDINADES

Considerem una referéncia projectiva R = (po, - - ., pn; A) en un espai projectiu P i sigui eg, . . ., €,
una base adaptada. Els vértexs p; determinen un n-simplex en P. Considerem una cara A
de dimensi6 k& d’aquest simplex que, per simplificar les notacions, suposarem que és la cara

determinada pels primers k + 1 vertexs: A =pyV -V pg.

Definicié 2.3.1 (Referéncia subordinada). La referéncia projectiva en A donada per Ra =

(po, - - -, pr; A') esta ben definida. L’anomenarem referéncia subordinada a A.

Aleshores, és facil comprovar els fets segiients:
1. La varietat lineal AV pgiq V-V p, talla
A en un tnic punt A’. De fet, A" = [eq +
e €k]- PO
2. Sigui p € A. Si les coordenades de p en la
referéncia subordinada Ra sén [ag : -+ :

p3

A
ai] aleshores les coordenades de p en la
referéncia R son p = [ag : -+ :ar:0: -+
O] p2

Exemple 2.3.2. En un pla projectiu suposem donada una referéncia R = (po, p1,p2; 4) 1 una
base adaptada e, €1, e5. Considerem la recta ¢ = py V p1 = [eg] V [e1]. Un punt p € ¢ és de la
forma [aey + bey] 1 té coordenades [a : b : 0]. La referéncia subordinada R, = (po, p1; [eo + €1]) és

una referéncia a ¢ en la qual p = [a : b].
2./
EQUACIONS DE LES VARIETATS LINEALS

Fixem un espai projectiu P de dimensié n i una referéncia projectiva R = {py, ..., pn; A}. Sigui
L = [F] una varietat lineal de dimensi6 k. Volem trobar equacions per a L.

2.4.1 EQUACIONS PARAMETRIQUES

Hem vist a 1.3.7, existeixen k& + 1 punts linealment independents ¢, . .., ¢x de L que generen la
varietat lineal; és a dir, L. = ¢V - - - V ¢x. Suposem que séon conegudes les coordenades dels punts
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Equacions implicites 2.4.2

¢; en la referéncia R:

g =lag:ay], i=0+k,
Sigui ey, . . ., €, una base adaptada a R. Aleshores u; = ajeq + - - - +ale, € F representa el punt
¢; per definici6 de coordenades: ¢; = [u;]. Tenim, doncs, que els vectors uy, . .., ux formen una

base de F. Sigui ara x = [w]| un punt arbitrari de L. Com que w € F' tindrem:

k k
w = Z A\ = Z )\i(aéeo 4+ 4 aien) = (Z Aiaf)) eg+ -+ (Z )\iaﬁl> en.
=0 =0 i i

Per tant, el punt x té coordenades:

T = [Z/\iaf):---:Z)\iai].

Es a dir, les coordenades d’un punt arbitrari de I venen donades per combinacions lineals de

les coordenades dels punts g;.

Exemple 2.4.1.

/. Per exemple, donada una referéncia R fixada, considerem la recta que passa pels punts
[1:2:—=1]i[2:0:3]. Un punt general d’aquesta recta és de la forma [A\o(1,2,—1) +
A1(2,0,3)] = [Ao 4+ 2A1 1 200 1 — Ao + 3Aq].

2. Prenem L C P2, el projectivitzat d’'R?*, (P, R*, ). Fixem la base R = (po, p1, p2, pa; A),
amb py = [(1,0,0,0)],ps = [((0,0,0,1)], A = [(1,1,1,1)]. Paramétricament, les equacions

de L son:
[xo: 21 s 29t 3] = [M1(1,2,3,2) + A2(1,—1,0,0) + A3(0,1,0,0)]
= [)\1 —|—>\2 : 2)\1 — )\2 —|—>\3 : 3)\1 : 2)\1]
2.4.2 EQUACIONS IMPLICITES
Amb la mateixa notacio, trobem que un punt arbitrari z = [zg : - - - : ] pertany a L si, i només

si, el vector > x;e; pertany a F. Equivalentment, si:

0 k
ZEO a/(] A ao

rg| ¢ ¢ .. | =k+1
l’n a/?l . .. afi

Anul-lant els menors d’ordre k + 2 trobem un sistema d’equacions homogénies. Observem que

és el sistema d’equacions d’F' associat als vectors u;.

Exemple 2.4.2. Considerem, com a l’exemple anterior, un pla projectiu amb una referéncia
fixada i la recta ¢ generada pels punts [1:2: —1] 1 [2:0: 3]. Aleshores, un punt [zg : 1 : x9]
pertany a £ si, i només si, el rang de la matriu:
o 1
Ty 2
To —1

w O N
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és 2. Com és una matriu quadrada només cal anul-lar el determinant. Obtenim que l’equacio

implicita de ¢ és 6x¢g — Hx1 — 4z = 0.

Observacio6 2.4.3 (Operacions de varietats lineals amb coordenades). La interseccié de varie-
tats lineals es calcula quan totes dues estan donades per sistemes d’equacions. Només cal ajuntar
totes les equacions de les dues varietats lineals. Per fer la suma sén més convenients les expres-

sions paramétriques, ja que només cal sumar les dues parametritzacions.

2.5
TEOREMES DE PAPPUS 1 DESARGUES

Teorema 2.5.1 (Teorema de Pappus). Siguin a,b dues rectes del pla projectiu. Considerem,
donats tres punts diferents Ay, Ag, A3 en a i tres punts diferents By, Bs, By en b. Suposem que
els seus punts son diferents d’anb. Aleshores, els punts A1 BoNAsBy, A1 BsNA3By i AyB3NA3Bs

estan alineats.

Demostracio. Anomenem O al punt d’interseccié aNb i posem P = A; By N AyB;. Considerem la
referéncia R = (O, Ay, By; P). Observem que les condicions sobre els punts permeten assegurar
que P és un punt unitat ben escollit. Aleshores a = OV A} =[1:0:0]V[0:1:0] té equacio
implicita x5 = 0. Analogament b té equacié x; = 0. Com larecta Ay VP =[0:1:0]V[l:1:1]
té equacid xg — o = 0,1 By és el punt A; V PN b, obtenim que By = [1: 0 : 1]. De la mateixa
forma Ay = [1:1:0]. Finalment podem suposar que Az és de la forma [a; : aq : 0]. Com els
punts son diferents (i diferents d’0O) podem suposar que les dues coordenades son no nul-les.
Dividim doncs per oy i posem « := 3—; Tenim que A3 = [1 : a: 0]. A més a més, o # 0, 1.
Podem fer la mateixa discussio per Bs i arribem a qué B3 = [1: 0 : ], amb 5 # 0,1. Ara ja
podem fer el calcul de totes les rectes i les seves interseccions. Fent servir determinats trobem

les segiients equacions implicites:

AlBg : BZL‘O — T2 = 07
A3 B : arg —xry = 0;
AsBsz @ Brg — fry — 29 = 0;
A3By @ Paxg— x1 — axy = 0.

Resolent els corresponents sistemes trobem que A;Bs N A3By = [1 : « : 8] i A3B3 N A3By =
[af —1:af —a: af — []. Per acabar la demostraci6 hem de veure que aquests dos punts i
P =[1:1:1] estan alineats. Equivalentment, hem de veure que tres vectors representants dels
punts séon linealment dependents. Ho comprovem amb el determinant:

1 1 1
1 « 6] = 0.
af—1 af—a af—p

Efectivament, la tercera fila és igual a la primera multiplicada per o8 menys la segona fila. M
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Teoremes de Pappus i Desargues 2.5.3

Observacio 2.5.2 (Comentaris a la demostracio). Az € a, z = 0. Com ja hem dit, A3 = [a :
ay 0] =[1:a:0]. Si o fos zero, A3 =[0:5:0] =[0:1:0], el punt Ay, perdo hem suposat
que els punts son diferents dos a dos, absurd.

Teorema 2.5.3 (Teorema de Desargues). Donats dos triangles A1AsAs i BiByBs en un pla
projectiu tals que cap vértex d’un triangle es troba sobre cap costat de laltre triangle, les afir-

macions seqgients son equivalents:

1. Les rectes A1By, A3 Bs, A3Bs son concurrents.
2. Fls punts A1A2 N Ble, A1A3 N BlBg, A2A3 N Bng estan alineats.

Demostracio. Per raons que seran evidents més endavant (autodualitat), és suficient demostrar
una de les dues implicacions.

Siguin doncs dos triangles del pla projectiu A; A3 A3 i By By Bsg tals que cap vértex d’un triangle
es troba sobre cap costat de l'altre triangle. Suposem que les rectes A;B; son concurrents en
un punt O i volem demostrar que els punts A1 As N BoBy, AsAs N B3By i A3A; N By B3 estan

alineats. Considerem la referéncia
R = (A1,A2,A3§ O)

Per tant A; =[1:0:0[,4, =[0:1:0,43 =[0:0:110 =1]1:1:1]. Observem que
B, € OV A;. Per exemple B; pertany a la recta O V A; que té equacié x1 = x,. Per tant
By =[a:b:b] per a certes constants a i b. Com que A; # B; tenim que b # 0. Dividint per b les
coordenades del punt i anomenant a a § tenim que By = [a: 1 : 1. Amb un argument similar
obtenim que By = [1: 8 :1]1 B3 =[1:1:7]|. Ara ja tenim totes les coordenades dels punts
involucrats i podem calcular les coordenades dels punts que hem de veure que estan alineats.

Per calcular A, AsN By Bs primer trobem les equacions de les dues rectes. L’equacio de la primera

A1Ay =1[1:0:0]V[0:1:0]éssimplement xo = 0. La segona equacio s’obté fent el determinant:

Zo
X
X2

— = 0

1
Bl=010-PB)xo+ (1 —a)r; + (af — 1)z =0.
1

La intersecci6 de les dues rectes és el punt [ — 1 :1— 5 : 0]. Fent un calcul semblant trobem

que els altres dos punts séon
[a—1:0:1—~]i[0:8—-1:1—7].

Ara comprovem que estan alineats, és a dir que els punts no sén linealment independents, veient

que el determinant de les coordenades dels tres punts és zero:
a—1 1- 0 -1 0

1
a-1 0 l1-yl=(@-H)E-HHr-H1 0 -1|= n
0 /-1 1=y 0 1 -1
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2.6 Coordenades projectives i ra¢ doble

Figura 2.1: Teorema de Pappus

Figura 2.2: Teorema de Desargues

2.6
CANVIS DE COORDENADES

Suposem donats dos sistemes de referéncia en un mateix espai projectiu:

R = (p07 s Jpn7A>7
R = (py,---,pn; B).
Volem trobar una matriu que relacioni les coordenades d’un punt en R’ amb les coordenades del

mateix punt en R. Per fer-ho, considerem una base adaptada e; de R. Primer, considerem les

coordenades dels punts p}, i també de B, en la referéncia R:

Hem de saber que: M és de dimensio n+ 1 X n + 1, esta determinada llevat de multiple (com
les coordenades) i M ~!({coordenades de P en R}) = {coordenades de p en R'}.
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Canvis de coordenades 2.6.4

Lema 2.6.1. Existeizen constants uniques \; # 0 tals que:
o(ad, ..., ad) + -+ M(af,...,a") = (by,...,by).

Demostracio. Volem resoldre el sistemas

Cl8 st CLEL )\0 bo bg = )\0&8 + -+ )\nag
. : =1 = 9
al a” A b, by = Xoal + -+ + \a”
Sigui A = (a) la matriu (n + 1) x (n + 1) associada al sistema. Com que els coeficients

af corresponen a les coordenades dels punts p, que sén linealment independents, tenim que
det(A) # 0 i, per tant, el sistema té solucié tnica. Observem que si \; = 0 per a alguna i,
aleshores el punt B pertany a py V ---V pi vV ---V pl la qual cosa contradiu que R’ sigui una

referéncia. [ |

Definicié 2.6.2 (Coordenades normalitzades). Diem que les coordenades dels punt p) estan
normalitzades quan la suma de totes elles donen les coordenades del punt B. El lema ens diu

que sempre podem normalitzar una referéncia R’ (en funcié d’una segona referéncia fixada R).

Suposem que ja hem normalitzat la referéncia R’ multiplicant les coordenades del punt p, per
A;. Continuem posant p, = [af : ... : a’] per simplificar la notaci6. Observem que els vectors:

0 0
Vo = ageo+ ...+ apln, ..., Uy i=ageg+ ... +are,

formen una base adaptada a la referéncia R’, ja que per definicié de coordenades normalitzades,
B=lvg+...+ v,

Definici6 2.6.3 (Matriu de canvi de referéncia). La matriu de canvi de referéncia o matriu de
canvi de coordenades de R’ en funci6 de R és la matriu obtinguda posant en columna les
coordenades normalitzades en la referéncia R dels vértexs de la referéncia R’. Amb la notacid

anterior és la matriu:

0 n
g g
M=1": :
0 n
an a’n
Proposicié 2.6.4. Sigui g € P un punt que en la referéncia R' té coordenades [xf : ...: x,].
Aleshores, si les coordenades de q en la referéncia R son [xq : ... : x,] tenim que:
/
ML )=p]:
/
x, T

per a una constant p no nul-la.
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Demostracio. Com que v; és una base adaptada de R’ tenim que el vector > x}v; representa q.

Substituint v; per la seva expressio en la base e; tenim:

Z T = Zxé(aéeo + - Fake,) = (zjaf) eo + - + (Z xéai) en.

Com e; ¢és base adaptada a R trobem que [ zlal : --- : > xla’] son les coordenades (com
sempre, ben definides llevat de multiple) de ¢ en la referéncia R. Finalment, observem que les

coordenades que hem obtingut corresponen a aplicar la matriu M al vector (zj, ..., z). |

2.7

RAO DOBLE

Comencem definint una coordenada en una recta projectiva que posa de manifest la relacio
entre recta aff i recta projectiva. Fixem, doncs, un espai projectiu de dimensi6 1, P!, en el qual
suposem donada una referéncia projectiva R = (po, p1; A) (po=[1:0],p1 =1[0:1],A=[1:1]).

Definici6 2.7.1 (Coordenada absoluta). La coordenada absoluta d’'un punt g de P* de coorde-
nades [a : b] en la referéncia R és:

6, = % € KU {oo} (notem que oo no va signat).

En particular, 6,, = 00,6, =016, = 1. Observem que, aixi, s’obté una bijeccié entre P*\ {py}

i la recta afi A identificada amb el cos K.

Considerem ara quatre punts ordenats ¢, g2, g3, ¢4 en una recta projectiva (un espai projectiu
de dimensi6 1) i suposem que almenys tres dels quatre punts son diferents. Volem definir
un invariant numéric associat als quatre punts que codifiqui la posicié relativa dels mateixos.
Per fer-ho fixem una referéncia projectiva (po, p1; A) en la recta i suposem que les coordenades
projectives de ¢; en aquesta referéncia son [z; : y;]. Per simplificar la notaci6é posem:

Ty Xy
Yi Yj

i?j

Notem que A;; = 0 si i només si ¢; = g;.

2.7.1 RAO DOBLE

Definicié 2.7.2 (Rao doble). La rad doble dels punts g; és:

(q1, 92,93, q4) = —= 1 —=

Observaci6 2.7.3.
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Rao doble 2.7.4

1. El valor de la raé doble sera un escalar del cos base K si els quatre punts séon diferents.
Si, en canvi, ¢ = g4 0 g2 = g3 el denominador s’anul-la (el numerador no perqué hi ha
almenys tres punts diferents). En aquest cas diem per conveni que la ra6 doble és oco. Per
tant la rad doble pren valors en KU {oo}.

\S

Es facil fer una analisi dels valors que hi apareixen quan hi ha coincidéncia de dos punts.
Per exemple, la ra6 doble és 0 si i només si ¢ = q3 0 g = q4. Les altres possibles igualtats:
q1 = (2 0 q3 = q4 corresponen exactament al cas en que la radé doble és 1.

3. No depén de les coordenades que haguem escollit, ja que les coordenades son tiniques llevat
de multiple. Perqué As; i Ay descriuen una primera fila on apareixen 3, x1, x4, 2. El
mateix amb 'ultima. Aixo vol dir que si multipliquem z; per un multiple, s’acabaran
cancel-lant.

/. Aixi doncs dos dels quatre punts son iguals si i només si la raé doble pren els valors 0, 1, co.

Independéncia de la referéncia: sigui R’ una altra referéncia de la recta en la qual els

N

punts ¢; tenen coordenades [z} : yi]. Com hem vist anteriorment, existeix una matriu M

)

invertible de canvi de coordenades tal que
()= G) =G
Y; Yi Yi Y

X

~_
[l
VRS
T B
& &

Aleshores:

/

/
i
i |y

i Y

satisfa det(M)- A} ; = A, ;. Substituint en la férmula trobem que la ra6 doble té el mateix

valor tant si es calcula amb les coordenades [z; : y;] com amb les coordenades [z} : y]:

det(M) - 72 T det(pr) - [T T (T8 T T
Y3 Yi| Ya Y| |Y3 Yi| (Y4 Y1
det(M) - "3 2| det(M)- [T T2l T3 TRl A
Y3 Y2 Ya Y2 Y3 Y2 Ya Y2

0. Suposem que els tres primers punts son diferents dos a dos, aleshores podem considerar-
los com la referéncia fixada (degut al punt anterior) i tindrem ¢ = [1 : 0],¢2 = [0 :
1],q3 =[1:1]. Si g4 = [a : b] en aquesta referéncia, aleshores:

A3,1 =1, As,z =1, A4,1 = —b, A4,2 = a.

a.

b
Segon métode. El punt anterior ens dona un nou métode de calcul per a la ra6 doble:

Per tant, la ra6 doble és ¢; és a dir, la coordenada absoluta de gy.

<

si els tres primers punts son diferents podem normalitzar les seves coordenades (és a dir,
buscar una base adaptada) i calcular la coordenada absoluta del quart.

Exemple 2.7.4. Per exemple, considerem en un pla projectiu amb una referéncia fixada
els punts

G=[1:0:1, ¢g=[2:—-1:1], ¢g=[0:1:1], qg=[-1:3:2],
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que estan alineats perque tots ells pertanyen a la recta z + y — z = 0. Considerem la
referéncia donada pels tres primers punts. Per tenir una base adaptada hem de considerar
els representants (2,0,2),(—2,1,—1) de ¢; i de ¢ (hem de fer el mateix pas que farem
igualant a [0 : 1 : 1], i obtindrem A, p tals que A =2 i = 1), de manera que la seva suma
sigui un representant de ¢g3. Ara calculem:

5
a(2,0,2) +b(=2,1,-1) = (-1,3,2) = b=3, a=.

a _

Per tant, la raé doble és §

5
G

8. Tercer métode. Podem calcular la rad doble en funcié de les coordenades absolutes dels

punts. Posem 6; en comptes de §,, = *-. Aleshores, és facil comprovar que:
Yi

03— 01 04— 0
(01,42, 43, q4) = R —
Exemple 2.7.5. Volem calcular la raé doble dels quatre punts de I’exemple de 'observaci6 de
més amunt: ¢g = [1:0: 1], =1[2:—-1:1],g3 =1[0:1:1],q4 = [-1: 3 : 2] podem calcular
la ra6 doble usant els punts [1 : 0],[2 : —1],[0 : 1],[—1 : 3] (es podien haver triat altres dues
coordenades). I s’obté: A371 = —1, Ag}g = —2, A4’1 =—-31 A472 = —5. Per tant, (q17 q2, 43, Q4> =
2. -5_5
e

Ara, fixem per exemple n = 4 sense pérdua de generalitat. El grup de permutacions S, actua
sobre P? de manera que, depén de I'ordre dels termes ¢; en la raé doble, obtenim un resultat
diferent dependent del mateix .

Proposicio 2.7.6. Siguin q; quatre punts alineats, almenys tres d’ells diferents, en un espai

projectiu. Aleshores, tenim les tres igualtats:

<Q17Q27%7Q4) = (QQ7Q17Q4;Q3> = <Q37Q4aQ17Q2) = (Q47QB7(]2791) = A

Demostracio. Escrivint, per exemple, la ra¢ doble en termes de coordenades absolutes és evident
que canviant simultaniament 6; per 6 i 63 per 0,, I’expressio no canvia. El mateix passa canviant
simultaniament ¢, per 05 i 65 per ;. Aixo prova les dues primeres igualtats, la tercera n’és una
conseqiiéncia. [ |

Proposicio 2.7.7. Donats quatre punts qy, qo, g3, qs alineats dels quals almenys tres son diferents

posem (q1, q2, q3,qs) = X. Aleshores, es tenen les igualtats segiients:

1
<Q2aQ1»€I3>Q4) - X7
(1,93, G2;qu) =1 = A

Demostracio. En el primer cas només cal observar que si en la formula de la definicié canviem

1 per 2 aleshores el numerador i el denominador queden intercanviats. En el segon comprovem
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Quaternes harmoniques i separacié harmonica 2.7.9

que la suma (q1, ¢2, g3, q1) + (q1, g3, @2, 1) és 1 usant les expressions en termes de les coordenades

absolutes,

O =0 0s=00  Oo—00 0i—0r _ (05— 00) (02— 05) (0= 01) (02— )

O3 — 0y 0, — 0y  Oy,— 03 0,—0;5 (05— 02) (0, —0;) ' (62— 63) (64— 61)
(B3 —01) (04— 02) — (02 — 01) (04 — 03)
N (05 — 02) (04— 61)
0304+ 020, — 020, — 030,
T (05— 0,) (64— 6))
 03(04— 61) + 05 (61 — 04)
T (03— 02) (0. 00)

I ja hem acabat. u

=1

Corol-lari 2.7.8 (Acci6 de les permutacions en la raé doble). Combinant aquestes dues propo-

sicions, €s facil deduir tots els valors segiients:

A= (1,92, q1) = (92,01, G, G3) = (43, Q> @1, 92) = (Qu G3, 92, Q1)
% (2, q1, 03, 1) = (@1, @2, 1, G3) = (a3, G4, G2, 1) = (qa, 43, 01, G2)
1= A= (01,03 42, 04) = (3,01, 44, ©2) = (G2, @, @1, 43) = (G, G2, 03, 1)
A I ! = (92,93, 1, 94) = (43,32, a0, @) = (@1, Qa5 G2, G3) = (Q4, Q15 G35 G2)
ﬁ = (43,41, 42, Q1) = (@1, 43, Qa, @2) = (42, Qa5 @3, 1) = (@ @2, Q1 G3)
% = (43,42, q1, 1) = (@2, @3, s, 1) = (q1, 94, 43, @2) = (qa, 01, G2, G3)

Observacio 2.7.9. Hem vist a l'inici de la seccidé que, quan dos dels punts sén iguals, la rad
doble és 0,1, 00. Ara podem justificar el reciproc. En efecte, suposem que una radé doble pren
el valor 0 o co. Usant la definici6 amb els determinants, obtenim facilment que dos dels quatre
punts son iguals. Si la rad doble és 1, aleshores, reordenant convenientment els punts, podem

aconseguir que la ra¢ sigui 0 i, de nou, tenim la coincidéncia de dos punts.

2.7.2 QUATERNES HARMONIQUES I SEPARACIO HARMONICA

Si en un determinat ordre la rad doble val A, els valors que es poden assolir permutant 1’ordre
1 1 AA—1
A‘{%Tl_x1—xx—r A }

En general aquests sis valors seran diferents entre si pero es produeixen coincidéncies entre ells

dels punts soén:

en situacions de posicions geométriques especials (és a dir, hi ha certs casos en qué #{)\, /1\, 1-—
A, %, ﬁ, ﬁ} < 6). Imposant totes les igualtats possibles es facil arribar a la conclusi6 de
que A té menys de sis valors diferents tinicament en les tres situacions segiients:

1. A = {0,1,00} que com ja hem vist correspon al cas en qué dos dels quatre punts soén

iguals.
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2.7.2 Coordenades projectives i ra¢ doble

2. A= {%j?’, %ﬁ}, és a dir les dues arrels de I'equacio A2 — XA+ 1 = 0. Aquesta situacio
només es produeix quan ’equacié té solucié en el cos en qué treballem, per exemple sobre
C (pero no sobre R) i per tant la seva aparicio és més de caire algebraic que geométric.

3. N = {—1,2, %} Aquesta possibilitat apareix sempre (amb l'inica hipotesi de que la
caracteristica del cos no sigui 2), esta relacionada amb el concepte de punt mig de la

geometria afi i es dona si, i només si, q1,...,qs estan en quaterna harmonica.

Definicié 2.7.10 (Quaterna harmonica). Direm que els punts q1, g2, g3, ¢4 formen quaterna har-
monica, si:
(01, G2,93,q1) = —1.

Utilitzant la informacié que hem trobat sobre la variaci6 de la radé doble per permutacions

obtenim que si tenim una quaterna harmonica g;, aleshores:

(Q2>CJ1,C]4,C]3) = (CI3,(]4,91,(12) = (Q47Q3>6]2,CI1) = (QQ,Ql,Q:s,(M) =
= (QI7QZ7q47QS> = (Q4;QS7(]17(]2) - (Q3>Q4aQ27Q1) =-1

S’observa que els quatre punts estan agrupats en dues parelles {q1,¢2} 1 {¢3, ¢4} de manera que
I'ordre dintre de les parelles o 'ordre en que posem les parelles en la raé doble no influeix en
la propietat de formar quaterna harmonica. Aixo justifica la segiient definicié que usarem molt

sovint.

Definicié 2.7.11 (Separacio harmonica). Direm que dues parelles de punts {q1,¢2} 1 {g3,q4}
se separen harmonicament, o bé {qs,qs} separen harmonicament {qi, g2} si, i només si:

(q1,G2,q3,q1) = —1.

El segiient resultat ens proporciona una forma efectiva de construccié de quaternes harmoniques
a partir de quatre rectes del pla projectiu ¢y,..., ¢, formant un quadrilater complet; és a dir,
tals que no hi ha tres de concurrents. Utilitzem la notaci6 p;; = €; N ¢;.

Teorema 2.7.12 (Teorema del quadrilater complet). Siguin D, D’ els vértexs del triangle di-
agonal del quadrilater alineats amb pia,pss. Amb aquesta notacid, la parella {D, D'} separa

harmonicament la parella p1o i pss. En aquesta situacid, tenim (pia, pss, D, D') = —1:

Figura 2.3: Teorema del quadrilater complet
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Quaternes harmoniques i separacié harmonica 2.7.14

Demostracio. La demostracié del teorema del quadrilater complet és senzilla de fer en co-
ordenades si triem una referéncia adequada. Per exemple, podem triar la referéncia: R =
(P23, P13, P24; P14), que és una referéncia per la definicié de quadrilater complet. Aleshores, po-
dem calcular les coordenades dels punts que ens interessen en aquesta referéncia: pjo = [1:0 :
1],psa=[1:1:0,D=1[0:1:—1]iD" =[2:1:1]. Efectivament:

(L:1:0,[1:0:1,[0:1:—=1],[2:1:1]) =—1.
De manera que les dues parelles de punts se separen harmonicament. ]

Observacié 2.7.13. La rad doble és invariant per les projectivitats. Aixo ens indica que és un

objecte (un element de KU {oo}) projectiu.

Proposicié 2.7.14. Sigui ¢ = [f] : Py — Py una projectivitat amb isomorfisme associat
f: By — FE5. Siguin q; quatre punts alineats de Py dels quals almenys tres son diferents.

Aleshores, també hi ha almenys tres punts diferents entre els punts p(p;) i

(41, G2, a3, 1) = (p(q1), p(a2), P(a3), P(qa)).

[dea de la demostracio. Fixem una referéncia tant a P; com a Py, amb les respectives bases

adaptades a F; 1 Fy. En aquesta base, f tindria una matriu M. Aplicant la definicié de rao6

det (xg $1) det (L" $1)
Ys Y1 Ys Y1
(QI7Q27Q37Q4) - . T : . . )
det ( 3 2) det ( 4 2)

Ys Y2 Ys Yo

doble ens quedaria que:

coordenades els vectors que representen ¢i,...,qs en base E. Ara, volem calcular la raé doble
de les respectives imatges, per veure que séon, en efecte, iguals:

(p(q1), 9(q2), ¢(a3), p(q4)) = det (M (gi) " (zi)) : det <M (5’9 . (zi»
o (a0 (o) s (52)) (o G) e (32)

det M - det (x?’ xl) det M - det (‘“ xl)

_ Ys Y1 Yo Y
det M - det (x?’ I2) det M - det (x4 x2)
Ys Y2 Yo Yo
Es produeix una cancel-lacio dels determinants d’M, obtenint la igualtat desitjada. ]

Demostracio. La primera afirmaci6 sobre 'existéncia de tres punts diferents és conseqiiéncia de la
bijectivitat de ¢. Per una altra banda, gracies als resultats obtinguts sobre les permutacions dels
punts, demostrant la igualtat en qualsevol ordre la igualtat queda demostrada. Aixo ens permet
suposar que els tres primers punts son diferents. Sigui e; una base adaptada a la referéncia
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2.8 Coordenades projectives i ra¢ doble

R = (q1,q2,43), ¢s a dir ¢ = [e1] ,q2 = [ea] 1 g3 = [ex +ea]. Siqu = [aes + bey] tenim que
(q1,92,03,q4) = 7 Aplicant ¢ obtenim:

[f]([ex]) = [f (e1)]

[f]([e2]) = [f (e2)]

¢ (a3) = [f]([ex + e2]) = [f (e + e2)] = [f (1) + [ (e2)]

Per tant f (e1), f (e2) és una base adaptada a la referéncia

v (q1)

AS)
~~
2
Y
~—
I

(p(q1), v (q2);¢(as))
i com que
¢ (q1) = [f]([aer + beo]) = [f (aer + bez)] = |af (e1) + bf (e2)]
tenim que (¢ (q1), ¢ (¢2), ¢ (g3) , ¢ (q4)) també és 7. [ |

La proposicié anterior té 'aplicacié seglient: suposem donats quatre punts alineats ¢;, almenys
tres d’ells diferents, en un espai projectiu P* amb n > 1 i suposem fixada una referéncia en

)

‘] 1 anomenem 7 a la recta d’alineacié. Existiran

aquest espai projectiu. Posem ¢; = [af) Ll a
dos indexs k, [ tals que dels 4 vectors (ai,a}) almenys tres son no proporcionals dos a dos. Per

simplificar suposem que k£ = 0,1 = 1. Aleshores considerant la perspectiva ¢ de centre

0:0:1:...:0]V...V[0:0:0:...:1]
des de r a ’aresta
[1:0:...:0]V[0:1:0:...:0]
la imatge » (¢;) del punt g; té coordenades [af) : @ : 0 :...:0]. Usant la referéncia subordinada

a Daresta aquest punt té coordenades [af : a']. Com les projectivitats mantenen raons dobles
podem fer el calcul de la mateixa usant la féormula de la definici6 per a les primeres dues
coordenades.

Observaci6 2.7.15.

e El teorema de quadrilater complet es pot usar com a metode per a trobar trobar una
quaterna harmonica usant dos vértexs del triangle diagonal i dues interseccions convenients
de les rectes (els punts p;;). Usant perspectives es poden trobar moltes altres quaternes
harmoniques.

e La rad doble és invariant per projeccio i seccid. Si agafem una perspectiva de » — s amb

centre M, com sabem que és una projectivitat, tindrem que preserva raons dobles.

2.8
PROBLEMES FINALS

Exercici 2.8.1. Sigui 'espai projectiu P2, amb les referencies Ry = {[—1,-2,—1],[2,2,2],
[0,0,3];[2,3,3]} i Ro = {[~6,—10, =5, [~1, —3,1],[3,4,7]; [-4, —9, 3]}
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Demostracio. Primer de tot, hem de normalitzar per a obtenir el representant:
(27 37 3) = /\1(_17 _27 _1) + )‘2(2a 27 2) + )‘3(07 07 3)

Si fem els calculs obtenim que \; = —1, Ay = % iy = % Ara si que tenim la referéncia

normalitzada, que queda: Ry = {[1,2,1],[1,1,1],[0,0,1]; [2, 3, 3]}. Ara volem calcular la matriu
de la canvi de base, no abans sense fer els calculs pertinents:

2 1
(L 27 1) =0- (_67 _1()’ _5) - g(_L _37 _1> + 3(3’477)7
2 17 6
1,1,1) = —=(—6,—10, — —(=1,-3,1) — —(3,4
( Y ) ) 5( 67 07 5)+ 25( b 37 ) 25(37 77>7
1 6 8
1) = (=6, 10, =5) — —(—1,-3,1) + —(3,4, 7).
(0707 ) 5( 67 07 5) 25( ? 37 )+25(37 77)
0o -2 1 0 -10 5
Myg,g, = -2 £ 2| = Mpg,=[-10 17 —6
roCe £ 5 —6 8
5 25 25

Qualsevol matriu proporcional a la matriu de canvi de base és matriu de canvi de referéncia.

Els punts que ens demanen son els vectors propis de la matriu de canvi de referéncia:

p1=10,1,2] VAP 5
1,-2,1] VAP 25 L]

Mpriw, [Plr, = g[p]m} — =]
ps = [5,2,—1] VAP -5

MR1R2 p= ﬁp

Exercici 2.8.2.

1. Determineu l’equacid de la recta de P? que passa pels punts [1:2:8] 1 [=7:0: 3].

2. Determineu les equacions de la recta ry de P* que passa pels punts [1: 0:0:0] 4[0:0:
1:0].

3. Considereu la recta ry de P?: v+ y+2—t=0 12—y =0. Determineu les equacions de
la recta que passa per [2:1:1:1] i talla ry irs.

/. Determineu l'equacid del pla de P? determinat per ry i rs.

Demostracio. El procediment d’aquest exercici és bastant rutinari, aixi que solament el farem
aquest cop. Si la matriu resultant és quadrada, ens val amb calcular el determinant i igualar a

0. Si no, hem de calcular el rang, que ha de ser n — 1. Per al primer apartat, doncs:

g T1 X9
1 2 8|=0 <= 6xg— 5921+ 14z, = 0.
-7 0 3

Per al segon apartat, cal que el rang sigui 2:
Tog T1 T2 I3

rg100022<:>7”1:{
0 1 1 0
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2.8 Coordenades projectives i ra¢ doble

Per al tercer, sigui [a : b: b : 0] € r;. Podem expressar un punt de r3 com r3 = [2 4+ Aa, 1 +

Ab, 1+ Ab, 1] N7y si, 1 només si:

2+M+1+Ab+1+%_1_0} N I e N NI I RE Rl

24+ Xda=1+Xb

Finalment, si calculem el punt de tall entre r; i r3 obtenim [5:2:2:0] = 1. Direm C =[0:1:
1:00]iB=[1:0:0:2].

o C
o I1 T2 T3
0 1 1 0
; B ™ = 0 9 9 0 =X — T2 = 0. [ |
1 0 0 =2
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Dualitat a [’espai projectiu

3.1
ESPAI PROJECTIU DUAL I PRINCIPI DE DUALITAT

Considerem un espai projectiu (P, E, ) de dimensi6 n i volem donar estructura d’espai projectiu
al conjunt dels hiperplans de P. Definim doncs

PV := {H C P | H és un hiperpla}.

La definicié d’espai vectorial dual ens dona ’espai vectorial associat a PV el projectiu dual que

volem construir:
EY:={w: E — K| w ¢és lineal} = Homg(E, K).

és un espai vectorial de dimensi6é n + 1 = dim E i si eg,...,e, és una base de E, aleshores
¢! : B — K definida de la forma segiient e (e;) = 67, ajudant-nos de la Delta de Kronecker, és
una base de EY (I'anomenem base dual de la base ¢;). Als vectors de EV els anomenem formes.
Un cop fixada una base una forma s’identifica amb una equacié lineal homogénia en n + 1
variables, per tant és natural utilitzar ’espai dual per a dotar d’estructura d’espai projectiu
al conjunt dels hiperplans. Tot i que aquesta és la idea subjacent la definici6é es pot fer sense

necessitat de fixar cap base. Ens queda un ltim pas per definir el projectiv dual.
Proposicié 3.1.1. L’aplicacio:
7/ EY\{0} — PY, wr— [ker(w)].
és a dir, assignant a w € EY el subespai [ker(w)] esta ben definida i (P, EY,wV) és un espai
projectiu de dimensio n.

Demostracio. Esta ben definida perqué una forma no nul-la w és automaticament exhaustiva
(tot hiperpla H = [F] per a F subespai vectorial d’F) i per tant la dimensio del seu nucli és n,
per tant [ker(w)] té dimensié n— 1 i és un hiperpla. Veiem ara que és exhaustiva: sigui H = [H)]
un hiperpla de P. Sigui vy, ..., v, una base de Hy i sigui vy € E un vector que amplia aquesta

base fins a una base vy, vy, ..., v, de E. Aleshores la forma w definida per:
w(v) =1w(v)=0,...,w(v,) =0,

satisfa que ker(w) = Hy. Per tant 7¥(w) = H. Finalment considerem dues formes wq,wy amb la
mateixa imatge. Hem de veure que son proporcionals. Per hipotesi tenim que ker (wy) = ker (wy).
Com abans, completem una base vy, ..., v, d’aquest nucli comu fins a una base vy, ..., v, de E.

Les matrius de les formes en aquesta base (considerant 1 com una base en K) seran de la forma:
wy = (a,0,...,0) wy=(b,0,...,0).

amb a, b constants diferents de zero. Per tant wy = %wl. [ |
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Definici6 3.1.2 (Varietat lineal dual). Fixem ara un varietat lineal L. = [F] en P i estudiem el

conjunt dels hiperplans que la contenen, posem:
L":={HeP'|LCH}.

la varietat lineal dual. Una varietat és varietat lineal de PV si, 1 només si, existeix un subespai
vectorial FV d’EY tal que L* = [FY]. En aquest sentit, la segiient cadena d’igualtats ens dona
L* = [F°].

L*={H eP"|LcCH} = {[kerw] € PV | [F] C [kerw]} = {[kerw] € PV | F C kerw}
= {[kerw] € P | wjp =0} = {7'(w) €PY | w € F°} = [F].

Exemple 3.1.3. Per exemple en dimensié 2, si I és un punt, L* és el conjunt de les rectes
del pla que contenen el punt. Es a dir el feix de rectes pel punt. Més en general diem feix
d’hiperplans al conjunt dels hiperplans que contenen una varietat lineal de dimensié n — 2.

Observaci6 3.1.4.

e Abans d’enunciar la proposicié segiient necessitem recordar que si F' C E és un subespai
vectorial, aleshores el conjunt de les formes que s’anul-len en tots els vectors de F' també

és un subespai (el subespai anul-lador):
F°:={we EY|wu)=0,YueF},

que té dimensi6 dim F — dim F'. Cal recordar també que (EV)Y s’identifica canonicament
amb E i que amb aquesta identificacio (F°)° = F.

o En efecte, per la definicio, si tenim L = [F], aleshores L* = [F°] = {H € PV | L C H}.

e Estem usant la notacié que s’ha comencat a utilitzar a l’assignatura algebra lineal per
distingir aquest subespai del subespai "ortogonal" en el cas en que F tingui un producte
escalar. Tot i aixi és freqiient posar F'* en comptes de F°.

Proposicio 3.1.5. L’assignacio . — IL* dona una bijeccio entre les varietats lineals de di-

mensio v de P i les varietats lineals de dimensio n —r — 1 de PV.

Demostracio. El conjunt IL* definit més amunt és la varietat lineal de dimensié 1 IL associada
a F°. En particular, (F°)° = F i dimF° = (n+ 1) — dim F. Sigui H = [ker(w)] I'hiperpla
representat per la forma w. Aleshores H conté L si i només si F' C ker(w) que equival a dir que
w s’anul-la sobre tots els vectors de F', és a dir que w € F°. Calculem ara la dimensi6 de L*:

dmL*=dmF°—-1=n+1—-dmF —-1=n—dmF =n—dimL — 1. [ |

Observaci6 3.1.6.
e Si L és un hiperpla, aleshores IL* té dimensié n — 1 — (n — 1) = 0 i aquesta bijecci6 ens diu
de nou que els punts de PV corresponen a hiperplans de IP.
e Si L té dimensio n — 2, aleshores L* és una recta en PV, per tant els feixos d’hiperplans
també es poden pensar com rectes de 1’espai projectiu dual.
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Espai projectiu dual i principi de dualitat 3.1.8

e Les propietats segiients s’han wvist al curs d’algebra lineal. Si Fy, F5 son dos subespais
vectorials qualssevol de E:
(i + ) =T NE
(FiNFy)° = Fy + Fy
FyCF < F' DF)
E° =(0),(0)°=FE".

En aquest sentit, es tradueixen immediatament en les propietats segiients de la bijeccid

que estem estudiant (L1, Lo son dues varietats qualssevol en P):

(Ly + Ly) = LiN L}
(LyNLy)* =L} + L}
Ly C Ly<= L] DL;
P*=0, 0"=P".

Exemple 3.1.7. En el que segueix, quan diem que hem dualitzat una figura lineal volem dir

que considerem la figura lineal que apareix al dual després d’aplicar 'operacio *.

o En un espai projectiu P? de dimensi6 2 considerem un punt p sobre una recta [. Aleshores
p* és una recta en P2V que conté el punt [*.

e De la mateix forma dos punts p;, p, sobre una recta [ de P? dualitzen en dues rectes p}, p}
i un punt /* de manera que p; Npj = [*.

e Observem que un triangle dualitza en un altre triangle de forma que els punts es dualitzen
en els costats. Els feixos d’hiperplans dualitzen en rectes.

e El dual d'un quadrilater complet és un quadrivértex i viceversa.

Com a conseqiiéncia de tot I'exposat fins ara tenim el segiient fet, el principi de dualitat.

Tot enunciat sobre figures lineals en un espai projectiu de dimensié n involucrant
inicament les operacions C,D,V,MN i la nocié de dimensié és equivalent a ’enunciat
obtingut aplicant 'operacié *. Dit d’una altra forma, la seva veracitat és equivalent
a les de 'enunciat obtingut canviant dimensié r per dimensi6 n —r — 1, C per D (i
viceversa) i V per N (i viceversa).

Observacio 3.1.8. El principi de dualitat no és un resultat en el sentit classic, per aixo no
I’hem anomenat teorema. El que ens diu és que tota afirmacié sobre figures lineals amb les
operacions habituals té un enunciat emparentat que és igual de cert o fals que l'original. En

particular ens permet demostrar només el que sigui més simple dels dos.

Amb el que sabem, podem demostrar l'altra implicacié del teorema de Desargues que hem
desestimat més a dalt, I’autodualitat. Volem demostrar que donats A, B,C, A", B’",C", ABN
A'B" ACNA'C'"i BCN B'C' estan alineats.
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3.1 Dualitat a I'espai projectiu

Autodualitat en el teorema de Desargues. Volem calcular els duals (AA")*, (BB')* 1 (C'C")*, aixi

com els de les interseccions que volem trobar alineades.

(AAY = (AVA Y =A"NnA) =p
(BB')"=(BVB') =B"N(B)" =p
ey =(Cve)y =c"n(C) =ps
(ADNA'B") = (AB)* v (A’B’)* = (AB)*(A'B")*
(ACNA'CY = (AC)* v (A'C")" = (AC)*(A'C")*
(BCNB'C'Y =(BC) Vv (BC) = (BC)"(B'C"*
D’aquesta manera, estan alineats. |

Definicié 3.1.9 (Hiperplans linealment independents). Diem que una col-lecci6 de k hiper-

plans diferents Hy, ..., Hy son linealment independents si els punts H} de PV ho son.

Recordem que k + 1 punts sén linealment independents si generen una varietat de dimensio k.
Usant aixo:

Proposicio 3.1.10. Una col-leccic de k hiperplans diferents Hy, ..., Hy son linealment inde-
pendents si 1 només st dim Hy N ... N Hy =n — k.

Demostracio. Per la definici6 els hiperplans H; son linealment independents si H; son linealment
independents, és a dir si dim H{ V...V H} = k — 1. Com tenim que:

HiV...VH;=(H N...0NH)"
aixo és equivalent a que la dimensié de H; N ... N H; sigui
n—1—-dm(H,N...NH) ' =n—1—(k—1)=n—k,
de manera que dim H; N... N Hy =n — k. |

Finalment, la dualitat ens permet definir la raé doble de quatre hiperplans tals que els seus
dualitzats estiguin alineats.

Definicié 3.1.11 (Rao6 doble d’hiperplans). Siguin Hy, ..., Hy quatre hiperplans en un feix, és
a dir tals que Hy,..., H] estan alineats (equivalent a que dim H; N...N Hy = n — 2). Suposem
que almenys tres d’aquests quatre hiperplans son diferents. Aleshores definim la seva rad doble
com

(Hl,...,H4) = (Hik,,HZ)

En particular té sentit parlar de quaternes harmoniques d’hiperplans, de separacié harmonica,

etcétera, sempre que els hiperplans continguin una varietat lineal de dimensié n — 2.
HY, .- Hj estan alineats <= dim(H{VH;VH;VH}) <1 <= dim(HN---NHy) > n—2.

Hem usat el fet que Hy vV Hy vV HiV Hy = (Hy N --- N Hy)*.
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Dualitat amb coordenades 3.2.5

3.2

DUALITAT AMB COORDENADES

Definicié 3.2.1 (Referéncia dual). Suposem donada una referéncia projectiva R = (po, - - ., Pn; 4)
en P". Sigui e, ...,e, una base adaptada a R (que és unica llevat de multiples). Aleshores la
base dual €, ..., e determina en PV una referéncia anomenada referéncia dual:

RY = ([eg),-- - len]s g+ +enl),
de la qual €5, ..., e} n’és base adaptada.

Observaci6 3.2.2. Donada una referéncia R tenim una referéncia RY associada a PV, ja que

si considerem la base adaptada (e, ..., ey, ), la seva base dual és (%ezﬁ? . %e;).

()\61) ()\63) - { O, sig 7£ ] €; (Aej) - { O, sig 7&]
I aquesta base defineix la mateixa referéncia a PV.

Proposicio 3.2.3. Sigui P un espai projectiu amb una referéncia fivada R. Si un hiperpla H

té equacio Aoxog+ -+ Apz, = 0 en la referencia R, aleshores el punt H* de PV té coordenades

[Ag : -+ A,] en la referéncia dual RY. De fet, RY és la unica referéncia que ho compleiz.

Demostracio feta a classe. H = [kerw] on w : E — K en la base (e1,...,e,) a E'ila base 1 a
K. w té matriu (Ao, ..., A,) i seran les seves coordenades en base (e, ...,e") on (ef,...,e") és
la base dual d’una base adaptada a R. Per tant, tal com hem agafat RY, H* = [Ao,..., A,] a
RY. Ve a ser el mateix pero sense detallar molt la sel-leccié de la referéncia. [ ]
Demostracio. Sigui eg, ..., e, una base adaptada a R i considerem la forma w = Agzg + ...+
A, x,. Per construccio [ker(w)] = H, per tant w € EY representa H en la base (e1,...,e,) a F
ien la base 1 a K. Observem que la forma z; : £ — K (enviant (z¢...,z,) a x;) correspon a
e;, per tant les coordenades de H en la referéncia dual son [Ap : ... : A,]. |

Observacio 3.2.4. Observem que aquesta proposicié6 dona un métode per calcular la varietat
dualitzada L* d’una varietat I donada per intersecci6 d’hiperplans. Concretament, si L. ve

donada pel sistema d’equacions:
Adzg+ -+ A%z, =0
Akzo 4o Ak, = 0

aleshores

Lf = [A] -t A Vv [Af e AR

Proposicio 3.2.5. Amb les mateizes notacions, sip € P és un punt de coordenades [ag : ... : a,]
en la referencia R, aleshores, en la referencia RY, p* és Uhiperpla d’equacid agzo+. . .+apx, = 0.
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3.2 Dualitat a I'espai projectiu

Demostracio. Sigui H un hiperpla de P d’equacié Agxg + ...+ A,x, = 0. Aleshores p € H si
i només si Agag + ...+ Ana, = 0, la qual cosa equival a dir que el punt de PV de coordenades

[Ag : ... A,] satisfa Pequacio agzg + ... + apx, = 0. [ |

Observacio 3.2.6. Gracies a aquesta proposicié també podem calcular IL* quan I ve donada
per punts que la generen. Si tenim:

com a conseqiiéncia de la proposicié anterior IL* ve donada pel sistema d’equacions lineals se-
giient:
agro + -+ ajz, =0

afzo + -+ +akx, = 0.

Proposicio 3.2.7. Siguin Hy, ..., Hy quatre hiperplans, tres d’ells diferents, tals que L = H{N
...N Hy té dimensid n — 2. Sigui £ una recta tal que £ N1 = (. Aleshores:

(Hy,...,Hy)=(H N{,...,HyNY).

Existeix una recta, concretament £, que talla els hiperplans com a minim en tres punts diferents
(0 és suplementaria a Hy N --- N Hy).

Demostracio. Posem coordenades de manera que £ =[1:0:---:0]V[0:1:0:...:0] (escollim
les dues primeres coordenades) i L. estigui generada per [0:0:1:0:--- : O]V ---V[0:---:
0 : 1]. Per tant, com LL pertany a la intersecci6 dels hiperplans, pertany a cadascun d’ells, i
Az, ..., A, = 0 eventualment. L’equaci6 de I'hiperpla H; és de la forma Alzo + Alz; = 0. Per

definici6 la ra¢ doble dels hiperplans és:
([Aé:A%:0:'--:0},...,[A3:A£1120:-~:OD = ([Aé:Aﬂ,...,[Ag:Aﬂ),

on la igualtat prové de les discussions sobre la ra6 doble (invariancia per projectivitat i s de la
referéncia subordinada). D’altra banda ¢ N H; = [A} : —A} : 0:...: 0]; per tant,

(H O Hont) = ([AL: — AL [AY: —A4])

Com que:
Al A)

| .:‘Ai A
Ap A

~Ay )

Observem que la igualtat obtinguda diu en particular que la ra6 doble (Hy N4, ..., HyN{) és
independent de /. Aixo també es podia haver demostrat utilitzant perspectives. En efecte, si
¢ és una altra recta disjunta amb L, la perspectiva £ — ¢’ de centre L transforma ¢ N H; en
¢ N H; i per tant la raé doble és la mateixa. |
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Projectivitats duals 3.3.3

3.3
PROJECTIVITATS DUALS

Definicié 3.3.1 (Projectivitat associada). Sigui ¢ = [f] : Py — Py la projectivitat associada

Iisomorfisme f : £y — F>. Aleshores definim 'aplicacio:
oV Py — PY
de la forma ¢"(H) = ¢ *(H).

Observacio 3.3.2. Notem que 'antiimatge d’un hiperpla per una projectivitat és un hiperpla,
per tant, a nivell de conjunts la definicié té sentit. La rad per la que hem definit I'aplicacio ¢V
prenent I'antiimatge de ’hiperpla en comptes de la imatge s’explica pel resultat segiient.

Proposicié 3.3.3. L’aplicacio @Y és la projectivitat associada a l'isomorfisme dual f¥ : By —»
EY, o sigui ¥ = [f"].

Demostracio. Sigui H = [ker(w)] I'hiperpla definit per la forma w € EJ. Recordem que:

L1 (ker(w)]) = [/~ (ker(w))] ;

per tant, la proposicié és conseqiiencia de la igualtat:

f (ker(w)) = f1 (w7'(0)) = ker(wo f),

ja que fY(w) és per definici6 wo f. [

39






vV

Projectivitats

L’objectiu d’aquest tema és utilitzar les coordenades projectives dels punts per representar les
projectivitats en forma matricial o, equivalentment, expressades per equacions lineals homo-
génies. Podem utilitzar les propietats de les projectivitats (punts linealment independents es
transformen en punts linealment independents, varietats lineals en varietats lineals de la mateixa
dimensio, etcétera) per demostrar que la imatge d’una referéncia (és a dir, la imatge dels vértexs
de la referéncia) és una referéncia. El resultat que anem a enunciar a continuaci6 ens diu que
I'invers és cert: donades referéncies en tots dos espais projectius hi ha una tnica projectivitat

que transforma 1'una en I’altra.

) 4.1
REPRESENTACIO MATRICIAL DE LES PROJECTIVITATS.

VARIETATS LINEALS INVARIANTS

Recordem que una projectivitat ¢ entre dos espais projectius (Py, By, 1) i (Py, Ey, ) ve donada
per un isomorfisme f : E; \ {0} — Ey \ {0} i que les aplicacions ¢ i f estan lligades per la
condicio p([u]) = [f(u)], per a u qualsevol. Diem que f és I'isomorfisme associat a ¢ i esta

determinat llevat de constant.

Teorema 4.1.1 (Teorema Fonamental de la Geometria Projectiva). Donades dues referéncies

R1 t Ry definides de la segiient forma:

Rl — (p077pn7A) {
Ra = (qo, .-, qn; B)

en Py i Py respectivament, existeix una unica projectivitat ¢ : Py — Py tal que v (p;) = q; 1
©(A) =B. A més amés sip=[rg:...:2,) € Py en la referéncia Ry, aleshores o(p) = [z :

.1 xy] € Py en la referéncia Ry.

Demostracio. Per a l'existéncia només hem de considerar bases adaptades e, ..., e, per a Ry i
Vo, - - -, Up PEr a Ry 1 considerar l'isomorfisme f : Ey — FE5 determinat per f (e;) = v; (que sera

tinic pel que vam veure a Algebra Lineal). Sigui ¢ = [f]. Aleshores:

o (pi) = ¢ ([ei]) = [f (e0)] = [vi] = @,
peratot i =0,...,n. A més a més:

e(A)=v(eo+...+e])=[fleo+...+e)]=[vo+...+v,] =B.
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4.1.1 Projectivitats

Per demostrar la unicitat considerem una altra projectivitat ¢ que compleixi ¥ (p;) = ¢; i
(A) = B. Sigui g l'isomorfisme associat 1 = [g]. Aleshores [g (e;)] = [f (e;)] = ¢; = [vi], per
tant g (e;) = \iv; = Nig(w;) 1 fuo + -+ +un) = Ag(ug + - -+ + u,,). Com que:

[9]leo+---+ex] =[g(e0+ -+ en)] =[Aovo+ -+ Avy] = B=[vo+ - + ],

tenim que \g = --- = \,. Aix0 implica que g és un multiple de f la qual cosa implica que
¢ = 1. Finalment, si p = [xgeg + ... + x,e,], aplicant [f] obtenim ¢(p) = [xovg + ... + T,0y).
Com que vy, . ..,v, és una base adaptada a Rs trobem que les coordenades de p i de ¢(p) sén
les mateixes. [ |

Exemple 4.1.2. Considerem dues rectes diferents r, s en un pla projectiu. Donats tres punts
diferents dos a dos A, B, C' en r i tres punts diferents dos a dos A’, B’, C" en s, aleshores existeix
una unica projectivitat ¢ : r — s tal que p(A) = A", p(B) = B, ¢(C) = C".

4.1.1 MATRIU ASSOCIADA A UNA PROJECTIVITAT
Sigui ara una projectivitat ¢ = [f] : Py — Py i suposem donades una referéncia R; =
(Po,---,Pn; A) de Py i una referéncia €2 de Py. Volem construir una matriu que permeti cal-

cular les coordenades del punt ¢(p) en la referéncia €2 en funci6 de les coordenades de p en la

referéncia Ry. Sigui Re = (qo, - - -, qn; B) la referéncia imatge, on

g0 = [f1(Po) ;- an = [f](Pn),
i B =[fl(A).

Observacio6 4.1.3 (Conclusions respecte la matriu associada a una projectivitat).
e Pel Teorema Fonamental de la Geometria Projectiva tenim que, usant les referéncies R i
R, a la sortida i a I’arribada respectivament, la matriu que busquem és la identitat.
e La matriu que estem buscant és la matriu de canvi de coordenades de Rs a 2. Observem
que agafant bases adaptades a Ry, i {2 obtenim que la matriu de ¢ és simplement la matriu

de f en aquestes bases.

Exemple 4.1.4. Considerem en una espai projectiu P? de dimensié 2 amb referéncia fixada una

projectivitat [f] tal que

Observaci6 4.1.5. Notem

fI([1:0:0]) =[2:2:2], 9 0 2 que no val amb posar les co-
[f](0:1:0])=[0:0:3], = (2 0 -1 ordenades directament, sind
[f10:0:1])=[2:—1:—1], 03 —1 ' que hem de normalitzar-les
Fl(L:1:1) =[-1:2:3] abans de posar la matriu de

canvi de referéncia M.

Aqui les referéncies Ry i €2 sén les mateixes i la referéncia Ry seria ([2 : 2 :2],[0: 0 : 3],[2 :
—1:—1:],[-1:2:3]). Hem de trobar la matriu de canvi de coordenades de R4 en funci6 de
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Equacions d'una projectivitat 4.1.8

2 = R;. Normalitzem la referéncia canviant els representants dels primers tres punts de manera

que la seva suma sigui el quart, obtenim (1,1, 1), (0,0,1),(—2,1,1). Aleshores la matriu és:

10 —2 o
M=(10 1| = f(go:x1:22))=M- |2,
11 1 T

Recordeu que M esta determinada llevat de multiplicar per una constant diferent de zero.

4.1.2 EQUACIONS D'UNA PROJECTIVITAT

Un cop fixades les referéncies i trobada la matriu associada M = (a;'») trobem una expressio

en forma d’equacions. Si posem p = [zg:...: z,]|, un punt de 'espai projectiu de sortida, i
f(p) = [z§: ... )] tenim que:

ay ... a To x

ay ... a, T, T,
Per tant:

x; =ayro+ ... +a,x,, 1=0,...n

Observacio 4.1.6. Observem que donades equacions com les anteriors, si la matriu associada
M = (aé) té determinant diferent de zero, aleshores defineix una projectivitat: en efecte, si e;, v;
son bases adaptades a les referéncies considerem f lisomorfisme que té matriu M en aquestes
bases. Tindrem que ¢ := [f] té matriu M.

Exemple 4.1.7. Anem a estudiar la matriu d’'una perspectiva entre dues rectes diferents r, s
del pla amb centre en un punt p ¢ rUs. Posem O = rNs. Considerem al pla la referéncia
(O,A,B;P)on A€r,Be€siA,B,P noestan alineats. Aleshores un punt de r és de la forma
[a:b:0]ilequacio de s és x; = 0. La interseccié de la recta [1:1: 1]V [a:b: 0] amb y =0 és
[a—0b:0:—b]. Per tant utilitzant referéncies subordinades a r i s tenim que [a : b] es transforma

en [a — b : —b]. En equacions i matriu associada

a* =a—>b (1 —1)

b* =-b 0 —-1)°
Proposicié 4.1.8 (Projectivitat dual). Sigui ¢ : P; — Py una projectivitat amb isomorfisme
associat f 1 Ey — FEs. Suposem donades referéncies R; a P;, també R; a P} al dual. Si

la matriu de ¢ en aquestes referéncies és M (és la matriu de f en bases adaptades ey, ..., e,
i fo,---,[n) aleshores la matriv de p¥ : Py — PY, amb assignacic H — o '(H), en les
referéncies duals Ry, la matriu de f en bases (f5, ..., f) i (e}, ... ek) sera MT.

Demostracio. Vam veure que l'endomorfisme associat a @Y és fY. D’altra banda les bases
adaptades a les referéncies duals son les respectives bases duals. La proposicié és conseqiiéncia
del segiient resultat d’algebra lineal: la matriu de ’aplicacié dual en les bases duals és la matriu
transposada de la matriu de I'aplicaci6 lineal. [ |
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4.2 Projectivitats

4.2
PUNTS FIXOS 1 HIPERPLANS INVARIANTS

Definicié 4.2.1 (Homografia). Anomenem homografia a les projectivitats d’un espai en ell ma-
teix: ¢ = [f] : P — P. Junt amb les perspectives son les dues grans families de transformacions

que estudiarem.

Per al cas de les homografies té sentit demanar-se, i ens donara molta informacié sobre 1’ho-
mografia ¢ = [f], quines varietats lineals queden invariants per la transformacio, és a dir per
a quines varietats lineals . = [F] tenim (L) = L. Es equivalent a calcular quins subespais
vectorials F' C F satisfan f(F') = F. Aquest problema, amb tota generalitat, pot resultar forca
complicat.

Proposicié 4.2.2. Sigui ¢ = [f] : P — P una homografia de l’espai projectiu P. Aleshores:
o Un punt p = [u] és fix si i només siu és un vector propi per f.
e Un hiperpla H és invariant si i només si H* és un punt fiz de ¢".

Demostracio. Els punts fixos son aquells p tals que ¢(p) = p. Com que també [f(u)] = [u],
clarament f(u) = Au. Per tant, p és un punt fix si, i només si, p = [u] amb un VEP de f. Pel
que fa als hiperplans, analogament ¢(H) = H per definici6 i, com ¢ és bijectiva, H = ¢ '(H).
Aix0 passa si, i només si H és un punt fix de ¢V si, i només si, H ve representat per un VEP de
1. [

Observacio 4.2.3. No és cert que si p, ¢ son punts fixos p V ¢ és una recta de punts fixos (com
passava a Geometria Lineal) pero si que és una recta invariant. En aquest sentit, els punts fixos
d’una projectivitat no séon necessariament una varietat lineal. La combinaci6 lineal de VEPs de

VAPs diferents no son VEPs en general. El segiient corol-lari pot ser d’utilitat en aquest sentit.

Corol-lari 4.2.4. Sigui ¢ una projectivitat. Un cop fixada una referencia R, els punts fixos els
trobem calculant els vectors propis de la matriu associada M i els (coeficients dels) hiperplans

invariants es calculen trobant els vectors propis de M.

Observaci6 4.2.5. Com que la forma de Jordan de M i M7T és la mateixa trobem una mena
de principi de dualitat entre varietats invariants: la configuracié de punts fixos i hiperplans

invariants ha de ser quantitativament la mateixa. Per exemple:

e Una recta invariant amb tres punts fixos és una recta de punts fixos. Aixo és perque la
imatge de tres punts (que formen referéncia a P') determina la projeccié restringida a la
recta. Si els tres son fixos, f|,. = Id,.

e En general, una homografia del pla amb tres punts fixos té exactament tres rectes invariants
(que per forga seran les tres rectes determinades pels tres punts). Encara al pla, I'existéncia
d’una recta de punts fixos implica 'existéncia d’un feix de rectes invariants (una recta de
punts fixos al dual), etcétera.

44



Homologies 4.3.2

Es util tenir present alguns fets elementals sobre varietats lineals invariants:

1. Donades dues varietats lineals invariants Ly = [F}], Ly = [F}] per a una homografia ¢ = [f]
tenim que la suma L; V Ly és invariant (ja que en ser Fi, Fy invariants per f també ho és
I+ F).

Com a cas particular del primer apartat, la recta que determinen dos punts fixos és invari-

NS

ant. Pel Teorema Fonamental de la Geometria Projectiva, si tenim tres punts fixos sobre
una recta, aleshores tots els punts son fixos, ja que tres punts formen referéncia.

5. Utilitzant 'expressié paramétrica de les varietats lineals és facil deduir que si una varietat
lineal L esta generada per punts po,...,pr 1 ¢ (p;) € L aleshores L és invariant.

/. La intersecci6 de varietats lineals invariants és invariant.

4.3
HOMOLOGIES

A continuacio, definirem, tal com vam fer a Geometria Lineal, dos casos de projectivitats amb

unes certes peculiaritats: la homologia general i la homologia especial, totes dues a P2,

Definici6 4.3.1 (Homologia general de P?). Sigui ¢ : P* — P? una homografia que té un punt
fix P i una recta r de punts fixos tal que P ¢ r.

1. El feix de rectes per P és un feix de rectes fixes.

2. Donat Q € P2Q ¢ RiQ ¢ P, signi Q = PQNr. (P,Q,Q,¢(Q)) no depén del punt
@ escollit. Si anomenem A\ a aquesta ra6 doble, diem que ¢ és una homologia general de
centre P, eix r i rad \.

3. Sigui f : F — E un representant qualsevol de . f té dos valors propis, un de multiplicitat
1, un de multiplicitat 2 i el seu quocient és .

Definici6 4.3.2 (Homologia especial de P?). Sigui ¢ : P2 — P? una homografia que té una
recta r de punts fixos i cap més punt fix.

/. Existeix un feix de rectes fixes (invariants) per un punt P € r. ¢ s’anomena homologia

especial d’eix v 1 centre P.
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Espai afi 1 espat projectiu

En aquest tema considerem un espai afi (A", F, ¢) sobre un cos K de dimensi6 finita n. En

particular F' és un espai vectorial de dimensi6é n actuant en A" via ¢:
¢ A" x F — A" (p,v) — p+,

de manera que p+ (u+v) = (p+u)+w i fixat un punt p qualsevol, I'aplicacié ¢jpyxp : FF — A"

que envia v a p + v és bijectiva.

5.1
COMPLECIO PROJECTIVA DE L’ESPAI AFI

Volem completar (i compactificar) aquest espai afi a un espai projectiu de manera que I'espai afi
esdevingui el complementari d’un hiperpla i volem que aquest hiperpla parametritzi les direccions
del nostre espai afi A" (o de l'espai vectorial F).

Aixi doncs, com a conjunt de punts, la complecié projectiva de A", que denotarem per A", és
A" U H, on Hy és un hiperpla de A", Pero, aquest conjunt té una estructura d’espai projectiv
natural? Quin és l'espai vectorial E i laplicacid exhaustiva = : E '\ {0} — A" que li donen
estructura de manera que H., parametritzi les direccions de A™?

Les direccions sén determinades per F: P(F) representa les direccions a A. Considerem A" =
A"UP(F) on A" = (A", F, ¢) espai afi, E = F x K un K-espai vectorial i I'aplicacio:

m: E\{0} — An

+iveAr sik#0,
(ko) s JPTR 7
[v] si k=0.
Clarament, P(F) C A" (diem que A" és la complecié d’A™). P(F) és un espai projectiu de
dimensi6 n—1; per tant, un hiperpla d’A”. Se 'anomena hiperpla de Uinfinit d’A”, i el denotarem
per H,. Cada punt d’H., representa una direccié a A". Els punts d’H,, s’anomenen punts
impropis (s6n els nous punts), i els punts d’A" \ H,, s’anomenen punts propis (a classe hem
considerat directament que tot punt de A™ és un punt propi).

Definicié 5.1.1 (Compleci6 projectiva). Donat A™ = (A, F, ¢), considerem A" LIP(F) que té
estructura d’espai projectiu amb A" = (A" UP(F), F x K, 7) on:

7 E\{0} — An
€A™ sik#0
(ko) o (PERCAT SEZD
[v] si k= 0.
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5.1 Espai afi i espai projectiu

Observacio 5.1.2. De totes maneres, aquesta aplicacié m depén de l’eleccié del punt p, i com
a tal, no és molt natural. Per construir 'espai E i I'aplicaci6 © que no depengui d’eleccions
arbitraries, és convenient considerar les funcions naturals de ’espai afi A™ al cos K.

Definicié 5.1.3 (Funci6 afi). Una funci6 afi d’A™ és una aplicacio f : A" — K tal que existeix

un punt p € A" amb la propietat que la funcio

Q/Jf’pi F — K
v — f(p+v)—[f(p)

sigui lineal.

Exemple 5.1.4. Per exemple, si A € K és un element qualsevol, 'aplicaci6é constant f : A" —
K,p— A, és afi.

Donada una funci6 afi, és senzill veure que la funcio ¢ ,(v) = f(p+v) — f(p) no depén del punt
p. En efecte, sigui ¢ un punt qualsevol de A™. El podem escriure de manera tnica com ¢ = p+w
amb w € F (és a dir, w = p)). Aleshores:

Vrq(v) = flg+v) — flg) = flp+w+v) = flp+w) = f(p) +Vsp(w+v) = f(p) — sp(w)
= Vrp(w +v) = Pyp(w) = Yyp(v)

per linealitat. Per tant, una funcié f : A" — K és afi si per qualsevol punt p € A" 1y, :
F — K és lineal. A més, en aquest cas, la funci6 14, no depén de p. Per aixo, quan no hi hagi

confusid, escriurem directament ;. Aixi doncs, les funcions afins compleixen:

fla) = f(p) + s (p))-
El conjunt de les funcions afins d’A} és un espai vectorial.

Proposicié 5.1.5. El conjunt G := {f : A" — K | f és una funcié afi d' A"} és un espai vec-

torial de dimensido n + 1.

Demostracio. Siguin f i g funcions afins. El fet que 9, i ¢, siguin lineals per qualsevol p € A"
fa que Vringp = Y5 p + Ay, sigui lineal i, per tant, f + Ag sigui una funcio afi. Per calcular la

dimensi6, fixem un punt p € A" i observem que:

G — KxFV

fo— (f(),y) (5.1.1)

és un isomorfisme, que depén d’un punt que és arbitrari pero, d’altra banda, estd fizat. Es senzill
veure que és una aplicacio lineal. La inversa ve donada per (A, 1) — g, on g(q) = )\+1Z)(ﬁ). |

Definicié 5.1.6 (Espai projectiu A”). Denotem per A" l'espai projectiu (P(GY, GV, T)).
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Complecio projectiva de 'espai afi 5.1.10

Ara hem d’identificar un hiperpla Ho, de A" tal que de manera natural hi hagi una bijeccio:
A" — An\ H.

Per tenir un hiperpla a A”, hem de trobar un subespai vectorial de dimensié n de GY i aixo
correspon a un subespai vectorial de dimensi6 1 de GG. Dins de les funcions afins, les funcions
constants K C G formen un subespai de dimensié 1 (estan generades per la funcié constant
f:A" — K p+——1). Per tant K° C GV té dimensio n.

Definicié 5.1.7 (Hiperpla de l'infinit, punts impropis i propis). L’hiperpla de linfinit H,, C
A és [K°] (K C G son les funcions constants). Els punts de 'hiperpla de I'infinit H,, s’anomenen
punts impropis i els de A"\ H,, s’anomenen punts propis.

Exemple 5.1.8. En particular, dim H,, = n — 1. Aixi, per exemple, I’hiperpla de l'infinit de
A2 és una recta.

Observacio 5.1.9. L’isomorfisme que hem utilitzat a la demostracié de la proposicié anterior,
(5.1.1), esta format per dues aplicacions. Per un canto, I’aplicaci6 lineal, que no depén de cap

punt (en contrast amb (5.1.1)):
v: ¢ — FV
[
Per I’altre, ’aplicacio a K, que depén del punt triat i, per tant, indueix ’aplicaci6 segiient:

(5.1.2)

ev: A" — @GV
P — {evp: G — K
f — f(p)

En definitiva, en lloc de triar K x F', és molt més interessant agafar G".

Proposicio 5.1.10. Amb les notacions precedents tenim.:
1. Existeix una projectivitat natural entre Uhiperpla de Uinfinit Hy, i P(F). La projectivitat
ve induida per ¥V,
2. Tenim una bijeccid woev : A" —s AP \ Hw. En altres paraules, tenim una injectivitat
natural de A" — P(GY) = A" tal que la imatge sigui el complementari de I’hiperpla a
["infinat.

Demostracio. Observem que K C ker U i com que tenen la mateixa dimensi6 K = ker W. Per
tant, la imatge de l'aplicacio dual UV : F = FVV — GV és exactament K° i aix0 es tradueix en
la projectivitat P(F) — Ho,.

Per altra banda, I'aplicacié A" —= GY -5 A" és injectiva i la seva imatge és A" \ Ho,. En
efecte, suposem que Aev, = ev,. Siles avaluem a les funcions constants, tenim que A = 1. I
ara notem que si p # ¢, aleshores existeix! una funcié aff tal que f(p) # f(q), fet que contradiu

ev, = ev,. Per tant, la composici6 és injectiva.

1 Si no existis, les funcions afins a A™ estarien en bijeccié amb les funcions de afins del quocient A™ per la direccié
(p — q). T aixo contradiu el calcul de les dimensions que hem fet anteriorment.
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5.1.1 Espai afi i espai projectiu

Finalment, si restringim ev, a les funcions constants, tenim que ev, : K — K és encara
exhaustiva, per tant, ev (A") C GV \ K°. Per altra banda, com que ev és injectiva ev (A") és un
espai aff de codimensié 1 a GY i com que no intersecta ’hiperpla K°, ha de ser paral.lel a K°.
L’estructura d’espai afi de ev (A™) coincideix amb l'estructura de subespai afi de G¥ perque:

eV = ev, +0V (u).
Aixi doncs, 7o ev (A") = An\ H,. [

Observacio 5.1.11. El primer item justifica que 'hiperpla de linfinit parametritza, modul
constant, totes les direccions de I'espai afi. El segon, explica per qué els punts de A"\ H.
s’anomenen propis (aixo és, per qué A™ C An). Aixi doncs, podem pensar que les dues estructures
que apareixen separades en un espai afi (punts i vectors) conviuen com a punts en la seva

compleci6 projectiva.

Considerar les funcions definides en un espai i prendre-les com a eina per fer noves construccions
és una estratégia habitual en geometria. La construccié de la complecié de 'espai aff n’és un

exemple.

5.1.1 COMPLECIO PROJECTIVA DE L'ESPAI AFI AMB UN PUNT MARCAT

Per calcular la dimensié de lespai de les funcions afins, hem utilitzat a (5.1.1) que fixat un
punt p € A" tenim un isomorfisme G — K x FV, i per tant, també tenim un isomorfisme
GY — KxF.

Per tant, no és estrany que si tenim marcat un punt p € A™ podem considerar la seva com-
pleci6 A" amb també un punt marcat com (A" UP(F),K x F,7) on 7 és I'aplicacié definida
directament per: o

7: Kx F\{0} — A"=A"UP(F)
p+iveA” sik#0 (5.1.3)

(£, 0) W] €P(F)  sik=0

on p és el punt marcat. Observem que amb aquesta aplicacio P(F) = [{0} x F|, per tant P(F)
és un hiperpla.

Per veure que aquesta tripleta defineix efectivament un espai projectiu primer cal comprovar que
7 és exhaustiva. I efectivament, si ¢ € A" el podem posar ¢ = p —|—ﬁ i aleshores (1, m) =q. Si
[u] € P(F) tindrem que 7(0,v) = [v].

I per altra banda, siguin (k,v) i (k’,v") dos elements de K x F' que tenen la mateixa imatge per
7. Si aquesta imatge és un punt de P(F') aleshores per forca k = k' = 0. En aquest cas [v] = [¢/]
i els vectors v, v’ son proporcionals. Si per contra la imatge és un punt de A", tindrem que:

1 1,
p+Ev:p+yv.

Per tant, %U = %v’; és a dir, (k,v) i (K',v") sén proporcionals.
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L’estructura afi al complementari de ’hiperpla de I'infinit 5.2.2

Observacio 5.1.12. Podem comprovar que la construccié que fem amb un punt marcat és la
mateixa. Primer veiem per la proposicio 5.1.10 que els dos conjunts coincideixen i la projectivitat
entre les dues estructures projectives ve donada per I'isomorfisme dual de (5.1.1):

KxF — GY
kev, 1, =kev,+V"(v) sik#0,

(ko) = {@V(U)k sk = 0.

Com a conseqiiéncia tenim que l'estructura projectiva a A” que construim aprofitant un punt

marcat, de fet no depén del punt.

5.2
ESTRUCTURA AFi AL COMPLEMENTARI D’UN HIPERPLA

D’UN ESPAI PROJECTIU

En aquesta seccié veurem que la complecié que hem introduit a la seccié anterior es pot invertir.
Es a dir, donat P" = (P", E, 7) un espai projectiu i H = [V/] C P" un hiperpla, volem donar una
estructura d’espai aff al conjunt P" \ H (i a més que la complecio de P" \ H sigui P").

Volem definir 'espai vectorial F' subjacent a P"\ H i volem definir l'acciéo P*\ H x F' — P™\ H.
Es a dir, a un punt p = [v] € P*\ H li volem sumar un vector de F. Per altra banda, a la secci6

anterior hem vist que la relaci6 entre els dos espais vectorials involucra certa dualitat.

Definicié 5.2.1 (Espai vectorial subjacent i acci6 de 'espai aff). Per aixo definim 1’espai vec-
torial subjacent com: F := Hom(E/V,V). Isi p: E — E/V és el pas al quocient, definim

I’accio de l’espai afi com:

(P"\H)x F —» P\ H
(WL ) — o+ flp(v)]-

Observem que dim(E£/V) =11dimV = n, per tant, dim F' = n com voliem.

Ara caldria comprovar primer que I’accié esta ben definida. Es a dir, que v + f(p(v)) # 0, que
v+ f(p(v)) &€ Vique [v+ f(p(v))] és independent del representant v de p = [v]. I també caldria
comprovar per qualsevol punt proporciona una bijeccié entre F'i P" \ H i que és efectivament
una accio.

Deixem totes aquestes comprovacions com a exercici i donem una idea de perqueé les dues cons-

truccions son inverses una de 1’'altra.

5.2.1 L’ESTRUCTURA AFI AL COMPLEMENTARI DE L'HIPERPLA DE L’INFINIT

Observacio 5.2.2 (Complecio, recordatori). Sigui (A", F, ¢) un espai afi. Aleshores recordem
que la seva complecio ¢s (P (GY),GY,m) on G és 'espai vectorial de les funcions afins i Ho, = [K°]
on K C G és el subespai de les funcions afins constants.
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Proposicio 5.2.3. Aixi doncs, volem trobar un isomorfisme
H:F — Hom (GY/K° K°).
Demostracio. Sigui s : K — G la funcié lineal que a cada valor A € K li associa la funcié aff
constant de valor A. El seu dual indueix un isomorfisme s¥ : G¥V/K° — K.
Ara recordem que K = ker W on ¥ : G — F" és I’aplicacio lineal exhaustiva que associa a cada
funcio aff la seva «part» lineal (val la pena recordar (5.1.2)). Aleshores, tal com hem utilitzat
a la demostracio de la proposici6 5.1.10, K° és la imatge de aplicacio lineal injectiva UV, per
tant WV : F — K° és un isomorfisme. L’isomorfisme H que busquem envia v € F a:
Hwv): GY/K° — K°
o — sV (a) - UY(v).
Podem comparar les dues accions afins a A" via la bijeccio del segon apartat de la proposicié

5.1.10. Es a dir, volem veure que:

[ev(p +v)] = [ev(p) + H(v)(p(ev(p)))]-

Observem que sY(p(ev(p))) = s¥(ev(p)) = 1. Per tant, H(v)(p(ev(p))) = ¥Y(v). I aix0 ens
permet concloure, ja que les funcions afins son per definicié de ¥ les que compleixen ev(p+v) =
ev(p) + ¥ (v). |

5.2.2 LA COMPLECIO DE L’ESTRUCTURA AFI DEL COMPLEMENTARI D’UN HIPERPLA

Sigui ara (P", E,7) un espai projectiu i H = [V]| un hiperpla. Considerem el conjunt P" \ H
amb espai vectorial subjacent Hom(E/V, V) i, com abans, denotem p : E — E/V la projeccio.
Sigui ara n € E//V diferent de zero i considerem la composicio:

ptn) = E\V 5P\ H.

Aquesta aplicacié és una bijecci6. A més a més, p~'(n) és un espai afi amb espai vectorial
subjacent V' i P"\ H també és un espai afi amb espai vectorial subjacent Hom(E/V, V). De fet,
l'isomorfisme V' — Hom(E/V, V) que envia v a l'aplicacié H, : E/V — V determinada per
n + v, indueix un isomorfisme d’espais afins entre p=!(n) i P*\ H.

Aleshores, la restriccioé de funcions:

Hom(E,K) — G :={f:p"'(n) — K| f és funcio aff}

és una aplicaci6 injectiva entre espais vectorials de la mateixa dimensio, per tant, un isomorfisme.
Aix{ doncs, l'espai projectiu original P" és també (P (GY),GY, ).
Observacio 5.2.4. Hem vist que les dues construccions sén inversa una de l'altra.
A"~ (A_”,HOO) ~ A\ Hy = A"
(B, H) ~» P\ H ~ (m, Hoo) — (P", H).
En el primer cas obtenim un isomorfisme natural d’espais afins i en el segon, obtenim un iso-

morfisme natural d’espais projectius amb un hiperpla marcat. En particular, donar un espai afi
A™ dins d’un espai projectiu P" és equivalent a fixar un hiperpla.
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Complecio de 'espai aff en coordenades 5.3.3

5.8

COMPLECIO DE L’ESPAI AFI EN COORDENADES

El segiient objectiu és definir una referéncia projectiva R a partir d’una referéncia afi R* =
(p;e1,...,e,)1després comparar les coordenades cartesianes respecte de R® amb les coordenades
homogenies en la referéncia R. En aquest cas, la referéncia afi R® ja té un punt marcat (I’origen
p), per tant, en aquesta seccio, i sempre que treballem en coordenades partint d’una referéncia
afi, podem considerar la complecié A" com (A" UP(F),K x F,7) amb l'aplicacié 7 definida a
(5.1.3).

Observacio 5.3.1. Per altra banda, el fet que l'estructura projectiva a A™ no depén de si
marquem un punt o no (observacié 5.1.12) ens permetra fer demostracions utilitzant coordenades,

tal i com farem a partir de la seccid segiient. Comencem per observar que:
vo = (1,0),v1 := (0,€1),...,v, := (0, ¢,)

formen una base de K x F' (son n + 1 vectors linealment independents en un espai vectorial de
dimensio n + 1).

Definicié 5.3.2 (Referéncia en A"). Per tant podem considerar la referéncia projectiva associ-
ada:
R = ([vo]) =p, [l =[ea],.. - [vn] =[en];[vo+ ... o] =p+er1+...+€),

de la qual vy, ..., v, n’és base adaptada.

Proposicié 5.3.3. Considerem les referéncies R* en A" i R en A" definides anteriorment.

Tenim que:
1. Si les coordenades afins d’un punt propi son (ai,...,a,), aleshores les seves coordenades
homogénies son [1:ag:...: ay).

2. Donat un vector v € F amb v = aye1+. ..+ ape,, les coordenades homogeénies de [v] € Hy,

son [0y ...t ay).
Demostracio.
1. Sigui ¢ un punt propi de coordenades cartesianes (ay,...,a,). Per definicidé tenim que
g =p+ Y ae; iper tant un vector de K x F representant ¢q és (1,azeq,...,aye,). Atés
que:

(1,a1e1,...,ane,) = (1,0) + a1 (0,e1) + ... + a,(0,e,) = vg + Zaivi

i que v; és una base adaptada de R, trobem p=[1:ag:...: a,)].
2. De la mateixa forma el punt impropi [v] esta representat pel vector (0,v) € K x F' que en
la base adaptada té una expressio:

(0,v) = (0,161 + ... ane,) = a1 (0,e1) + ..., (0,6,) .

Per tant [v] =[0:aq @ ... ). |
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5.4 Espai afi i espai projectiu

Observacio 5.3.4. Observem que si denotem per [xg : ... : z,] les coordenades de I’espai pro-
jectiu A™ en la referéncia R associada a la referéncia afi R*, aleshores H., és I'hiperpla d’equacio
2o = 0. En particular un punt és propi si i només si satisfa ¢y # 0. En aquest cas podem posar

1:ﬂ:...:ﬁ
Zo Zo
Tn

i per tant <i—;, ey E) son les seves coordenades afins.

les seves coordenades com:

5.4 L
COMPARACIO DE VARIETATS LINEALS D’A” 1 D’A™,

Definicié 5.4.1 (Varietat lineal impropia). Sigui L. C A" una varietat lineal. Si . C H,, diem
que és una varietat lineal impropia. En aquest cas, LN A" = () i queda clar que I no prové d’un

varietat lineal afi.

Definicié 5.4.2 (Part propia). Sigui L una varietat lineal no impropia (L no esta continguda a
I'hiperpla de U'infinit). Aleshores denotem per L* el conjunt dels seus punts propis: L* = LNA™.

Diem que és la part propia o finita de L.

Fixem un sistema de referéncia afi Ror; = {0;e€1,...,e,} 1 considerem en l'espai projectiu A" la
referéncia projectiva associada, Rp0; = {0, [e1],...,[en];0+ €1+ - -+e,}. En aquesta referéncia

projectiva les equacions de IL seran de la forma:

1 1 1
agro +ayry + ... +a,r, =0

k k k
agTo +ajxy; + ... +a,x, =0,

on dimL = n —k (és a dir les k equacions son linealment independents). Aleshores els punts de
IL* son les solucions del sistema d’equacions:

1, 1 1
ay +ayy +...a,x, =0

ko ok k
ag +ajry +...ayx, = 0.

En particular IL® és una varietat lineal en A™. Observem que com IL és propia aquest sistema és
compatible. Per tant el rang de la matriu associada al sistema és el mateix que el de la matriu
ampliada, que per hipotesi és k. En definitiva dim L. = dim LL°.

Proposicio 5.4.3. L’assignacio . — L* dona una bijeccio entre el conjunt de les varietats

lineals propies de dimensid r de A" i el conjunt de les varietats lineals de dimensio r de Uespai
afi A"
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Rao simple i ra6 doble 5.4.5

Demostracio. Ja hem vist que 'aplicacié esta ben definida. Per veure que és bijectiva, és suficient
amb donar una inversa. Sigui M una varietat lineal afi de dimensié r donada pel sistema

d’equacions lineals:

1 1
ayxy +...a,T, = b

k k
ayry + ... ayx, = by,
on k =n — r. Aleshores el sistema d’equacions:

1 1
ayry + ...a,x, = b1z

k k
ayry + ... a,x, = b

defineix una varietat lineal projectiva I de la mateixa dimensio i és clar que L.* = M. ]

Donada una varietat lineal afi M denotarem per M la varietat projectiva associada. La bijeccié
ens diu que M = (M)?. Observem que si la varietat aff M s’escriu com p + G, on G C F és el
subespai director, aleshores les equacions de G son (tal com es veu al curs de geometria lineal)
les de M un cop eliminats els termes independents, o equivalentment, com les equacions de M
fent xo = 0.

ajxy + -+ apz, =0
MNHy, = : son les equacions del subespai director.

al'ry +---+apx, =0
Per tant trobem que: M N Hy, = [G].

Proposicio 5.4.4. Siguin My, My dues varietats lineals afins de subespais directors Gy, Gy res-
pectivament. Aleshores, son equivalents:

1. My @« My son paral-leles.

2. Gy C Gy 0 Gy C Gy

3 MyNHy CMyNHy o MynN Hyy C M; N H.

Exemple 5.4.5. Per exemple, donades dues rectes afins 7 = p;+(uy) i 79 = pa+ (us), tenim les

interseccions 7; N Hy, = [w;] 1 per tant les rectes son paral-leles si i només si 7 N Hoo = T3 N Hoo.

5.4

RAO SIMPLE I RAO DOBLE

Al curs de geometria lineal s’ha definit el concepte de rad simple. Es un escalar associat a tres
punts alineats que mesura la posici6 relativa entre els punts. Més concretament, donats tres punts
p1, P2, p3 tals que py 1 p3 son diferents la ra¢ simple dels tres punts és 'escalar p = (p1, p2, p3) € K
tal que ]_)1—]9_3> =p- ]52—10_3> Observem que admetent la possibilitat p = oo és suficient suposar que
dos dels tres punts son diferents (no necessariament el segon i el tercer).
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5.6 Espai afi i espai projectiu

Proposicié 5.5.1. Siguin pi,ps, p3 € Al tres punts sobre una recta afi dels quals almenys dos
son diferents. Considerem la complecid projectiva Al = A' U Hy, de la recta afi i posem Hy =

{Po}. Aleshores:
(p17p27p3) - <p17p27p37p00) .

Demostracio. Suposem que p; # po (si no, reordenem i la igualtat es preserva) i considerem a
Al la referéncia aff (py, ]?pg) i en Al la referéncia projectiva associada. Aixi doncs els punts
p1 = 0,p2 = 1,p3 = a tenen coordenades projectives p; = [1: 0],po = [1: 1],p3 = [1 : a] iel
punt de Uinfinit és p,, = [0 : 1]. Calculem la ra6 simple i la ra6 doble i veiem que soén iguals:

( )_ a—20

P1,D2,P3) = a_17
’1 1‘ ’0 1'
a 0 1 a

o) = ([1:0],|[1:1},]1:al,]0:1]) = : =
(plap2ap3ap ) ([ ] [ ] [ CL] [ ]) 1 1 0 1 a—1

a 11

Amb aix0, ja hem acabat. n

5.0

AFINITATS I PROJECTIVITATS

. . . / . . . . . . . N e AT -
Siguin A" i A™ dos espais afins i considerem les respectives complecions projectives A” 1 A™ i

els respectius hiperplans de Uinfinit Hy, i H. .

Observaci6 5.6.1.

/. Una projectivitat f : A» — A" no necessariament envia punts propis a punts propis i
per tant, si no posem cap hipotesi addicional no determinara una afinitat entre els espais
afins inicials.

2. Com f és bijectiva, enviar punts propis a propis és equivalent a enviar impropis a impropis.
Es a dir, cal suposar que: f (Hy) = H’_ (hiperpla invariant, no necessariament de punts
fixos). Amb aquesta hipotesi obtenim per restriccié una aplicacié entre espais afins a la
que denotem per f: f: A" — A",

Anem a relacionar les equacions de f amb les de f. Suposem fixades referéncies afins en els espais
afins inicials i considerem les referéncies associades en les seves complecions. Les equacions de

f seran de la forma:

* 0 0 0
Ty = GyTo + a1 + ...+ a, Ty

* 1 1 1
Ty = QygTo + {1+ ...+ a, T,

* n n n
T, = ayTo+ayT1+ ... +a,T,
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Afinitats i projectivitats 5.6.4

on [zf:...:a%] son les coordenades del punt imatge del punt de coordenades [z : ...z,]. Re-

cordem que els punts de I'hiperpla de 'infinit en tots dos espais séon els que tenen la primera
coordenada nul-la. Tenim doncs que per a qualssevol x4, ..., x, no tots nuls, la primera coorde-
nada de f([0:zy:...:2,]) és 0 (zo = 0). Per tant, az; + ... + alz, és idénticament nul-la i
a? =0peri=1,...,n (i a) # 0 donat que estem en una projectivitat). Podem suposar sense
pérdua de generalitat que a) = 1. La matriu de la projectivitat f sera de la forma:

1 0 ... 0

Iy ay al ... al
F— : o :
n n n

aO a’l an

at

|x> .

Abusem de la notaci6 i seguim anomenant a;'. a -

(=l

Observacio 5.6.2. Recordem que, com a Geometria Lineal, la matriu d’una afinitat en una

referéncia afi podia donar qualsevol punt imatge amb la formula de (A.2.1).

Observacio 5.6.3. Sien comptes d’introduir la «nova variable» xq a I’esquerra de les coordena-

des afins 1, . .., &, ho haguéssim fet a la dreta, tindriem coordenades homogénies [z : ...y, @ Tpy1]
i I'hiperpla de l'infinit tindria equaci6é x,,; = 0. Aix0 es podria aconseguir posant en la de-
finici6 de la clausura projectiva £ = F x K i en la definici6 de referéncia associada R =
([ed] -, [en] s pip+ D ei). En aquest cas la matriu M7 seria de la forma:

ay ai ... al_, al

- ' : (5.6.1)

ay ay ... ap_; ap

0o 0 ... 0 1

Observaci6 5.6.4. Si g té una matriu de la forma (5.6.1), restringida a A™ sera una afinitat i

viceversa si f és una afinitat.
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Quadriques projectives i afins

L’objectiu d’aquest tema, i els successius fins a final de curs, és 'estudi de la geometria de
les figures, projectives o afins, definides per equacions de segon grau. El referent més proper
a vosaltres son probablement les coniques del pla afi: tots heu sentit a parlar de paraboles,
hipérboles i el-lipses, aquestes son quadriques afins del pla que apareixeran quan tractem la
classificacié d’aquestes objectes.

Primer comencarem estudiant les quadriques en ’ambit projectiu: matrius associades, equacions,
relacions amb les varietats lineals, polaritat, etcétera. Després estudiarem les quadriques afins
i, finalment, estudiarem la seva classificacid, tant de les projectives com de les afins. Una
observacié important és que, a diferéncia de les varietats lineals, els punts que satisfan les
equacions quadratiques no necessariament determinen les equacions. Per exemple, sobre els
reals una equacié quadratica pot no tenir solucié. Aixo fa que la definicié de quadrica no sigui
«el conjunt de punts que satisfan una equacié de segon grauy, siné la propia equacié. De fet, per
donar una definici6 intrinseca (independent de coordenades), en comptes de I'equacié usem la
teoria de les formes bilineals que ja coneixeu de cursos anteriors. Un cop fixada una referéncia,
la forma bilineal determina i estd determinada per una equacié de segon grau (i també, com
veurem, per una matriu simétrica).

Acabem la introduccio6 a aquesta part del curs, la darrera, fent notar que el cos base juga un paper
molt important. Com s’ha dit, una equaci6 de segon grau sobre els reals (o sobre els racionals)
pot no tenir soluci6. Per aixo, la teoria de classificacié de les quadriques afins i projectives és de
natura molt diversa en funci6 del cos fixat. Aqui ens limitarem a treballar amb els cossos R i C.

6.1
DEFINICIO DE QUADRICA DE L’ESPAI PROJECTIU

Definici6é 6.1.1 (Quadrica). Fixem un espai projectiu (P, £, 7) de dimensi6é n sobre un cos K
(de moment arbitrari, pero de caracteristica diferent de 2). Una quadrica d’aquest espai projectiu
és la classe, modul multiplicacié per una constant no nul-la, d’'una forma bilineal simétrica a F

diferent de zero. Per raons historiques a les quadriques del pla (n = 2) les anomenem coniques.

Observacio 6.1.2. Recordem que una forma bilineal simétrica a F és una aplicacié n : E X

E — K lineal en cada variable, és a dir, per a qualssevol u,u’,v € Ei X € K:

n(u+u,v)=n(u,v)+n@,v), n(Au,v)=AI(u,v), (lineal respecte el primer factor);
n(u,v+v") =n(u,v) +nu,v), n(u, v)=AI(u,v) (lineal respecte el segon factor).

Que sigui simétrica vol dir que n(u,v) = n(v,u) per a qualssevol vectors u,v € E. Notem que
en la nostra definici6 les formes bilineals 1 i kn sén considerades equivalents (és el que vol dir
«modul multiplicacié per una constant no nul-lay ).
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6.2 Quadriques projectives i afins

Notacié 6.1.3. Posarem @ = [n] per referir-nos a la quadrica associada a 7. Suposem donada

una referéncia R = (po, .. ., pn; A) en Uespai projectiu fixat i sigui e, ..., e, una base adaptada:
Po = [eo],- - pn = len], A =eo+...+e,]. Aleshores la matriu de @ en la referéncia R és la
matriu segiient:
n(eo,e0) ... n(eo,en)
M= : - :
n(en o) .. n(en,en)

Propietat 6.1.4.

1. La matriu M tén+1 files in+ 1 columnes i és simétrica.

2. Esta definida llevat de multiplicacio per constant: en efecte, si canviem 1 per kn, totes les
entrades de la matriu queden multiplicades per k i per tant la matriu obtinguda és kM.
D’altra banda, si considerem una altra base adaptada a la mateiza referéncia, haura de ser
de la forma Neg, ..., Ne,. Ates que per la bilinealitat n (Ne;, \ej) = N1 (e, e;) la matriu
queda modificada per la constant no nul-la \2.

3. La matriu permet «calculary la forma bilineal en dos vectors uw =) a;e;,v = Y bse;:
bo
n(u,v) =n (Z a;e;, ijej> = Zaibj, n(ee)=(ao ... an) M| :
bn
Observaci6 6.1.5. Observem que, com les coordenades (i la matriu) estan definides llevat de

multiplicar amb una constant, el valor de n(u,v) és de poca utilitat. En canvi I’anul-lacié o no
d’aquest valor si té ple sentit.

Definicié 6.1.6 (Punts conjugats). Sigui @ = [5] una quadrica en un espai projectiu. Direm
que dos punts p = [u], ¢ = [v] s6n conjugats respecte de @ si n(u,v) = 0. Diem que un punt p
pertany a @ o que la quadrica @ passa pel punt si p és conjugat d’ell mateix (autoconjugat). Es
a dir si p = [u] i n(u,u) = 0. Posem: |Q| = {punts que pertanyen a Q}.

Observacio 6.1.7. Fixada una referéncia R com abans, denotem per M la matriu de @) en
aquesta referéncia. Si les coordenades dels punts pi ¢ son [ag:...:a,] 1 [bg:...: b, respecti-

vament tenim que p i ¢ sén conjugats si:

b(] Qo
(ap ... a)) M| | =0if(a ... ax) M| : | =0sipelQ|.

b, an,

0.2

EQUACIONS DE LES QUADRIQUES

Amb les mateixes notacions volem convertir el llenguatge de matrius en el d’equacions. Posem

a;; = 1 (e;, €;), notem que a;; = aj;. Utilitzem la darrera expressié que hem obtingut: un punt
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Equacions de les quadriques 6.2.3

variable [zg : ... : x| pertany a @ si, i només si:
Qoo -+ Gon Zo
(zo -~ @) [ 1 o =0
ano - App L,

Desenvolupant aquesta expressié trobem la segiient equacio:

2 2 Z
Qoo + ...+ Ann T, + 2 Qi T T5 = 0.
i#]
Observeu que és una equacié de segon grau en les variables x,...x, i homogeénia (tots els

monomis tenen grau 2, no hi ha termes lineals ni terme independent).

Observacio 6.2.1. A més a més, donada 'equacié podem reconstruir la matriu mirant els
coeficients de cada monomi. Per exemple el coeficient de z? és el terme (i,7) de la matriu,

mentre que el coeficient de z;x;,7 # j, és el doble que el del terme (i, j) (o (7,1)).

Proposicio 6.2.2. Fizada una referéncia en un espai projectiu les dades segiients son equiva-
lents:

1. Una quadrica Q = [n);

2. Una matriu (n+ 1) x (n+ 1) simétrica determinada llevat de constant;

3. Un polinomt de segon grau en les variables xg, ..., x,, homogeni i determinat llevat de

constant.

Exemple 6.2.3. Fixem un espai projectiu de dimensi6é n amb una referéncia fixada.
o Les matrius diagonals corresponen a les equacions de la forma agx? + ... + appz?, = 0.
Per exemple, la identitat correspon a 22 + ...+ 22, = 0.
e El producte de dues equacions homogénies de primer grau (corresponent a dos hiperplans
H,, H,) proporciona una equacié homogénia de segon grau que correspon a una quadrica
Q. En aquest cas || = Hy U Hy. Per exemple, els hiperplans d’equacions o = 0,21 = 0
donen la quadrica xgr; = 0 que té matriu:

01 ...0
0 ...0
00 ... 0
e Suposem n = 2. Aleshores 'equaci6 corresponent a la matriu
0o 1 3
1 2 -1
3 -1 5

sera Qx% + 59(:% + 2xg11 + 61929 — 22129 = 0. 1 viceversa: l'equacié homogénia de segon
grau a;g + :C% + x% + zoxy + Xox2 + T1T2 té matriu associada:

N[N = =
ML e I L
— DO [
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6.3 Quadriques projectives i afins

Observacio 6.2.4. L’equivaléncia de la proposici6 6.2.2 es pot obtenir sense fixar una referéncia.
De fet, sin: E x E — K és una forma bilineal simétrica, podem definir I'aplicacié 6 : £ — K
per 6(u) = n(u,w). L’aplicaci6 6 permet recuperar la forma bilineal 7 (si la caracteristica de K
és diferent de 2). En efecte, la bilinealitat i la simetria de n impliquen que:

O(u+v) =nlu+v,u+v)=n(u,u)+n(uv)+nv,u) +n(v;v) =0(u) + 2n(u,v) + 0(v);
de manera que 7(u,v) = $(0(u +v) — 0(u) — 6(v)).

Definici6é 6.2.5 (Aplicacions quadratiques). Anomenem aplicacions quadratiques les aplicaci-

ons 0 : E — K tals que (u,v) — 3(0(u+v)— 0(u) — 0(v)) és bilineal simétrica.

Observaci6 6.2.6.

e Per tant, la proposici6 6.2.2 és la versioé en coordenades de ’equivaléncia entre les formes
bilineals simétriques a F i les formes quadratiques a E.

o L’espai vectorial de les formes bilineals simétriques a E es denota per $2E". El significat
d’aquesta notacio6 és la segona poténcia simeétrica del dual d’E. En aquest curs no tractarem
en detall 'espai vectorial $?EY, perd podem dir que una quadrica a l’espai projectiu
(P, E,m) és un punt de P(S?EY). Si dim F = n també podem calcular la dimensi6 de
S2EY, ja que correspon a les matrius simétriques, és a dir dim $?EY = wz("”)

0.3
CANVIS DE REFERENCIA

Els canvis de base afecten a les formes bilineals de la forma segiient: si M és la matriu
d’una forma bilineal 7 en una certa base i A és la matriu de canvi de base aleshores la
matriu de 1 en la nova base és de la forma AT M A.

En la nostra situacio, donades dues referéncies considerem dues bases adaptades a les dues
referéncies i la matriu A de canvi de coordenades és la matriu de canvi de base entre les dues
bases adaptades. Per tant, la formula M’ = AT M A és valida, on M és la matriu de la quadrica
Q@ en una referéncia R, M’ la matriu de ) en una altra referéncia R’ i A és la matriu de canvi
de referéncia de R’ en funci6 de R.

La formula anterior ens diu que el determinant de M no és un valor intrinsec associat a (). De
fet aix0 no és sorprenent ja que podem canviar M per un miltiple qualsevol. El que si que té
sentit és preguntar-se si aquest determinant és nul o no. Més en general tenim que, com que la
matriu A és invertible:

rang (M') = rang (A" M A) = rang(M).

Definicié 6.3.1 (Quadrica degenerada). Diem que una quadrica és degenerada si el determi-
nant de qualssevol matriu associada a () és zero. En cas contrari diem que és no degenerada.
Anomenem rang de la quadrica @) al rang de qualsevol matriu associada a ). Les quadriques
de rang n + 1 (o rang maxim) sén les quadriques no degenerades.
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Quadriques de P! 6.4.5
q

6.4
RESTRICCIO D’UNA QUADRICA A UNA VARIETAT LINEAL

Definicié 6.4.1 (Forma bilineal restringida). Sigui ) = [n] una quadrica d’un espai projectiu,
i sigui L = [F] una varietat lineal. Aleshores la forma bilineal 1 : £ x E'— R es pot restringir
a I' x I’ definint una forma bilineal que denotem 7z, que prové de la composicié de la injecci6
amb n: F' X F'— F x E — R. Esta ben definida perqueé és simétrica i lineal.

Lema 6.4.2. La forma bilineal restringida nyp €s zero si i només st . C |Q| (sovint escriurem

Lca@).

Demostracio. Suposem que la restriccié és zero. Aleshores np(u,v) = n(u,v) = 0 per a totes
els vectors u,v € F. En particular, per a tot punt p = [u] € L tenim que n(u,u) = 0 i,
per tant, p € |@Q|. Per tant I C |Q|. Provem ara l'altra implicaci6 suposant que tots els
punts de L pertanyen a la quadrica. Usant la definicié6 obtenim que tots els vectors u de F'
satisfan n(u,u) = 0. Volem veure que n(u,v) = 0 per a qualsevol parell de vectors de F', que,
aparentment, és més fort. Com u + v també és de F' tenim el segiient:

0= n(u+v,u+wv) = nlu,u) + 29w, v) + (v, v) = 2n(u, v).
Per tant, com la caracteristica del cos no és 2 (estem a R), tenim que n(u,v) = 0. [

Observacio 6.4.3. Aixi doncs tenim dues possibilitats: o bé la varietat lineal esta continguda
en la quadrica o bé la restriccié de la forma bilineal és no nul-la i defineix una quadrica en L.
Restringir matrius, pero, és bastant incomode.

Definici6é 6.4.4 (Quadrica restringida a la varietat). Sigui la restriccié de la forma bilineal no
nul-la tal que es defineix una quadrica en L. Denotem aquesta quadrica per Q. i diem que és

la quadrica restringida a la varietat lineal.

Observacio 6.4.5. En el llenguatge d’equacions la restriccié la podem entendre aixi: podem
agafar una referéncia en la qual L té equacions x4 = ... = x, = 0. En aquesta referéncia @)
tindra una certa equacié. En aquesta equaci6 substituim x; = 0 per ¢ > k + 1. Si tota I’equacio
desapareix vol dir que la varietat lineal esta continguda. Si no és el cas quedara una equaci6 de
segon grau en les variables zg, ..., z; que defineix una quadrica en L.

0.5

QUADRIQUES DE P!

D’ara en endavant suposarem que K és R o C.

Ens sera ttil per a entendre la tangéncia saber com son les quadriques en 'espai projectiu de
dimensi6 1. Suposem doncs una recta projectiva P! amb una referéncia fixada. Una quadrica @
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6.6 Quadriques projectives i afins

en P! ve donada per una matriu simétrica no nulla 2 x 2:

a b
=G )
Equivalentment, tindrem az? + 2bxoz; + cx? = 0.

Proposicié 6.5.1. Si el cos base és C, tenim que |Q| esta format per dos punts diferents si i
només si ) és no degenerada (det(M) # 0). Si Q és degenerada |Q| consisteiz en un sol punt.
Si el cos base és R, aleshores:

1. Sidet(M) < 0, aleshores |Q| esta formada per dos punts.

2. Sidet(M) = 0, aleshores |Q| esta formada per un sol punt.
3. St det(M) > 0, aleshores |Q| = 0.

Demostracio. Demostrem primer aquest resultat suposant a = 0. En aquest cas el determinant

de M és —b%. L’equaci6 sera:
2bx0x, + cx = 21 (2bx + 1) = 0.

Els punts soluci6 son [1 : 0] i [¢: —2b]. El determinant és no nul (b # 0) si i només si aquestes
dues solucions sén diferents (—b? = det M si a = 0, si det M # 0 es dona que b # 0). Aixo prova
la proposicié en aquest cas, tant sobre els reals com sobre els complexos.

Suposem, doncs, que a # 0. Com que a # 0, el punt [1 : 0] no és solucié de I'equacio, per
tant podem suposar que els punts soluci6 son de la forma [ : 1], on « és solucio de 'equacio
ac® + 2ba + ¢ = 0. Aplicant la formula de 1’equaci6 de segon grau (c # 0) trobem:

20k VAV —dac  —bE AV —ac  —bx\/—det(M)
a a '

2a

(0%

Aixi, sobre C, hi ha dues solucions si i només si el determinant és no nul, i si ho és n’hi ha una.

Sobre R el nombre de solucions depén del signe det(M) tal com descriu I'enunciat. |

0.6
INTERSECCIONS D’UNA QUADRICA AMB UNA RECTA

Properament estudiarem les propietats geométriques de les quadriques projectives (sobre R o C
en tot el que resta de curs). Primer analitzarem la interseccio de les quadriques amb les rectes, la
qual cosa ens portara a la noci6 de tangéncia. Molt relacionada amb aquest concepte (de fet és
més general) trobem la definici6 de conjugacié de punts respecte d’'una quadrica i de polaritat.
En aquesta secci6 fixem una quadrica projectiva = [n] en un espai projectiu P de dimensi6

n. Sigui [ una recta.

Definicié 6.6.1. Diem que un punt p és comi a la quadrica i a la recta si p € [N |Q|. Sovint
anomenarem talls als punts comuns. També diem que [ esta continguda en @ si [ C |Q)].
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Interseccions d’una quadrica amb una recta 6.6.5

Proposicio 6.6.2. Siguin Q) tal com abans. Es donen les possibilitats segiients:
1. St el cos base és R, aleshores o bé | esta continguda en Q) o els punts comuns de Q) il son:

e 0 2 punts reals diferents,
e 0 1 punt real,
e 0 2 punts imaginaris conjugats (no reals)

2. St el cos base és C, aleshores o bé | esta continguda en ) o els punts comuns de Q) il son:

e 0 2 punts diferents,
e 0 1 punt.

Demostracio. Posem @ = [n] 11 = [F]. A la seccié anterior vam veure que [ esta continguda en
Q (és a dir, n(v,v) = 0 per a tot v € F') si, i només si, npxr = 0. Suposem doncs que [ no esta
continguda en () tindrem que Q; = [77‘ Fx F} és una quadrica ben definida en la recta [. Apliquem
I'estudi que ja hem fet sobre les quadriques en P! i obtenim les possibilitats de ’enunciat segons

sigui el determinant d’una matriu associada a Q). ]

Definicié 6.6.3 (Recta tangent a una quadrica). Diem que una recta [ = [F] és tangent a una
quadrica @ si [ esta continguda a @ (és a dir, si n|p = 0) 0 si [ i @) tenen només un punt en
comu (Q)|; és una quadrica degenerada). En el segon cas, al punt [N |Q] li diem punt de contacte

o de tangéncia.

Definicié 6.6.4 (Corda). A una recta no tangent I'anomenem corda i als seus dos punts en
comi amb la quadrica els anomenem punts de tall. Sila quadrica és real i |@;| = ), considerem
la quadrica complexa associada i anomenem els seus punts de tall, punts de tall imaginaris amb

la quadrica real.

Lema 6.6.5. Sigui Q = [n] una quadrica © siguin p = [u],q = [v] dos punts diferents. Posem
[ = pV q i suposem que aquesta recta no esta continguda a Q). Aleshores la matriu de Q

restringida a [ en la referéncia (p,q;[u + v]) és:

En particular, | és tangent a Q si, i només si det M =0 o bé n(u,u) = n(v,v) = n(u,v) = 0.

Demostracio. Tenim que I = [(u, v)] 1 que u, v és una base adaptada a la referéncia de I’enunciat.
Per tant la matriu associada a la quadrica restringida és la matriu de la forma bilineal en aquesta
base, que és la matriu:
(n(u, u) n(u, v))
n(u,v) n(v,v))
A més a més, hem vist que la recta és tangent (talla en un sol punt) si, i nomeés si, la quadrica
restringida a la recta és degenerada que és equivalent a demanar que el determinant de la matriu

sigui zero (i aquesta és una condicié invariant respecte qualsevol base). [ |
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6.7
TANGENCIA I POLARITAT

Continuem suposant fixada una quadrica projectiva Q = [n] en P". L’apartat anterior ens
permet definir varietat lineal tangent a una quadrica i calcular-la. Recordem que diem que dos

punts p = [u], g = [v] son conjugats respecte de Q sin(u,v) = 0.

Definicié 6.7.1 (Varietat tangent a ()). Sigui p € (). Anomenem varietat tangent a () en p a
la unié de totes les rectes tangents a ) que passen per p i la denotem per Ty (p). Posem p = [u],

com el punt pertany a la quadrica tenim que n(u,u) = 0.

Observacio 6.7.2. Sigui p = [u] € @ (és a dir, tal que n(u,u) = 0) i [ qualsevol punt que passa
per p (és a dir, que podem escriure com [ = pV ¢ = [u] V [v]) i ha de ser tangent a @ en p si,
i només si, n(u, u)n(v,v) — n(u,v)?> =0 <= n(u,v) = 0. Es a dir, fixat p € Q, aleshores els
punts ¢ = [v] tals que p V ¢ és tangent a @) son els punts ¢ = [v] tals que n(u,v) = 0. Ho podem
plantejar d’una altra manera. Per la definicio tenim que q = [v] pertany a To(p) si, @ només s,
la recta p V q és tangent. Pel lema 6.6.5 aixo equival a qué n(u,v) = 0. Per tant, T(p) és la
varietat lineal dels punts ¢ = [v] que satisfan n(u,v) = 0.

Suposem fixada una referéncia. Aleshores () té associada una matriu simétrica:

apo ano
M= :
QAno Qpn
i Pequacio de la varietat tangent a @ en el punt de coordenades u = [ag : ... : ay,] és:
Qoo -+ Ano Zo
(g...om) |+ - | =0. (6.7.1)
Qpo  **° Qnn Tn

Hi ha dues possibilitats: la primera és que (ap...a,) M = 0. Com la matriu és simétrica aixo
equival a qué:
Qoo -+ Gpo Qg
Mu=| : ~-.. | =0.

Apo ** Qnn Qp

Es a dir: u € ker(M). En aquest cas 'equaci6 (6.7.1) se satisfa sempre i, per tant, Ty (p) = P".

Definicié 6.7.3 (Punt doble). Sigui p = [u] tal que u € ker(M). Diem que p és un punt doble
o punt singular de la quadrica.

Observacio 6.7.4. Notem que una quadrica té punts singulars si, i només si, és degenerada i
que els punts dobles sén conjugats de tots els punts, en particular son autoconjugats i pertanyen
a la quadrica.
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Proposicio 6.7.5. El conjunt dels punts dobles d’una quadrica () és una varietat lineal que

denotarem per D C |Q|. A més a més, dimD = n — rang(Q).

Demostracio. Un punt p = [u] és doble si només si u € ker(M) on M és la matriu de () en una
referéncia fixada. Per tant D és la varietat lineal [ker(M)]. Calculem la seva dimensio:

dimD = dimker(M) —1=n+ 1 —rang(M) — 1 = n —rang(M) = n — rang(Q). |

La segona possibilitat és que M no anulli el vector u. En aquest cas I'equacio (6.7.1) dona
un hiperpla. Per tant si p no és doble parlarem de [’hiperpla tangent a la quadrica en el punt.
L’equaci6 (6.7.1) es pot considerar en qualsevol situacié no només quan el punt p és de la

quadrica.

Definicié 6.7.6 (Varietat polar). La varietat polar d’un punt p respecte d’una quadrica @) és
el conjunt de punts conjugats de p respecte de Q. Es una varietat lineal donada per I'equacié
(6.7.1). La denotem per Hy(p) o Polarg(p).

Observaci6 6.7.7.

1. Si p € D, novament Hg(p) = T(p) = P*. En cas contrari Hg(p) és un hiperpla.

2. Sip € |Q|\D, aleshores Hq(p) = To(p). Es a dir, si el punt és de la quadrica, ’hiperpla
polar és el mateix que 'hiperpla tangent.

3. Sip ¢ |Q|, tindriem que Hg(p) és un hiperpla que no passa per p (si p € Hg(p) aleshores
p seria autoconjugat i seria un punt de la quadrica).

/. Segons la definicio, dos punts p = [u], ¢ = [v] sén conjugats respecte de la quadrica @ = [n]
si 1 només si n(u,v) = 0. Observeu que aixd també es pot expressar com ¢ € Hp(p) o
p € Ho(q).

Proposicio 6.7.8. Sigui () una quadrica no degenerada. Donat un hiperpla H existeix un inic

punt p tal que Hg(p) = H.

Demostracio. Suposem que () és una quadrica no degenerada que té matriu M en una certa
referéncia projectiva. Aleshores la polaritat defineix una projectivitat de matriu M:
f: P — (P
p = Hq(p)
En particular, aquesta aplicacié és bijectiva i, per tant, donat un hiperpla H existeix un tnic
punt p tal que Ho(p) = H. Si @ = [n] és una quadrica en l'espai projectiu P = (P, E, 7), la
projectivitat esta induida per lisomorfisme ¢, : E — EY definit per ¢,(u)(v) := n(u,v).
1. La linealitat en v de n implica que ¢,(u) € EV i la linealitat en u de 7 implica que ¢, és
una aplicaci6 lineal.
2. L’aplicaci6 lineal ¢, es pot definir encara que () sigui degenerada, i de fet, el rang de )
coincideix amb el rang de ¢,. D’aquesta manera el rang de @) esta ben definit (de manera

lliure de coordenades) gracies a qué de la definicié se segueix facilment que per qualsevol
AeEK, ¢y, = Ay, [ |
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Definicié 6.7.9 (Pol de H). Sigui () una quadrica no degenerada i sigui un hiperpla H. Si
existeix p tal que Hg(p) = H, p és el pol de H respecte de Q.

Definici6é 6.7.10 (Referéncia autopolar). Diem que una referéncia R = {po, ..., pn; A} és au-
topolar respecte d'una quadrica @) si Vi # j els punts p; i p; son conjugats. Dit d'una altra forma,
Ho((pi) =poV...VDP;V...Vp, Com el punt unitat no intervé en la definicio, sovint direm
simplement que {po,...,pn} és un simplex autopolar (triangles autopolars en el pla, tetraedres

autopolars a P?, etcétera).

Teorema 6.7.11. Sigui QQ = [n] una quadrica de P™ i siguin p,q € P" dos punts diferents.
Aleshores:
1. Sip,q€|Q|, tenim que p i q son conjugats si i només si pV q esta continguda en Q.
2. Sipe|Q|iqé|Q|, aleshores p i q son conjugats si i només si pV q és tangent a Q i no
esta continguda en Q).
3. Sip,q ¢ |Q|, aleshores p i q son conjugats respecte de QQ si i només si p\V q és una corda

d’extrems a,b, aleshores {p,q} i {a,b} se separen harmonicament. Es a dir, (p,q,a,b) =
—1.

Demostracio.

1. Posem p = [u] i ¢ = [v]. Per hipotesi n(u,u) = n(v,v) = 0. Per tant p i ¢ son conjugats
si, i només si, n(u,v) = 0 1 aixo equival a qué la restriccio de n a (u,v) sigui zero, és a dir
que la recta estigui continguda en Q).

2. Amb la mateixa notacio, la restriccié de 1 no és zero perqué ara suposem que 7(v,v) # 0.
Pel lema 6.6.5 la recta pV g sera tangent si, i només si, n(u,u) - n(v,v) —n(u,v)* = 0. Com
que estem suposant p € |Q| tenim que n(u,u) = 0. Per tant, la recta és tangent si, i només
si, n(u,v) =0, és a dir, els punts sén conjugats.

3. Suposem ara que els punts p i ¢ no pertanyen a la quadrica, és a dir n(u,w) i n(v,v) son
no nuls. Primer veiem que si p i ¢ son conjugats, és a dir, n(u,v) = 0, aleshores p V q és

una corda. En efecte, la quadrica restringida a la recta té matriu:

(n(% A 77(2?, v)>

per tant, la restriccio a la recta és no degenerada i en conseqiiéncia la recta és una corda.
Per tant, podem suposar que p V ¢ és una corda. Siguin a i b els seus extrems (si K = R
i els extrems sén imaginaris conjugats, estenem K als nombres complexos). Volem veure
que p i ¢ son conjugats si, i només si, (a,b,p,q) = —1 (o equivalentment (p, ¢, a,b) = —1).
Considerem una referéncia sobre la corda de manera que a = [1:0],b = [0 : 1]. Aleshores,

en aquesta referéncia, tenim que la matriu de la quadrica restringida és:

()
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ja que a,b pertanyen a |@|. En aquesta referéncia, els punts p, ¢ tenen coordenades p =

[a:1],q =[5 :1]. Tenim que els punts séon conjugats si, i només si:

(1) (‘1) é) (f) —a+p8=0.

La ra6 doble (a,b,p,q) = ([1:0],[0: 1], [« : 1],[8 : 1]) es pot calcular amb els determinats
i s’obté facilment g Per tant, efectivament, p i ¢ son conjugats, és a dir, a + 8 = 0 si, i
només si, la ra6 doble és (a,b,p, q) = g = -1 |

Exemple 6.7.12.

/. Considerem en P? amb una referéncia fixada la conica d’equacié 22 — y?> = 0. La matriu

associada és:

1 0 0
0 -1 0
0 0 0

que té rang 2. El nucli de la matriu és el vector (0,0,1), per tant la varietat de punts
dobles és D = {[0 : 0 : 1]}. De fet els punts de la conica és la uni6 de les dues rectes
r4+y=0iz—y =0, que es tallen en el punt doble. Considerem el punt p = [1:1:0]. Es
un punt de la conica (compleix 'equaci6 de la conica) que no és el punt doble. Calculem
la recta polar de la conica en p (és a dir, la recta tangent en p):

1 0
(1100 -10
0 0

2. De nou considerem en P? amb una referéncia fixada. Sigui la conica d’equacié z?+y?—22 =
0. La matriu associada és:

1 0

0 0

0

o = O

—1

que té rang 3; per tant, és no degenerada. Considerem el punt p =[1:0: 1]. Es un punt
de la conica i la recta polar de la conica en p (és a dir, la recta tangent en p) és:

1
(1 o1)fo0 =r+y—2=0.
0

O = O
_ o O
IS

Sigui ara el punt ¢ = [1 : 0 : 0] que no pertany a la quadrica. La recta polar de ¢ es calcula

de la mateixa forma:
z

1 00
(1 0 0) 010 y| =x=0.
0 0 1 z
Aixi doncs, considerem una conica no degenerada del pla i un punt p que no pertany a la

conica.
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Figura 6.1: Una conica no degenerada del pla i un punt p que no pertany a la conica.

Al dibuix anterior el punt p es troba sobre la recta tangent (i.e. recta polar) en el punt A;
per tant, A i p son conjugats. Pel mateix motiu ho son B i p. Com la polar de p és una
recta i ha de contenir A i B, obtenim que H, = AV B. També hi ha dibuixada una corda
per p d'extrems R i.S. La corda talla H, en T', per tant 1" i p sén conjugats. Obtenim que

(R,S,T,p)=—1.

0.8
QUADRIQUES DEGENERADES

En aquesta secci6 fem un tractament especific de les quadriques degenerades amb especial atencio
als cons (quadriques de rang n) i a les de rang 1 i 2. Fixem un espai projectiu de dimensio P i

considerem una quadrica ) en P" de rang r.

Observacio 6.8.1. Recordem que @ és degenerada si 7 < n (i no degenerada si r = n + 1).
Equivalentment, la varietat de punts dobles D de @) és de dimensié n —r > 0, en particular

no buida.
Considerem una referéncia projectiva R = (po, . . ., pn; A) tal que po, p1, . . ., Pu_r 8O0 punts de D.
Sigui e, ..., e, una base adaptada. Aleshores els vectors e, ..., e,_, son del nucli de la matriu

de @ (per definici6 de punt doble). Aixi doncs, la matriu M de @) en aquesta referéncia és de la
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forma:
0 0 0 0
0 ... 0 0 . 0
M =
0 ... 0 Qp—r4in—r+1 -+ Opn_ryln
0 ... 0 (p—r+t1n . (np

Posem M, a la submatriu r x r dels elements a; ;. Tenim doncs que rang(Q)) = rang(M) =

rang (M,) = r. En particular M, és una matriu simétrica de rang maxim. En aquesta referéncia,

la varietat lineal D té equacions z, ,y; = ... = x, = 0. La varietat lineal L d’equacions

To=...= Ty, = 0 és suplementaria de . La restricci6 de ) a IL té matriu M,, denotem per

QL aquesta restriccié. Siun punt p = [zo: ... : z,] no pertany a D considerem:
(pVD)NL=1[0:...:0:Zp_pyq:...: Ty

i el denotem per p’. En referéncia subordinada a L. les coordenades de p’ son [, 41 @ ... 2y).

Lema 6.8.2. Siguin p = [xo:...: @] 1 ¢ = [Yo:...:Yn] dos punts que no pertanyen a D.

Aleshores p i q son conjugats respecte de Q) si, 1 només si, p' i ¢ son conjugats respecte de Q..
En particular p € |Q)| si, i només si, p' € Q.

Demostracio. Es consequiéncia d’observar que la condicié:

0 ... 0 0 e 0
(m . ) 0 ... 0 0 e 0 ) 0
0o --- n : =
0 ... 0 Up—r41pn—r+1 -+ Op_ryin
. . . Yn
0 ... 0 p—r41,n . (np
és equivalent a la condicio:
Ap—r+1n—r+1 -+ OGp_ryin Yn—r41
Ap—r+1,n o Qpn Yn

Proposicié 6.8.3. Sigui Q una quadrica degenerada amb varietat lineal de punts dobles D # ().
Sigui L. una varietat lineal suplementaria de D. Denotem per Qr la quadrica (no degenerada)
restriccio de @ a L. Aleshores |Q| €s la unid de les rectes que uneizen punts de |Qy| i punts de
D. Es a dir:
Q| =DuU U xz V.
z€|QL|,yeD

Demostracio. Sigui p un punt que no pertany ni a D ni a L. Com L i D sén suplementaries
existird una tnica recta per p que talla a les dues varietats lineals (aquest és el famds exercici
1.6.1). El tall amb L necessariament ¢és el punt p’. Segons el lema anterior tota la recta p V p’
esta continguda en |@Q| si i només si p’ € |Qy]. |
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6.8.1 CONS

Definicié 6.8.4 (Con). Diem con a una quadrica de rang n, o sigui un per sota del rang maxim.

En aquest cas, D esta formada per un punt V' al qual anomenem wvértez del con.

Podem prendre com a varietat I un hiperpla que no passa per V. La proposici6 6.8.3 ens diu
que a l'hiperpla hi ha una quadrica no degenerada i ) la podem veure com la uni6 de V' amb
tots els punts de la quadrica no degenerada.

Exemple 6.8.5. Per exemple, a P? tindrem una conica no degenerada en un pla, i el con
consisteix en unir un punt V exterior al pla amb tots els punts de la conica. En el pla, I és una
recta sobre la qual tenim dos punts (quadrica no degenerada sobre P!) que poden ser imaginaris

si el cos base és R.

Per tant, un con en el pla és un parell de rectes que passen per un punt V. Sobre els reals
aquestes rectes poden ser reals o imaginaries conjugades. En el pla els cons son les quadriques

de rang 2.

6.8.2 QUADRIQUES DE RANG 2

Amb aquesta hipotesi, la varietat lineal D té dimensié n — 2 (n — 7 i r = 2) i una varietat
suplementaria és una recta sobre la qual tenim dos punts (que, com abans, sobre R poden
ser imaginaris conjugats). Unint D amb els punts obtenim que les quadriques de rang 2 son
exactament els parells d’hiperplans diferents. Sobre els reals poden ser dos plans imaginaris

conjugats.

6.8.5 (QUADRIQUES DE RANG 1

Per estudiar les quadriques de rang 1 no necessitem usar 6.8.3 (en aquest cas, L és un punt i sobre
un punt no tenim quadriques). Agafant la referéncia de manera que els punts pg,...,p,—1 € D
tenim que la matriu esta formada per zeros llevat de ’element a,,,, necessariament no nul. Per
tant I'equaci6 és 22 = 0. Diem que és un hiperpla doble ja que les seves solucions sén els punts
de I'hiperpla x,, = 0 «comptats dues vegades».

0.9
QUADRIQUES EN ESPAIS AFINS

Considerem un espai afi (A", F') i recordem que vam construir un espai projectiu que el conté i al
)
. . . . . - n .,
que anomenem la seva complecié projectiva. Tenim, com a conjunts, A~ = A"UP(F). Aixi que la
. <. P . . . =N . . R
diferéncia entre 'espai afi i ’espai projectiu A"\ A™ és un hiperpla H,, que correspon a les classes
dels vectors de 'espai afi. També vam veure que tota referéncia afi té associada una referéncia
projectiva que permet relacionar bé les coordenades afins i projectives. Concretament, si p € A"
té coordenades afins (aq, ..., a,) aleshores les seves coordenades projectives som [1 : aq;. .. : ay,).
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De manera intuitiva una quadrica afi la podem pensar, un cop fixada la referéncia, com una
equacio de segon grau en n variables x1, ..., x, no necessariament homogenia, és a dir: hi haura

una part quadratica (els monomis de grau 2), una part lineal i un terme independent.

Exemple 6.9.1. Per exemple, en el pla afi, 2% — x129 + 23 — 221 — 379 + 4 = 0 ¢és una quadrica
(li direm conica per ser en el pla) amb part quadratica ¥2 — xyxy + 22, part lineal —2z; — 3z,
i terme independent 4. La quadrica esta determinada llevat de multiplicar ’equacié per una

constant.

Per fer una formulacié independent de coordenades i que eviti la incomoditat de treballar amb
monomis de diferents graus, definirem les quadriques afins com quadriques projectives
en A" de les quals mirem els punts afins. Aixo també permet associar a la quadrica una

forma bilineal i poder usar, entre altres, la polaritat.

Exemple 6.9.2. Per exemple, la conica que hem posat abans la veurem com la conica projectiva
d’equacio a:f —:cla:Q—i-x% —21129— 3x220 —|—4x3 = 0. Diem que hem homogeneitzat 'equaci6 afegint
la variable xg en els monomis de grau 1 i 0 fins a aconseguir que el polinomi sigui homogeni de
grau 2. Si ara mirem les solucions afins de la conica, podem posar o = 1 i recuperem 1’equacio

original.

Aquest procés «d’anar i tornary» entre l'afi i el projectiu: homogeneitzar en una direccio, fer

o = 1 en la contraria, no funciona de manera perfecta.

Exemple 6.9.3. Si, per exemple, comencem amb una quadrica projectiva tal que zy apareix en
tots els monomis z2 — xoze + 3ToT3 + ... = 7o (Tg — T2 + 3x3+...) = 0 fent zy = 1 ens queda
una equaci6 de grau 1, o fins i tot una constant si equacié és de la forma 22 = 0. Observeu que
tenir un factor zy en 'equaci6 equival a dir que la quadrica () conté I'hiperpla de l'infinit.
Definicié 6.9.4 (Quadrica en l'espai afi). Una quadrica en l'espai afi A és una quadrica en
I’espai projectiu A" que no conté ’hiperpla de l'infinit H..

Suposem, com al principi, que tenim fixada una referéncia afi i que considerem en la complecié

projectiva la referéncia projectiva associada. Aleshores donar una quadrica afi () equival a donar

una quadrica projectiva ) de matriu

Qoo Qo1 --.. Qon

Qo1 a1 ... Qi
M =

Qon,  A1p .- Gppn

La condicié que ) no contingui Hy, és equivalent a qué algun coeficient a;; sigui no nul amb

1,7 > 1. També es pot pensar dient que la matriu:

ay; ... QAip
My =
A1 ... QApp

no és nul-la.
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Definicié 6.9.5 (Seccié impropia). Observem que la restriccié de @ a I'hiperpla de l'infinit és
una quadrica que té matriu M,,. Li diem quadrica de 'infinit o seccié impropia. Des del punt
de vista de les equacions, la matriu M correspon tant a la quadrica projectiva de la definicio:

2 §
apoZ + 2&01330371 + ...+ 2&()”1'037” + Qg L5 = 0.
1,521

Com a la seva restricci6 a l'espai aff:

apo + 2@011‘1 +...+ 2a0na:n + E Q; ;L5 = 0.
i,5>1

La quadrica obtinguda restringint a H., té equacio >, .o, a; jx;x; = 0. Aquesta equacié és

ij>
exactament la part quadratica de ’equaci6 de la quadrica] afi.

Notacié 6.9.6. Donada una quadrica afi ) denotarem per @ la quadrica projectiva de la qual
prové. La definicié ens diu que, des d’un punt de vista formal, les dues quadriques sén el
mateix. La diferéncia de notacio es deu a que en el cas afi considerem només les solucions propies
i per tant 'equacié és l'obtinguda fent xo = 1. Noteu que la matriu de les dues quadriques és
la mateixa. Denotem per Q. la restriccié de @ a I'hiperpla de Uinfinit. Per hipotesi Qo és una
quadrica ben definida. Tindrem dones que |Q| = |Q| U |Qu.

Definicié 6.9.7 (Quadrica afi no degenerada). Direm que una quadrica afi () és no degenerada

si Q també és no degenerada. Equivalentment si det(M) # 0.

Exemple 6.9.8. Considerem la conica afi Q d’equacié x? + 222 — 5x129 — 321 + 229 + 6 = 0.
Aleshores @ té equacié 22 +222—51179—320T1+ 27072 +622 = 01 Qo té equacid 224222 —5x 110 =
0.

El fet que tinguem un hiperpla distingit permet definir nous conceptes, purament afins, relaci-
onats amb la posicio relativa de la quadrica amb I’hiperpla H,,. Els conceptes que segueixen
seran d’us molt freqiient la resta del curs.

Definicié 6.9.9 (Paraboloide). Diem que una quadrica afi no degenerada @ és un paraboloide
si és tangent a ’hiperpla de l'infinit. El punt de tangéncia sera conjugat de tots els punts de
Iinfinit. Per tant, també es pot dir que un paraboloide és una quadrica no degenerada () tal

que (), és degenerada.

Definicié 6.9.10 (Parabola). Una conica no degenerada (amb punts) @ del pla afi A2, és una
parabola si és tangent a la recta de I'infinit. Es a a dir, en el cas del pla anomenem paraboles als

paraboloides. Observem que equival a dir que |Q | és un punt.

Definicié 6.9.11 (Hiperbola). En el cas que |Q| estigui formada per dos punts reals diem

que @ és una hiperbola.

Definicié 6.9.12 (Ellipse). En el cas que |Qo| estigui formada per dos punts imaginaris con-
jugats diem que és una el-lipse.

74



Quadriques en espais afins 6.9.18

Observacio 6.9.13. Notem que sobre els complexos hiperboles i el-lipses son indistingibles.

Exemple 6.9.14. La conica del pla afi real d’equaci6 x? + 3 — 1 = 0 és no degenerada i té
punts (per exemple, el punt (1,0) és soluci6). La seccié impropia té equaci6é z? + x5 = 0 sense
solucions, per tant és una ellipse. En la cas de la conica x? + z2 + 1 = 0 la secci6é impropia
tampoc té punts, pero la conica no té solucions (és la suma de tres termes positius que no pot
donar mai zero). Per tant, no és una el-lipse. Diem que és una conica imaginaria. En el cas
de l'equaci6 22 — 22 — 1 = 0 la secci6 impropia 23 — 23 = 0 té dues solucions, per tant és una
hipérbola. Finalment la conica no degenerada d’equaci6 27 — x5 = 0 té seccié impropia 23 = 0,
per tant és una parabola.

Definicié 6.9.15 (Centre de la quadrica). Sigui @ una quadrica afi no degenerada. Diem que
p € A" és el centre de ) si H, = H,,. Dit d’'una altra forma, el centre és el pol de [’hiperpla de
linfinit.

Observacio6 6.9.16.

/. Notem que I'hiperpla polar H), es calcula amb la matriu de (), que és comu a la de Q:
per tant, ho veiem com I’hiperpla polar respecte de la quadrica projectiva. Notem que
el centre serd un punt impropi si, i només si, és autoconjugat (pertany a |Q|) i el seu
hiperpla tangent és H.

2. Per tant, el centre existeix i és unic si, i només si, () no és un paraboloide. En el cas dels
paraboloides, el centre no existeix en el sentit que no és un punt propi. Direm que té centre
impropi, aquest centre és el punt de tangéncia amb l'infinit.

Proposicio 6.9.17. Sigui Q una quadrica afi no degenerada amb centre propi O. Aleshores O
és un centre de simetria: si p € |Q|, aleshores el simétric de p respecte de O pertany a Q.

Demostracio. Considerem la corda Op i tallem amb I'hiperpla de 'infinit H,, sigui p,, aquest
tall. Per definici6 de centre, O i p,, son conjugats. Hem vist a la seccié anterior que en aquest
cas els extrems de la corda {p,p’} separen harmonicament {O, p..}. O sigui: (p,p’, O, ps) = —1.
Com el quart punt de la raé doble es troba a l'infinit, coincideix amb la raé simple: (p,p’,0) =

—1. Aix0 equival a dir que O és el punt mig de p i p’; per tant, l'altre extrem de la corda, p’, és

el simeétric de p respecte de O. ]
Procés 6.9.18 (Calcul del centre). Sequint la definicio, si Q té matriu M com a Uinici de la
seccid, aleshores (ay,...,an) =[1:ay:---:a,] és el centre de Q si Uhiperpla:
Zo
(1 a -+ an) M le =0
-
és Uhiperpla xo = 0. Aixo és equivalent a dir que el producte de (1,aq,...,a,) amb M, que

calcula els coeficients de Uhiperpla polar, dona (p,0,...,0). Per tant:
(1 a - an)M: (p 0o --- 0).
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Com la matriu M és simeétrica, podem transposar i escriure la condicio anterior com el sistema

seglient, que anomenarem sistema del centre:

1 p
aq 0

M| . =1.1, (6.9.1)
an, 0

del qual la primera equacid no dona cap informacio. En el cas dels parabaloides el sistema (6.9.1)
és incompatible. Per exemple el centre de la conica x5 + x5 — 1 = 0 el trobem amb el sistema

d’equacions:

-1 0 0 1 p
0 10 1| =10
0 01 T 0

que té solucis (0,0).

Definicié 6.9.19 (Diametres). Sigui () una quadrica afi no degenerada amb centre O. Anome-
nem diametres a les rectes que passen pel centre. Diem que dos diametres son conjugats si els
corresponents punts de I'infinit sén conjugats respecte de (). Els didmetres que tenen el punt

impropi en ), s’anomenen asimptotes.

Exemple 6.9.20. Considerem la hipérbola @ d’equacié x? — x3 = 1. Calculant com en (6.9.1)

trobem que el centre és el punt (0,0). Els diametres son les rectes per 'origen. Els punts de
Iinfinit s6n les solucions de equaci6 de Qo : 2% — 25 = 0, per tant [0:1:1]i[0:1: —1]. Les
asimptotes de @) (en coordenades projectives) sém [1:0: 0]V [0:1:1]i[1:0:0]V[0:1:—1],

ésadirx; —xo =01z +2x9=0.
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VII

Classificacio de les quadriques reals © complexes

7.1
INTRODUCCIO

La ultima part del curs esta destinada a classificar les quadriques afins i projectives amb cos

base R o C. Sén per tant quatre classificacions: projectiva complexa, projectiva real, afi

complexa i afi real. Les farem per aquest ordre. En aquesta introducci6 clarificarem primer

el concepte de classificacio i explicarem l'estratégia que seguirem.

Definicié 7.1.1 (Classificacio). Una classificacio, des d’un punt de vista general, consisteix en

definir una relacié d’equivaléncia en un conjunt i descriure les classes d’equivaléncia. Aixo inclou

donar un métode per determinar la classe d’un element qualsevol. En el nostre cas el conjunt és

el de les quadriques (del tipus que s’hagi fixat en cada cas: projectives complexes, projectives

reals,...).

Donarem:

1.

una relacio d’equivaléncia en el conjunt de les quadriques: basicament direm que dues
quadriques son equivalents si existeixen referéncies (una per a cada quadrica) en les quals
les dues tenen la mateixa equacié. La relacié d’equivaléncia determina de quin tipus de
classificacié estem parlant. Per exemple, si les quadriques son afins i fem classificacio afi,
les referéncies que han d’existir seran afins. D’altra banda si les quadriques sén reals i fem
classificacio real, els canvis de referéncia permesos seran canvis reals. Aiwxo no vol dir que
no puguem fer una classificacio complexa d’una quadrica amb coeficients reals, per exemple
la comica projectiva d’equacié x3 + x% + x3 = 0.

Invariants: son escalars associats a una quadrica que sén comuns a totes les quadriques
d’una mateixa classe. Per exemple el rang d’una quadrica és un invariant: si dues quadri-
ques so6n equivalents, aleshores tenen el mateix rang. Només necessitarem dos invariants i
tots dos son nombres naturals. No tractarem el cas dels espais afins euclidians, és a dir,
quan l'espai vectorial F' associat a ’espai afi és real i ve dotat d’un producte escalar. En
aquest cas es demana que les referéncies de la relacié d’equivaléncia siguin ortonormals i
els invariants que apareixen sén nombres reals qualssevol.

Equacions reduides: donarem una llista d’equacions especialment simples a les que ano-
menarem reduides. Provarem que per a totes les quadriques existeix una referéncia en la
qual equacio de la quadrica és una de les de la llista. Es a dir, les equacions de la llista
representen totes les classes. A més a més veurem que totes les quadriques de la llista tenen
invariants diferents i de fet, mirant els invariants podem recuperar ’equacié reduida que té
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7.2.1 Classificacio de les quadriques reals i complexes

aquests invariants. Per tant, hi ha una bijeccio entre el conjunt de les equacions reduides
1 el conjunt de les classes d’equivalencia. En definitiva, per identificar que dues equacions
representen classes diferents ho farem amb invariants per la relacié d’equivaléncia.

4. Algorisme de calcul: Donada una quadrica qualsevol donarem meétodes per a calcular
els seus invariants. Aquests invariants determinen 'equacié tal com s’ha dit, per tant
sabem quina equacio li correspon a la nostra quadrica. En particular dues quadriques sén
equivalents si i només si tenen els mateixos invariants.

Observem que per descriure la geometria de les quadriques (si tenen punts o no, si contenen
varietats lineals, si son paraboloides, com son les seccions amb hiperplans, etcétera) sera suficient
fer-ho per a les equacions reduides. Farem aquest estudi en dimensions 2 i 3.

Donarem un nom a cada equacié reduida (per exemple: parabola, hipérbola, el-lipse, recta
doble... sén noms de coniques) que sovint reflectira aquesta geometria. Quan ens demanin que
classifiquem les quadriques, la tasca fonamental sera la del calcul dels invariants.

Observaci6 7.1.2. Diem que una quadrica projectiva ) és real (respectivament complexa) si
esta definida en un un espai projectiu (P, F, 7) real (resp. complex), és a dir, si F és un espai
vectorial real o complex. En particular, si Q = [n] és una quadrica real, n: E x E — R és una
forma bilineal no nul-la a valors en R i la matriu de () tindra coeficients reals, aixi com la seva

equacio.

De totes maneres, encara que F sigui un espai vectorial complex, i la forma bilineal i la forma
bilineal 7 : £ x E — C la pensem amb valors a C, pot passar que els coeficients 7 (e;, €;) de la
matriu de () siguin tots reals.

Exemple 7.1.3. Per exemple, podem pensar la conica projectiva d’equaci6 x3+x? +x35 = 0 com
a conica real o com a conica complexa i podem fer-ne la classificacié real o complexa. Quan la
pensem com a conica real, sera una conica sense punts, és a dir || = (). En canvi, si la pensem
com a conica complexa, tindra una infinitat de solucions (totes nombres complexos no reals), en

aquest sentit, no és diferent a la conica x3 + z7 — x3 = 0 (que en canvi sf que té solucions reals).

Per aquest motiu, la conica projectiva d’equacié x3 + 3 + 23 = 0, sovint ’'anomenarem conica
imaginaria (perqué pensarem en les seves solucions complexes, o la seva versié complexa), pero
aquesta etiqueta només tindra sentit quan la pensem com a conica real (perqué si no, com

veurem, és equivalent a la conica 22 + 23 — 23 = 0).
7.2
CAS PROJECTIU COMPLEX

7.2.1 RELACIO D’EQUIVALENCIA

El cas projectiu complex és el més senzill de tots ja que només necessitem un invariant per fer
la classificaci6. Comencem definint la relacié d’equivaléncia.
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Equacions reduides 7.2.4

Definicié 7.2.1 (Quadriques equivalents). Siguin Q1, Q2 dues quadriques projectives (reals o
complexes). Diem que son equivalents si existeixen dues referéncies R1 i Ry de manera que la

matriu de () en la referéncia R, és proporcional a la matriu de ()5 en la referéncia Ry. Posarem

Q1 ~ Q2.
Proposicio 7.2.2. 7.2.1 ens dona una relacio d’equivalencia.

Demostracio. Les propietats reflexiva i simétrica son immediates. Suposem que (1 ~ Q)5 i que
Q2 ~ Q3. Per definici6 existeixen referéncies Ry, R2, RS, 1 R3 de manera que la matriu de Qy
en la referéncia R; i la matriu de Q5 en la referéncia Ro és la mateixa matriu M (llevat de
multiplicar per un constant). De la mateixa forma la matriu de @) en la referéncia R i la
matriu de ()3 en la referéncia Rz és la mateixa matriu N. Com que M i N representen la
quadrica Dy existira una matriu invertible P de manera que PTMP = N. Aplicant la matriu P
a una base adaptada a la referéncia R, trobem una nova referéncia R} en la qual la matriu de
Q, ¢és, per construcci6 PTMP = N. Per tant la quadrica @Q; i la quadrica Q3 tenen la mateixa

matriu associada en les referéncies R i R respectivament. |
7.2.2 RANG
Proposicio 7.2.3. El rang és un invariant de les quadriques projectives reals i complezes.

Demostracio. Recordem que vam definir el rang d’'una quadrica com el rang qualsevol matriu
que la representa. Si dues matrius M, M’ representen la mateixa quadrica, aleshores existeix
una matriu invertible A de manera que ATMA = MM’ per una constant no nul-la X. Com
rang (ATMA) = rang(M) tenim que té sentit definir el rang de Q. Si @)1 ~ @, aleshores
podem mirar el rang de les dues quadriques en la matriu que les representa simultaniament i
tenim que rang (();) = rang (Q)s). |

7.2.8 EQUACIONS REDUIDES

El segiient pas és trobar equacions reduides per a les quadriques projectives.

Lema 7.2.4. Per a tota quadrica projectiva existeir una referéncia en la qual la matriu de la

quadrica és diagonal.

Demostracio. Primer ens reduim al cas en qué la quadrica és no degenerada. Vam veure en una

llig6 anterior que existeix una referéncia en la qual la matriu de la quadrica és de la forma:

0 ... 0 0 e 0
0 ... 0 0 e 0
M = ,
0 ... 0 Up—r4ipn—r+1 -+ Opn_riin
0 ... 0 p—rt1,n o (np
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7.2.3 Classificacio de les quadriques reals i complexes

on M" = (a;;) és una matriu simétrica de determinant no nul. Per tant és suficient amb diago-
nalitzar M’. Suposem doncs que ) és una quadrica no degenerada en un espai projectiu PP de
dimensi6 n.

Provarem per induccié que existeix un simplex autopolar py, ..., p,, aixo acabara la demostracio
ja que sabem que en la referéncia (po, . . ., pp; A) la matriu de @) sera diagonal. Sin = 1 és suficient
considerar un punt p, fora de la quadrica i prendre p; el seu punt conjugat, per definicié formen
un simplex autopolar. Suposem que n > 11 considerem py ¢ |Q]. Aleshores el seu hiperpla polar
H,, talla ) en una quadrica no degenerada: en efecte si hi hagués un punt doble z de Q) N H,,
tindriem que « seria conjugat de tots els punts d’ H,, i també de py, per tant po vV H,, =P C H,
(i els punts conjugats formen una varietat lineal que, com a minim, conté H,, V py). Es a dir,
x seria un punt doble de () i aix0 contradiu que sigui no degenerada. Finalment apliquem la
hipotesi d’induccié i obtenim que existeix un simplex autopolar py,...,p, de QN H,,. Com tots

aquests punts son conjugats de py obtenim que pg, p1, ..., P, és un simplex autopolar de ). M

Considerem ara una quadrica projectiva () i una referéncia en la qual la matriu de @) és diagonal.
Observem que si en una referéncia permutem 'ordre dels vértex (sense canviar el punt unitat)
obtenim de nou una referéncia. Fem doncs una permutacioé de vértexs convenient fins a aconseguir
que els termes no nuls de la matriu apareguin en les primeres columnes. Dit d’una altra forma,

podem suposar que l'equacié de @ és de la forma agox3 + - - - + aq.22 = 0.

a -+ 0

Notem que rang()) = r + 1. Fins ara no hem fet servir que els coeficients son complexos, és a
dir: a; € C\ {0}. Fem el canvi de variables:

Yo = VA00L0s - - -y Yr = A/ QrrZry Yrg41 = Tpqly oo Yn = T
En les noves coordenades 1'equacié de @) és:
2 2 _
Rty =0

Aleshores té rang r + 1, el rang és invariant per la relacié d’equivaléncia que ens hem fixat i diem
que aquesta equacio6 és reduida.

Observacio 7.2.5. Hem demostrat que per a tota quadrica projectiva complexa existeix una
referéncia en la qual I'equacié de la quadrica és alguna de les anteriors. Observem que hi ha

exactament n 4+ 1 equacions reduides:
v =0, ys+yi =0, ., y5 +yi + ... +yh =0

i que si sabem el rang de la quadrica, I’equaci6 reduida queda totalment determinada.

80



Cas projectiu real 7.2.6

Teorema 7.2.6 (Teorema de classificacié de les quadriques projectives complexes). Siguin Q1, Qo

dues quadriques en un espai projectiu complex. Son equivalents:

1 Q1 ~ Qs
2. rang (Q1) = rang (Q2).
3. Q1 1 Qg tenen la mateiza equacio reduida.

Demostracio. Com el rang és un invariant projectiu de les quadriques tenim que el primer apartat
implica el segon. D’altra banda, hem vist que el rang determina I’equaci6 reduida, per tant, el
segon apartat implica el tercer. Finalment, per la definici6 de relacié d’equivaléncia, el tercer

apartat implica el primer. [ |
7.2./ CONIQUES DEL PLA PROJECTIU IP?C I QUADRIQUES DE L'ESPAI PROJECTIU ]P’%
Particularitzem la classificacié per als casos n = 2,3 i tornem a usar les variables xg,...,z,. En

el cas del pla tenim que hi ha tres classes d’equivaléncia, és a dir, donada una conica existeix

una referéncia (no unica en general) en la qual la seva equaci6 és una de les tres segiients:

2 2 2
2 2

2 _
x5 =10

segons quin sigui el seu rang. Els casos de rang 11 2 ja els hem estudiat i corresponen a una
recta doble o un parell de rectes (notem que 22 4+ 23 = (29 + ix1) (xg — ix1)). Totes les coniques
no degenerades son equivalents entre si. De la mateixa forma, per n = 3, totes les quadriques
no degenerades son equivalents entre si i, en una referéncia convenient, tenen una equaci6 de la
forma:

2 2 2 2
:B0+.1'1—|—ZB2+.1'3=0.

Les quadriques de rang 1 i 2 respectivament séon plans dobles i parelles de plans i les equacions
son 23 = 0 i 22 + 22 = 0. Finalment totes les quadriques de rang 3 sén equivalents entre si i
els diem cons. Tal com vam veure en 'estudi de les quadriques degenerades, el con () es pot
interpretar de la forma segiient: sigui V' el vértex del con (I'inic punt doble). Si I'equacié del
con ¢és l'equaci6 reduida z3 + 2% + 22 = 0, tindrem que V = [0 : 0 : 0 : 1]. Sigui C la conica
d’equaci6 x3 + 3 + 3 = 0 continguda en el pla x3 = 0 (és una conica no degenerada). Aleshores

|Q| és la reunio de les rectes obtingudes unint V' amb els punts de |C].

7.3
CAS PROJECTIU REAL

Reprenem la discussié de I'apartat anterior des del moment que hem utilitzat per primer cop
que el cos era el dels nombres complexos. Haviem arribat, sense usar cap propietat especial del
cos base, a ’existéncia de simplexs autopolars per a la quadrica fixada () i per tant a I'existéncia
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7.3 Classificacio de les quadriques reals i complexes

d’una referéncia en la qual la matriu de la quadrica és diagonal. Tenim doncs una equaci6 de la

rma: em su I qu uacio é rma.:
forma: podem suposa e equacio de s de la forma
2 2
apoxy + ...+ appxy = 0,

on tots els coeficients a; sén no nuls per 0 < ¢ < r. En particular el rang de @ és r + 1.
D’aquest coeficients n’hi pot haver de positius i de negatius i per aixo, en principi, no podem
fer directament el canvi de variables que féiem en el cas complex i que basicament consistia
en multiplicar x; per 'arrel de a;. El que si podem suposar és que hi ha una quantitat més
gran o igual de coeficients positius que de negatius, ja que les equacions i les matrius estan
determinades llevat de multiplicacié per constant i si haguessin més coeficients negatius que
positius multiplicariem 'equacié per —1.

Observacio 7.3.1. Recordem que si apliquem una permutacié en els punts d’una referéncia
s’obté una nova referéncia (ja que permutant els elements d’una base s’obté una altra base).
Podem, doncs, suposar que permutem les variables de forma que tots els coeficients a;; séon
positius desdet=0finsai=jiquea; <Operi=7+1,...,7r. A més a més podem suposar
que j + 1 > 7 — j, o equivalentment j > "5+

Ara fem el canvi de variables:
Yo = A/ Qo0 * Lo,y - -+, Yj = A/Qjj
Yji+1 =/ —Qj+14+1T5415 - - -, Yr = V —Qpp Ly
Yr+1 = Trg1y -+ -3 Yn = T

En les noves coordenades ’equacié de () és:

Yo+t Y Y — o~y =0, (7.3.1)
Diem que aquesta equaci6 és reduida. Hem demostrat que per a tota quadrica projectiva real
existeix una referéncia en la qual I'’equaci6 de la quadrica com una de les anteriors amb j > 7";—1
Observem que ’equacié reduida esta determinada per dues constants: el nombre de coeficients
no nuls 7 + 1 (que és igual al rang de @) i el nombre de coeficients positius j + 1. El segiient
pas és demostrar que j + 1 és un invariant de la quadrica.

Definicié 7.3.2 (Index de la quadrica). Sigui () una quadrica de l’espai projectiu real. Ano-

menem index de la quadrica a la constant segiient:
J(Q) = max{dim L | L és una varietat lineal amb L N|Q| = 0}.

Dit d’una altra forma: 'index mesura la mida de la varietat lineal més gran que podem trobar

sense tenir punts en comi amb (). L’index també és un invariant.

Proposicio 7.3.3. Tenim les segiients propietats de l'index de les quadriques de [’espai projectiu
real:
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Coniques del pla projectiu real i quadriques de ’espai projectiu complex de dimensi6é 3 7.3.5

1. L’index és un invariant projectiu, €s a dir, si dues quadriques son equivalents aleshores
tenen el mateix index.

2. Si Q té equacid reduida (7.3.1), aleshores j(Q) = j.

3. n—j—1=max{dimL | L és una varietat lineal amb L C |Q|}.

Demostracio. El primer apartat és conseqiiéncia de que el conjunt de les varietats lineals dis-
juntes amb |@Q| és una noci6 intrinseca, independent de la referéncia escollida. Per demostrar els

apartats segon i tercer considerem les varietats lineals:

L1$j+1:...:l'n:(),

MZQ?O:LCjJrl)...,.fL'T,]',l =Tpy Tp—j = ... = Ty = 0.

Aquestes j + 1 equacions ens diuen que LL té dimensi6 j i M té dimensié n — j — 1, i 'equacio6 de
@ restringida a M és 0 = 0. Com L, M son disjuntes, aleshores sén suplementaries. En efecte,
substituint en I'equaci6 (7.3.1) obtenim que LN |Q| =0 i M C |Q|. Sigui L’ una varietat lineal
de dimensi6 > j aleshores L' NM # () i, per tant, no pot ser disjunta amb Q. En més detall, com
M C |Q| implica que L' N |Q| # 0, ja que L'NM C L' N |Q| # 0, i arribem a una contradiccio.
Aix0 és, no hi ha cap varietat amb dimensié superior a j disjunta amb (). De la mateixa forma
no hi pot haver una varietat de dimensi6 > n — 57 — 1 continguda en ) perqueé tallaria L. [

Observacio 7.3.4. Com a conseqiiéncia, n — j(Q)) — 1 és la dimensi6 maxima d’una varietat

lineal continguda a la quadrica.

Teorema 7.3.5 (Teorema de classificacio de les quadriques projectives reals). Siguin Q1, Qs du-

es quadriques en un espai projectiu real. Son equivalents:

1. Q1 ~ Q.
2. rang (Q1) = rang (Q2) i j (Q1) = j (Q2)-

3. Q1 1 Qy tenen la mateixa equacio reduida.

Demostracio. La mateixa que en el cas complex. [ |
- 74 -
CONIQUES DEL PLA PROJECTIU REAL I QUADRIQUES DE
L’ESPAI PROJECTIU COMPLEX DE DIMENSIO 3

Parametritzem la classificacié per als casos n = 2,3 i tornem a usar les variables zg, ..., z,. En
el cas del pla tenim que hi ha les possibles equacions reduides (cada fila correspon a un rang):
2 2 2
xo + 331 + x2 - O, 9 9 9
) ) Ty +x] — x5 =0,

v —127 =0
2
x5=20

Com en el cas complex les coniques de rang 1 séon rectes dobles. En el cas de rang 2 hi ha dues
possibilitats: que la conica sigui el producte de dues rectes imaginaries conjugades z2 + 22 =
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7.4.1 Classificacio de les quadriques reals i complexes

(xo + ix1)(xo — iz1) que es tallen en el punt doble [0 : 0 : 1], en aquest cas 7 = 1 i hi ha
rectes disjuntes amb (). En laltre cas, les dues rectes son reals. Hi ha dos tipus de coniques no
degenerades, una no té punts (j = 2) i l'altra si.
De la mateixa manera, per a n = 3, tenim que totes les quadriques sén equivalents a una i només
una equaci6 de la forma (cada fila correspon a un rang):
2 2 2

xg+$;+x2 =0, 2 a? a2 =0,

g+ =0

r2— 22 =0
2
x5=0

Les quadriques de rang 1 i 2 respectivament son plans dobles i parelles de plans (reals o imaginaris
conjugats). Les quadriques de rang 3 son cons reals o imaginaris segons si la conica seccié amb
un pla que no passa pel vértexs té o no té punts.

Finalment, tenim tres tipus de quadriques no degenerades; sense punts (j = 3), que contenen
punts perd no rectes (j = 2) i finalment quadriques que contenen rectes (j = 1). Aquestes

ultimes reben el nom de quadriques reglades.

7.4.1 CALCULS EXPLICITS

Per a classificar una quadrica i obtenir la seva equacié reduida només necessitem calcular els
seus invariants. El rang no té dificultat ja que per definici6 és el rang de qualsevol matriu
representant la quadrica. Més complicat és trobar 'index. El seu calcul es basa en dos resultats

que no demostrarem:

Lema 7.4.1. Sigui M una matriu representant una quadrica Q. Suposem que M té ay VAPs

estrictament positius i a_ VAPs estrictament negatius. Aleshores:

j(Q) = max{ay,a_} — 1.

Teorema 7.4.2 (Regla de Descartes). Sigui p(z) = ag + a1z + ... + a,a™ € R[z| un polinomi

amb totes les arrels reals. Considerem la successio de signes:
signe (a,) signe(a,—1) ... signe(a;) signe (ap).
Aleshores el nombre d’arrels positives de p €s igual al nombre de canvis de signe de la successid.

Per calcular I'index usem els dos resultats: gracies al lema només hem de mirar quantes arrels
positives i negatives té el polinomi caracteristic de la matriu. Noteu que no necessitem
saber quins son els VAPs, només els seus signes. D’altra banda, les matrius simétriques diago-
nalitzen®, per tant el polinomi caracteristic té totes les arrels reals i podem aplicar la regla de
Descartes.

I Totes les matrius simétriques diagonalitzen en virtut del teorema de Schur.
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Classificacio de les quadriques afins reals i complexes 7.5.3

Exemple 7.4.3. Considerem una conica C' del pla projectiu real d’equacio x3+z3 — 3+ 2z0x —

4x119 = 0. La matriu de C és:

1 1 0
1 1 =2
0 -2 -1

El rang de la matriu és 3. Per calcular I'index primer trobem el caracteristic de la matriu i
obtenim: —a? 4 22 + 62 — 4. La successio de signes dels coeficients del polinomi és: — 4 +—. Hi
ha dues variacions de signe (o sigui dos canvis de «positiu a negatiu» o de «negatiu a positiuy),
per tant tenim dos VAPs positius. Com totes les arrels son reals per for¢a hi un VAP negatiu i
tenim que j = max{2,1} —1 = 1. L’equaci6 reduida és 3 + z? — 3 = 0. Es tracta d’una conica

no degenerada amb punts.

7.5
CLASSIFICACIO DE LES QUADRIQUES AFINS REALS I

COMPLEXES

Procedim a classificar les quadriques afins, reals i complexes. En aquest cas I’equivaléncia entre

quadriques vindra donada pels canvis de coordenades afins.

Definicié 7.5.1 (Quadriques equivalents). Siguin @1, Q2 dues quadriques afins (reals o com-
plexes). Diem que sén equivalents si existeixen dues referéncies afins R; i Ry de manera que la
matriu de (), en la referéncia R, és proporcional a la matriu de @); en la referéncia R,. Fent el

mateix argument que en el cas projectiu es demostra que es tracta d’una relacié d’equivaléncia,

posarem Q1 ~qr Q2.

Observacio 7.5.2. Recordem que un canvi de referéncia es pot interpretar com ’afinitat iden-
titat f : A® — A" considerant una de les referéncies a la sortida i l'altra a ’arribada. Les
afinitats corresponen a projectivitats en la seva complecié projectiva f : A" — A" que dei-
xen invariant I’hiperpla de 'infinit. En particular si dues quadriques séon afinment equivalents
aleshores les corresponents quadriques projectives seran projectivament equivalents i també les

seves seccions impropies. Per tant:

Ql ~af QQ - Ql ~ Q27 Ql,oo ~ QQ,OO'
En conseqiiéncia tenim el resultat segiient.

Proposicié 7.5.3. Sigui Q una quadrica afi real. Denotem amb r(Q) el rang de Q i amb
r'(Q) el rang de Qu. De la mateiza manera denotem per j(Q) i j'(Q) els indexs de Q i Quo,
respectivament. Aleshores r(Q),r'(Q),j(Q),J(Q) son invariants. Si QQ és complexa, aleshores

només tenim els invariants r(Q) i r'(Q).

Com en el cas projectiu, 'estratégia per classificar les quadriques afins passa per trobar equacions
reduides i provar que:
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7.6 Classificacio de les quadriques reals i complexes

1. per a tota tota quadrica existeix una referéncia afi en la qual la seva equacio és reduida,

2. les equacions reduides estan determinades pels invariants de les quadriques.

Un cop provat aixo tindrem com a corol-lari que els invariants considerats a la proposicié sén
suficients per a classificar les quadriques. Aquesta estratégia es porta a terme d’una manera
molt semblant quan el cos base és el cos dels reals o quan és el cos dels complexos. Com el
cas real és més complicat (surten més possibilitats d’equacions reduides i hi ha més invariants)
farem nomeés aquest cas. Observeu finalment que com que sabem trobar tant el rang com I'index
d’una quadrica, tenim també un métode efectiu per fer la classificacié de les quadriques afins.

7.6
EQUACIONS REDUIDES DE LES QUADRIQUES AFINS REALS I
TEOREMA DE CLASSIFICACIO

Considerem una quadrica () en un espai afi (A", F'). Una referéncia en aquest espai afi esta
formada per un punt p € A" i una base (e1,...,e,) d’F. Aquesta base determina una referéncia
projectiva ([e1], ..., [en];[e1 + ... + €,]) en I'hiperpla de l'infinit H,, = P(F') i viceversa, una base
adaptada a una referéncia de I’hiperpla de l'infinit ens dona una base d’F', ben determinada,
llevat de multiplicar la base per un escalar. Hem vist que a tota quadrica projectiva se li pot
associar una matriu diagonal amb 11 —1 a la diagonal. Per tant, existeix una referéncia projectiva
que permet posar (Qo, en forma reduida. En definitiva, en una referéncia afi convenient podem

posar la matriu de () de la forma:

apo aiyp --- Gjo QG410 --- Ao G410 --- Gno
a1o 1 ... 0 0 .0 0 ... 0
a(j+1)0 0 —1 0 0 0
aro 0 0 0 N — 0 0
Ao 0 0 0 0 0 0

on el nombre de vegades que apareix 1’1 (7 vegades) és més gran o igual que el nombre de vegades

que apareix —1 (r — j vegades). Posant la matriu per blocs tindrem:

Gpp a1 G2 Ag
al ' 1d 0 0
al 0 —Id 0|’
a3T 0 0 0

on ay, as, az son vectors fila. L’equacié afi que correspon a aquesta matriu és de la forma:
2 2 2 2
x|+ 2a1071 + ...+ T + 2aj0r; — T+ 2a3410 — - - — T, + 20,07,

+ 2a(41)0Ts41 + - - - + 20002y, + ago = 0.
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Equacions reduides de les quadriques afins reals i Teorema de classificacio 7.6.2

Completant quadrats podem posar:
2
I? + QGZ‘O:L}' = (ZL’Z + CLZ'()) — CL?O,
—22 4 2001 = — (2 — ai)” + a,,

pert=1,...,51i1=7j5+1,...,r, respectivament. Fent el canvi y; = x; & a;0 i modificant el
terme independent agy simplifiquem la matriu anterior de manera que podem suposar que:

al():...:CL]'OZCL(]'JA)O:...(IT—O.

Obtenim que, completant quadrats, la nova matriu de la quadrica, per blocs, és de la forma
(tornem a posar agg per al nou terme independent):

(7.6.1)

o
jan
Op|—<C>
o,
o O O R

Exemple 7.6.1. En dimensié 2 ens queden les possibilitats segiients (recordeu que la matriu

de la quadrica impropia no és zero per definicio, per tant j > 0):

apo 0 0 apo 0 0 apo 0 a0
0 10 0 1 O 0 1 O
0 01 0 0 -1 ap 0 0

En dimensié 3 tindriem les matrius:

Qoo 0 0O apo 0 0 0 apo 0 0 ap3
0 100 0 1 .0 O 0 1.0 O
0 010 0 01 O 0 01 O
0 0 01 0 00 -1 as 0 0 0
ap 0 0 aops agp 0 ap2 ao3
0O 1 0 O 0 1 0 O
0 0 -1 0 a2 0 0 0
Qo3 0 0 0 a3 0 0 0

Per acabar la reduccié busquem canvis de variables que «elimininy» els coeficients variables a;g

que encara resten a la matriu.

Proposicio 7.6.2. Per a tota quadrica afi real en un espai afi de dimensio n, existeir una

referéncia afi en la qual l’equacid de la quadrica és una de les segiients (tornem a utilitzar les

variables (xq, ..., T,):
Loai+...+ai—a5, —...—a7=0, ambj>r—jiimvariants (r,j —1,7,j — 1).
2. x%—l—...—kx?—xiﬂ— —x2=1, amb j>r —jiinvariants (r+ 1,5 —1,r,j —1).
3. x%—i—...—i—x?—x?H —z2=1, amb j <r—j iinvariants (r+ 1,7 —jr,r—j—1).
Joxl4 4 al —ay, x2=2x,, amb j > r — j i invariants (r +2,4,r,j — 1).
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7.6

Classificacio de les quadriques reals i complexes

Demostracio. No partim de zero, notem la forma (7.6.1). A partir d’aqui, distingim tres casos:

1.

Primer cas. La part lineal i el terme independent sén nuls, és a dir agg = apr10 = ... =
_ ; e 2 2 2 2 _ i s .
ano = 0. L’equacié queda z7 + ... — i, — r; = 01 ja esta reduida. Observem que

tenim la restriccié j > r — j i que els invariants d’aquesta quadrica son:

(r(@),§(Q),r'(Q).J(Q)) = (r,j —1,rj = 1).

Segon cas. La part lineal és zero (a;p =0 per i =s+1,...,n), perd no aixi el terme
independent: agy # 0. Canviant el signe de 1'equacié, si cal, podem suposar que agy < 0.
Observeu que aix0 implica que en aquest cas no podrem tenir sempre més termes amb

coeficient 1 que termes amb coeficient -1. Ara, fent el canvi:

Ti=+—apyi, sit=1,...,s, x;=y;sit=s+1,...,n.

Tota 'equacié queda multiplicada per agy. Dividint per agy ens queda la segiient equacio
reduida:

yf%—...—l—y?—yjzﬂ—...—yf:l.

Direm que estem en el primer subcas si j > r—jien el segon si j < r—j. Com la matriu
associada és diagonal, els invariants son facils de calcular:

1. Subcas 2.1. (r(Q),j(Q),r(Q),j'(Q) = (r+1,j—1,r,j—1).

2. Subcas 2.2. (r(Q),j(Q),r'(Q),ij(Q)) = (r+1,r—j,r,r—7j—1).
Algun dels coeficients a;y és no nul. Podem suposar, permutant les variables, que a,o # 0.
En aquest cas podem posar:

2 2 2 2
Tyt T Ty — =X+ 20,410Tr 41 F ..+ 2000T, + Qoo =
a Ay a
2 2 2 2 (r+1)0 (n—1)0 00
x1+...+xj—$j+1—...—xT+2an0< Tpy1 +...+ Tpo1 + Ty + = 0.
ano ano 20%0
Aleshores el canvi
aopo A(r+1)0 A(n—1)0 .
Yn = —(ano + ———=x1+ ...+ Tp1+Tp), Yy =x0=1,...n—1,
2an0 ano ano

deixa ’equaci6 de la forma:
yf—l—...—l—y]?-—yjzﬂ—...—y3:2yn.
En aquest cas els invariants son:

(r(@),J(Q),r'(Q).J(Q)) = (r +2,j,r,j — 1).

Havent demostrat tots els casos, podem concloure la nostra demostracio. [ |

Teorema 7.6.3 (Teorema de classificacio de les quadriques afins reals). Siguin Q1, Q2 dues qua-

driques en un espai afi real. Son equivalents:
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Coniques 7.6.3

1. Q1 ~af Q2.
2. Q1 i Qg tenen els mateizos invariants (r,j,r',j).

3. Q1 1 Qy tenen la mateixa equacio reduida.

Demostracio.
1 = 2 Es degut a qué els quatre nombres sén invariants.
2 = 3 D’altra banda, analitzant el resum anterior observem que totes les equacions reduides
tenen invariants diferents, per tant no sén equivalents entre si i en conseqiiéncia a tota
quadrica li correspon una tnica equacio reduida.

3 =1 Per la definici6 de la relacié d’equivaléncia. [ ]

7.7
DESCRIPCIO DE LES QUADRIQUES AFINS REALS EN

DIMENSIONS 2 1 3

En aquest darrer apartat fem una descripcié geométrica de les coniques del pla aff real i de les
quadriques de 'espai afi real de dimensié 3. Totes les possibilitats que apareixen estan resumides
en les taules que teniu al final dels apunts i que convé que es tinguin a ma per a la discussié que

segueix.

7.7.1 CONIQUES

Hi ha quatre coniques no degenerades, la primera de les quals no té cap punt i que anomenem,
com en el cas projectiu, conica imaginaria. Les altres tres son la mateixa conica des del punt
de vista projectiu i que el que canvia és la seva posicio6 relativa amb la recta de 'infinit, la qual

cosa es reflecteix en els invariants r/, j’.

2 punts
imaginaris

el-lipse hipérbola Too

Figura 7.1: Descripcié d'una el-lipse i hipérbola.

Si la conica no té cap punt a linfinit, aleshores té centre (si fos tangent a l'infinit el punt
de tangeéncia seria un punt d’intersecci6 de la conica amb linfinit), perd no asimptotes.
S’anomena el-lipse.

Si la seccié6 amb l'infinit sén dos punts aleshores la conica té centre i, a més a més, té dues
asimptotes. L’anomenem hipérbola. Finalment la parabola és la que és tangent a 'infinit, per

tant no té centre.
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7.7.2 Classificacio de les quadriques reals i complexes

Les coniques de rang 2 estan formades per parelles de rectes que poden ser reals o imaginaries
conjugades. Segons si la recta de 'infinit passa o no passa pel punt d’interseccio, les dues rectes
seran paral-leles 0 no. En el cas de paral-lelisme la secci6 impropia estara formada per un sol
punt, per tant ., sera degenerada i r’ sera 1. Finalment només hi ha una conica de rang 1 que

és la recta doble.

parabola T'oo

Figura 7.2: Esbos d’una parabola.

7.7.2 QUADRIQUES DE DIMENSIO 3

Considerem ara totes les equacions reduides en dimensi6 3 (ara tindrem un pla, a l'infinit). Com
ja hem comentat les quadriques de rang 11 2 sén ben conegudes i sempre corresponen al producte
de dos plans que poden ser iguals o diferents (segons el rang), real o imaginaris conjugats, o bé
paral-lels o no (segons la posicio relativa amb el pla de I'infinit).

Les quadriques de rang 3 son des del punt de vista projectiu cons amb un vértex V. Quan
introduim la informaci6é provinent de la posicié relativa amb I'hiperpla de I'infinit, trobem dues
possibilitats. La primera és que V no pertany al pla de 'infinit, en aquest cas els continuem
anomenant cons. Si la secci6 impropia té punts direm que el cas és real, en cas contrari que
és imaginari. La segona possibilitat és que el vértex es trobi al pla de 'infinit. En aquest cas
totes les rectes per V' contingudes en la quadrica es tornen paral-leles, els anomenem cilindres.
Segons com sigui la seccio del cilindre amb un pla afi que no passa per V' (sera una conica afi
no degenerada) diem que el cilindre és elliptic, parabolic o hiperbolic.

Finalment considerem les quadriques no degenerades. A banda de la imaginaria en tenim cinc
tipus. Tres provenen de la quadrica no degenerada no reglada. La posicié relativa de ) amb el
pla de I'infinit H,, pot ser:

1. HexN|Q| = 0. Diem que és un el-lipsoide perqué totes les seves seccions no degenerades

son el-lipses.

I\S

H., és tangent a la quadrica (talla en un sol punt). En aquest cas, es tracta d’'un para-
boloide i, com no és reglada, la seccié6 impropia per forca esta formada per dues rectes
imaginaries. Per tant, les seccions no degenerades de () son paraboles o el-lipses (no poden
ser hipérboles perqué solament tenim un punt de tangéncia amb linfinit). Per aixo se

I’anomena paraboloide el-liptic.

o 7(Qu) =2,
® J(QOO) =1
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Quadriques de dimensi6 3 7.6.3

Figura 7.3: La primera, segona i tercera quadrica que hem descrit, respectivament.

J. Finalment pot passar que la seccidé impropia sigui no degenerada amb punts. Per tant,
diem que és un hiperboloide. Observeu que I'equacié reduida 2% —y? — 22 = 1 es pot posar
de la forma 22 — 1 = 9% + 22. Apareixen dues components connexes, una quan x > 1 i
I'altra quan x < —1; en canvi quan —1 < x < 1 la quadrica no té punts. Per aquesta raé

diem que es tracta d’un hiperboloide de dos fulls.

o 7(Qu) = 3,

°J (Qoo) =1
A continuacié tenim una imatge d’aquestes tres quadriques en 'ordre en que les hem descrit:
Finalment estudiem el cas reglat. Només hi ha dues possibilitats perquée el pla de I'infinit no
pot ser disjunt. Només pot ser tangent a la quadrica (paraboloide hiperbolic, observeu que
té seccions que soén hipérboles) o no tangent (hiperboloide d’un full). Les imatges respectives

serien:

Figura 7.4: Paraboloide hiperbolic i hiperboloide d’un full.
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INVARIANTS PROJECTIUS

reduida

2 2 2 __

roJ
i+ ai=0 3 2

3

tipus

imaginaria

no degenerada

parell de rectes
imaginaries

parell de rectes
reals

recta doble

7.8

TAULES DE CONIQUES I QUADRIQUES

Taula 7.1: Tipus de coniques reals afins i projectives.

INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS

reduida

_x2_y2:1

,r,l

2

-/

J
1

1

o O

tipus
imaginaria
el-lipse

hipérbola

parabola
parell de rectes
imaginaries
parell de rectes
imaginaries
parell de rectes
reals
parell de rectes
reals paral-leles
recta doble
propia

seccio
parell de punts
imaginaris
parell de punts
imaginaris
parell de punts
reals
punt doble
parell de punts
imaginaris

punt doble

parell de punts
reals

punt doble

recta doble

8L
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Taula 7.2: Tipus de quadriques afins i projectives de 1’es-
pai real tridimensional.

INVARIANTS PROJECTIUS

reduida r
s+ ri+as+a3=0 4

a4 ai—ai=0 4

2 2 2 2 _

e+t + a3 =0 3

w42t —a23=0 3

w2+ =0 2

J
3

2

tipus
imaginaria

no reglada

reglada

con imaginari

con real

parell de plans
imaginaris

INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS

reduida

a2 2 2=

4yt =1
22— y? =1
2 +y? =22
2yt —2=1
x2—y2:2z
?+y’ +22=0

—$2—y2:1

7,,/

3
3
3

N W

-/

J
2

2

tipus
imaginaria
el-lipsoide
hiperboloide
de dues fulles
paraboloide
el-liptic
hiperboloide
d’una fulla
paraboloide
hiperbolic
con imaginari
cilindre
imaginari

con real

cilindre
el-liptic
cilindre
hiperbolic
cilindre
parabolic
parell de plans
imaginaris no
paral-lels
parell de plans
paral-lels i
imaginaris

seccio
imaginaria
imaginaria
real no
degenerada
parell de rectes
imaginaries
real no
degenerada
parell de
rectes reals
imaginaria
parell de rectes
imaginaries
real no
degenerada
parell de rectes
imaginaries
parell de rectes
reals

recta doble

parell de rectes
imaginaries

recta doble

sonbripenb 1 sonbrugo op so[ney,
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Taula 7.2, continuacié.

INVARIANTS PROJECTIUS INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS
reduida roj tipus reduida r g tipus seccid
2 o parell de plans  parell de rectes
w—21=0 2 0 pareliedaeisplans vy =0 2 reals no paral-lels reals
=1 1 0 parell de plans recta doble
paral-lels
la dobl
3 =0 1 0 pla doble 2 =0 1 0 i pia doble recta doble
propi
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A

Geometria lineal

A. 1
ESPAIS AFINS

A 1.1 EspPAl AFI

Definicié A.1.1 (espai afi). Un espai afi sobre K és un triple (A, F, ¢), on A és un conjunt, F
és un K-espai vectorial de dimensi6 finita i ¢ és una aplicacio:

o: AxE — A
(p,0) — o(p, W) =p+ U

amb les propietats segiients:
1. (p—l—ﬁ)—l—?zp—l—(ﬁ—l—?), Vp € A,Vu,v € E;
2. fixat p € A, aplicacioé f: E — A tal que f(ﬁ) = p+ W és bijectiva.

A.1.2 VARIETATS LINEALS

Definici6 A.1.2 (Varietat lineal). Una varietat lineal en un espai afi (A, E') sobre un cos K és
un subconjunt de la forma
L=p+F:={p+u | u € F},

onp € A ésun punt i FF C E és un subespai vectorial. Diem que F' és el subespai director de L
i que dimIL = dim F'. Aixi, els punts son varietats lineals de dimensié 0 i I'inica varietat lineal

de dimensio n és A.

Proposicio A.1.3. Siguin L =p+ F,M = q + G varietats lineals. Aleshores,
LNM#£() < pje F+G.

Demostracio.

— LiNLy#0 = JgelL,NL,. Aleshores, pips = p1g + qps € Fy + F

— ZTP; € Fy+ F; vol dir quejopQ> = Uy +usg,u; € Fy,us € Fy. Aleshores, p1 +u; = p2+ngl>+
Ul =Py — Uy — Uy + U = Po — Uy € Ly, Per tant, p +uy €L NLy = LiNLy, #0. M

Proposicio A.1.4. Es té la formula segiient per la suma de dues varietats lineals L =p+ F i
M=gq+G:
L+M=p+ (pg) + F +G.

Teorema A.1.5 (Férmules de Grassmann). Siguin L = p+ F ¢ M = q + G dues varietats
lineals. Volem fer dim(L + M) = dim((p1p3) + F + G). Es tenen les formules segiients:
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A.1./ Geometria lineal

/. dim(L + M) = dim L + dim M — dim(IL N M), si L.\ M # {);
2. dim(L+ M) = dimL + dimM+ 1 — dim(F N G), si LN M = ).

Demostracio. Aplicant la formula de Grassmann per a subespais vectorials i A.1.4:
[, dim(L + M) = dim({(pg) + F + G) = dim(F + G) = dim F + dimG — dim(F N G) =
dimL 4+ dim M — dim(L. N M), ja que pg € F + G pel fet de suposar que IL. N M # ().
2. dim(L+M) = dim((pg) + F+G) = dim(F +G)+1 =dim F+dim G —dim(FNG)+1 =
dimL+dimM+1—dim(FNG), ja que pg ¢ F+ G pel fet de suposar que LNM = (. MW

A.1.8 RAONS SIMPLES

Siguin a, b, ¢ tres punts diferents en un espai aff sobre K. Suposem que estan alineats. Recordem

que aixo implica que ac = )be, A ek

Definicié A.1.6 (Rao simple). Aquest nombre A € K es diu ra6é simple dels punts a,b,c i es

denota per A = (a,b,c) i depén de 'ordre dels elements.

A.1.4 TEOREMES CLASSICS

Teorema A.1.7 (Teorema de Tales). Siguin r,s rectes que es tallen en un punt O. Suposem
que tres rectes paral-leles (1, 0y, U3 tallen r en Py, Py, Py i tallen s en Q1,Q2, Q3 (tots diferents
d’O). Llavors:

(P, Pp, P3) = (Q1, Q2,Q3).

Demostracio. Escollim {O; OP;,0Q1} com a referéncia. Aleshores:

0 = (0,0) R
P = (1?0) Ql = (07 1) P1_621> = (_17 1)
Py = (a,0) Q2 =1(0,c¢) ]32_Qg> = (—a,c)
Py =(b,0) Q3=1(0,d) PQ3=(-b.c)
b—1 d—1
(P, Py, P3) = -t (Q1,Q2,Q3) = y
Z:;} = (P, P2, P3) = (Q1,Q2,Qs).

Teorema A.1.8 (Ceva). Donat un triangle de vértex Ay, Ay, As del pla afi anomenem a; al
costat oposat d’A;. Sigui O un punt que no pertany a cap dels costats i tal que, per a tot i, la

recta que passa per O i A; talla a; en un punt B;. Aleshores,
(A3, Ag, B1)(A1, A3, Ba)(Az, By, Bs) = —1.

Equivalentment, sigui Ay AsAs un triangle. Siguin r, s,t rectes que passen per Ai, As, As respec-
tivament 1 tallen els costats en punts By € AyAsz, By € A1As i@ By € A1Ay. Llavors, r,s,t son
concurrents si i només si (As, As, B1)(A1, As, B2)(Ag, By, B3) = —1.
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Corol-lari A.1.9 (Postulat d’Euclides). Sigui (A, E) un espai afi. Donats p,q € A amb p # q

ht ha una © només una recta que conté p i q, que és L. = p + (ﬁ> En essencia, per dos punts

diferents passa una unica recta.

Demostracio. Prenem L = p + <17§>, que és una recta perqué p £ q = p§ # 0. Sigui L’ una
recta que passa per piper ¢; ' = p+ F. Aleshores, per a algun subespai F' d’E de dimensi6 1
podem dir:

el
ZEL/}imeF:FﬂmiM:pﬂm:L. &
A.2
AFINITATS
A.2.1 PROPIETATS DE LES AFINITATS

Definicié A.2.1 (Aplicacio afi). Donats dos espais afins (A, Ey), (A, F5) una aplicaci6 afi és
un parell d’aplicacions:
fih— Ay, fiE — By
tals que:
1. f és lineal,
2. ¥p e Ay, Vi € By, tenim f(q) = f(p+ 1) = f(p) + f().
Equivalentment, si en la segona propietat posem ¢ = p + u, tenim que f(p)f (q) =f (pq).

Definicié A.2.2 (Afinitat). Diem que una aplicaci6 afi és una afinitat si és bijectiva. En altres
paraules, una afinitat és una aplicaci6 afi bijectiva d’un espai afi en ell mateix.

Observacid A.2.3.

/. Sovint es diu només que f : Ay — A, és una aplicacié afi i que f és l'aplicaci6 lineal
associada. En altres paraules, f esta determinada per f: si f és una aplicacio afi, llavors
f és tnica.

2. Si f(pg) = f(p)f(q;, Vp, q aleshores Vp € A, Vv € F; tenim que

f)=fpp+v))=fp)flp+v) = flp+v)=fp)+ fv).

Propietat A.2.4 (Propietats de les aplicacions afins). Siguin f : A; — Ag, g9 1 Ay — A
dues aplicacions afins. Aleshores:

1. La composicid go f: Ay — A3z és afi i (;gn/f) =(gof).
2. f és injectiva si, i només si, f ho és.

3. f és exhaustiva si, i només si, f ho és.

BN

. [ és bigectiva si, © només si, f ho és.
Una aplicacid afi f envia una varietat lineal L = a + F a la varietat lineal f(L) =

fla)+ f(F).

Cr
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6. Sigui M una varietat lineal tal que f~Y(M) # 0 i sigui a € f~1(M). Aleshores, si M =
f(a) + G, tindrem que f~'(M) =a+ f~1(G).

7. Siguin a,b,c € Ay tres punts alineats amb b # ¢, aleshores f(a), f(b), f(c) € Ay també
estan alineats o son el mateix punt. Si f(b) # f(c), aleshores (a,b,c) = (f(a), f(b), f(c)),
€s a dir, la rad simple es manté per aplicacions afins.

Proposicié A.2.5 (Propietats de les afinitats). Sigui f : A — A una aplicacié afi d’endo-
morfisme associat f: E — E. Aleshores:

. f és la identitat o una translacid si, i només si, f = Id (que és una aplicacio afi).

2. f és una homotecia si, © nomes si, f és una homotecia de rad # 0, 1.

3. f és una simetria si, i només si, f> =1Id i f # Id.

Teorema A.2.6. Siguin (A, E1), (Ag, Es) dos espais afins. Fizem punts py € Ay, ps € Ay i
suposem donada una aplicacio lineal ¢ : By —> Fy. Aleshores, existeirz una unica aplicacio afi
(f. f) : (A1, By) — (Ag, E») tal que f(p1) = po i f = . En altres paraules, una aplicacio aft

queda totalment determinada per l'aplicacio lineal associada i la tmatge d’un punt.

Demostracio. Comencem veient la unicitat. Si existeix tal aplicacio afi (f, f) i suposem que
g : A1 — A, també satisfa g = ¢ i g(p) = ¢, aleshores

9(z) = g(pr + D1t) = g(p1) + GpiE = po + o(piF) = f(2);

per tant, pi,po 1 h la determinen completament. Aixo també ens diu com hem de definir f per
provar lexisténcia. Posem f(z) = py + ¢(pi#) i f(y) = p2 + @(p13)). Per tant,

\

F@) @) = F@)ps+ paf () = —o(B1) + o(F10) = o(frd) — Pit) = (a¥).

Per tant, f és una aplicaci6 aff i, a més, f = . A més, f(p) = q+ o(pp) = q¢+0=q. [ |

Proposicié A.2.7 (Les afinitats conserven les varietats lineals). Sigui f : A; — Ay una apli-
cacié afi. Sigui L = a + F una varietat lineal a A,. Aleshores: f(LL) = f(a) 4+ f(F).

Demostracio. Sip € 1L, llavors p =a + v amb v € F.
fp) = fla+v) = fla) + f(v) € fa) + f(F)

El reciproc és el segiient: sigui ¢ € f(a) +f(F) Llavors, ¢ = f(a) + f(w) amb w € F. Per tant,
4= fa)+ Fw) = fla+w), onatwel = ge f(L). o

Proposicio A.2.8. Les afinitats conserven el paral-lelisme.

Demostracio. Es suficient suposar que f és una aplicacié afi.

L1:a1+F1} f(Ly) = f(m) +~F1
Lo=uas+ F2f " f(Ls) = f(a2) + f(F2)

Suposant que Fy C Fy, aleshores f(Fy) C f(F). [

} e (L) | f(La).
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Varietats lineals invariants A.2.13

Proposicié A.2.9 (Les afinitats conserven la ra6 simple). Sigui f : Ay — Ay una aplicacié
afi injectiva. Siguin a,b,c € Ay punts alineats © diferents. Sigui 1L la recta que passa per a,b,c.

Llavors, f(LL) és una recta que conté f(a), f(b), f(c).

—

Demostracio. Posem (a,b,c) = A. Com que estan alineats, a¢ = Abe. Posem f(ae) = f(\be) =
Af(be). Sisubstituim f(d¢) = f(a)f(c)iAf(b)f(c), tenim que la rad simple (f(a), f(b), f(c)) =

A
es compleix. [ ]

Propietat A.2.10 (Propietats del conjunt de punts fixos).

1. El conjunt de punts fixos és una varietat lineal.
2. Sipi1,...,px SOn fizos, aleshores tots els punts de la varietat lineal {p1} + -+ + {px} son

fixos.

3.8 1 no és VAP de l’endomorfisme f, aleshores lafinitat té un unic punt fi.
Demostracio. Fixem un sistema de referéncia. Suposem que les equacions de f son

T T b
—Al [+ | (A.2.1)

¥ T, b,

Els punts fixos no soén sind varietats lineals de dimensié 0 que es transformen en ells mateixos.
En notaci6é ampliada, tenim que compleixen z* = Ax+b <= = Az +b < (A—D)z = —b.

Per tant, es poden trobar mitjangant el sistema

T b1
(A=D| : == | (A=Dr=-b

T, by

Aixo demostra el primer apartat i el segon n’és una conseqiiéncia. Notem finalment que si 1 no

és VAP, aleshores det(A —I) # 0 i el sistema de punts fixos és compatible determinat. [ |

A.2.2 VARIETATS LINEALS INVARIANTS

Definicié A.2.11 (Varietat lineal invariant). Diem que una varietat lineal L = a + F' és inva-
riant si es dona que f(L) = L. Com que f(a+ F) = f(a)+ f(F), la varietat a + F' és invariant
si, 1 només si,

I f(F)C Fi

2 qf(¢) € F.

Definicié A.2.12 (Recta invariant). Si una recta r = a + (v) és invariant, aleshores f((v)) =

(v). Es a dir, el vector director de r és propi.

Proposicio A.2.13. Si p és un punt fix de f i v és un vector propi de f, llavors . = p + (v)

és una recta invariant de f.
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A.3.1 Geometria lineal

Demostracio. Suposem que f(v) = av. Llavors,
fp+ ) = f(p)+ Af(v) = f(p) + dav = p+ dav € L,YA = f(L) C L [ |

Proposicio A.2.14. Sigui f : A — A una afinitat que en certa referéncia té€ matriv M. Un
hiperpla d’equacio Ajxy + -+ - + Apx, + B = 0 és invariant per f si, i només si, (Ay,..., An, B)
és un VEP de MT i almenys un dels coeficients A; és no nul.

Definiciéo A.2.15 (Homologia). Una homologia és una afinitat amb un hiperpla de punts fixos.
Dins de la homologia distingim:

e la rao de la homologia: el valor propi r tal que h=rl d;

e l'eiz de la homologia: correspon al vector de la recta de punts fixos, és a dir, al VEP de
VAP 1;
e la direccio de la homologia: correspon al VEP de VAP r.

Teorema A.2.16. Una varietat lineal . = a + F' és invariant per una afinitat f si, ©* només si:

1. F és un subespai invariant de f,
2. af(a; eF.

Demostracio.

=—> Suposem que es compleixen les dues condicions. Aleshores:

%ii} — fla+v) = f(@+f@) =atutw, YweF weF

Per tant, f(a+v) € a+ F, Yv € F i aix0 implica que f(LL) C L.
<= Arasuposem que f(L) = L. Sabem que

L=a+F = f(L)=f(a)f(F).
Si f(L) = L, llavors f(F) = F i aix0 vol dir que F' és invariant per f. A més,
ael, fla)eL = af(a) € F. |

A.3
ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS

A.3.1 NORMES I ANGLES

Definici6 A.3.1 (Norma). Sigui E un espai vectorial sobre R o C. Una norma a F és una
aplicacio
| |l E — R (sempre a R!)
v |l

que compleix
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Subespais ortogonals A.3.5

%
I v =0 <= v=0,
2 kol = (k] - v,
3o Ju4v]] < |lul| + ||v]|| (desigualtat triangular).

|k| indica el valor absolut si k& € R o bé indica el modul si k € C.

Lema A.3.2 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Es compleiz que
luv]? < (u-u)(v-v),Yu,v € E

A — . , — . .
Demostracio. Siv = 0, aleshores la desigualtat és certa. Suposem v # 0 i considerem k = *~.

Aleshores:
0 < (u—ko)(u—kv) = u-u—k(vu) = k(uv) + kk(v - )
—u-u— (uv)(vu) _ @@w) + (UU>U_U)
PR o 0 R Ul
d’on |uv|* < (u-u)(v-v),YVu,v € E. O

Teorema A.3.3 (Teorema de Pitagores). Siu-v =0, aleshores |u + v||? = ||u||? + ||v]|2.

Demostracio. Ens val amb la segiient equacio.

lu+vl* = (u+v)(u+v) = [[ul® + [lo]]* + 2(u - v) u

A.8.2 SUBESPAIS ORTOGONALS

Proposicié A.3.4. Sigui S un subconjunt de E, on (E,-) és un espai vectorial Euclidia. Tenim
que

1. St és subespai vectorial d’E.

2. 8+ =(9)*.

3. 8T CS, aleshores S+ C T+,

Demostracio. Siguin z,y € S+, o sigui x-u = y-u = 0, per a tot u € S. Aleshores, (z+y) - u =
z-u+y-u=0.Pertant, z +y € S*. Analogament, si A € R, aleshores Az € S+. Pel que fa al
tercer apartat, suposem que F C G i que € G*. Aleshores, z és ortogonal a tots els vectors
de G, en particular ho és als d’F. Per tant, v € F*. [ |

Proposicio A.3.5. Sigui (E,-) un espai vectorial Euclidia. Si F és un subespai vectorial d’F,

aleshores:
1. E=F@F+.
2. dim Ft =dimE — dim F.
5 (FHt=F.
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Demostracio. Es immediat veure que F' N F+ = {0}. Prenem una base ortonormal {vy, ..., v}
de F'ila completem a una base de E tal que {vy,...,vk€k11,...,€,}. Apliquem ara el métode
de Gram-Schmidt per convertir aquesta base en una base ortonormal {v, ..., Vg, Ugs1,- -, Un}-

Observem que u; € F+ quan j € {k+1,...,n}. Per tant, qualsevol v € E es pot escriure de
forma tnica com

v = (ajuy + - - + agug) + (Qpp1Upr + - + apiy)
on el primer paréntesi pertany a F i el segon a F'-. Aixo prova que E = F'® F+. La féormula de
les dimensions se segueix de la suma directa. Es facil verificar que F' C (F*)*. Per dimensions
obtenim la igualtat d’espais vectorials. [ ]

A.5.8 ORIENTACIONS

Proposicio A.3.6. Un endomorfisme f €s ortogonal si, i només si, per a tota base ortonormal
€1, ..., e, tenim que v; := f(e;) és també una base ortonormal. A més, la base v; té la mateiza
orientacio que la base e; si, i només si, f € SO(n).

Demostracio. Suposem que f és ortogonal i que la base e; és ortonormal. Aleshores,
Vi - V5 = f(el) . f(e]-) = €; " €j.

En direcci6 contraria, sigui e; una base ortonormal. La matriu de canvi de base P de la base v;
en funcio6 de e; és, per construccio, la matriu de f. Com la matriu de Gram Gg (@) =11 P és una
matriu ortogonal, trobem que f és ortogonal. La afirmaci6 sobre la preservacio de la orientacio
és conseqiiéncia de la relacio:

det f = det(f(e1), ..., f(en)) = det(vi,... vn). [

A.3. PRODUCTE VECTORIAL

Definicié A.3.7 (Producte vectorial). El producte vectorial d’u i v és una operacié bilineal
que retorna el vector u A v, el qual té les segiients propietats:

1o (ug +ug) Av=up Av+ us A v,
2. (M) Av = AuAv), YA € R;
3w (v +v2) = uA v+ uA v

+~

u N (Av) = AMuAv), VA eR.
Demostracio. Donat w € E qualsevol, tenim per que

((ug + ug) Aw) - w = det(ug + ug, v, w).

det(u1,v,w)+det(uz,

(up Av+ug Av)-w = (ug Av) - w+ (ug Av) - w o), det(uy + ug, v, w).

Per tant, (u; + ug) A v =u; A v+ us Av. Les altres igualtats es demostren per analogia. [ |

Propietat A.3.8 (Altres propietats del producte vectorial).
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vAu=—(uAv), Yu,v € E.

uw A v és ortogonal a u i av.

uAu=0, YVu€eFE.

uAv=0 <= u,v son linealment dependents.
SiuAv#0, aleshores (u Av) = (u,v)*.

61/\62263, 62/\63261, ez N\ ey = es.

~ o » =~

SR

7. Donats u = x1€1 + Toes + x3€3 1V = Y161 + Y29 + Yzez tenim que
I Y1 el
UNV = Ty Y2 €E2].
T3 Y3 €3
S (uANv)ANw = (u-w)v — (v-w)u.
9. (uAv)ANw+ (vAw) Au+ (wAu) Av=0 (identitat de Jacobi).
10. (u1 A\ 'LLQ) . (Ul A\ 'UQ) = (Ul . Ul)(UQ . 'UQ) — (u1 . UQ)(UQ . Ul).
11. Donats u,v no nuls, 30 € R, 0 < 0 < 7 tal que

[lu Avl| = lull - [lo]| - sin(6)
w-v = |lufl - |lv]| - cos(6)
Demostracio. Ho dividirem en 11 demostracions diferents, una per cada apartat.

1. Donat w € E qualsevol, aplicant les propietats dels determinants:
—(uAv) w=—det(u,v,w) = det(v, u, w).

2. Es directe donat que el determinant d’una matriu amb dues columnes iguals és 0:

(uAw) u=det(u,v,u) =0,
(uAv)-v=det(u,v,v) =0.

3. Comque v Au=—(uAv),uhNu=—(uAu) <= 2(uAu)=0 <= uAu=0.

4. Siv = Au, aleshores u A v = u A (Au) = AMu A u) = 0. Reciprocament, si u Av = 0
llavors det(u, v, w) = 0, Yw € E i aixd implica que u, v soén linealment dependents. En cas
contrari, podriem escollir w tal que u, v, w fos una base de E i, per tant, det(u,v,w) # 0.

5. Com que (uAv)-u=01i(uAv) -v=0,tenim que (uAv) C (u,v)t. Ara bé, si uAv # 0,
u,v son linealment independents i dim(u,v) = 2. Aixi doncs, dim(u,v) = dim(u,v)* i,
per tant, la inclusi6é ha de ser igualtat.

6. e1 Aeg € {e,ex)t = (e3), ja que la base ey, eq, e3 és ortonormal per hipotesi. Per tant,
e1 A ey = Aes per a algun A € R. A més,

O = O
_ o O
I
—

1
A= ()\63) c €3 = (61 AN 62) €3 = det(el,eg,eg) =10
0

e;
Les altres dues igualtats es demostren de la mateixa manera, tenint en compte que

det(eg, e3,€1) = det(es, e1,€2) = 1.
e

€
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7. Per bilinealitat, tenim:

UNV = (T161 4 Taes + x3e3) A (Y161 + Yae2 +Yse3) = T1y1e1 A ey + T1y2e1 Aeg + x1yzer Aeg

+ T2Y1€2 A €1 + T2Y2€o A €9 + T2Ys3€o A €3 + T3Yi1€s3 A €1 + T3Y2€3 A €9 + T3Ys€s A €3

1 hN T1 W T2 Y2
= (x1ys— es—(r1ys—x es+ (roys —x el = — e e
( 1Y2 2y1) 3 ( 1Y3 391) 2 ( 2Y3 3y2) 1 T T3 Ys T3 Ys 1
T Y1 €
= |T2 Y2 E2f.
T3 Yz €3

S SiuAv =0, llavors u, v sén linealment dependents. Si v = Au, llavors:
(u-w)( M) — (M) - w)u = AMu - w)u — ANu-w)u = 0.

Si uAv # 0, aleshores (uAv) Aw € (uAv)®T = (u,v). Per tant, (uAv)Aw = au+Bv, a,B €

R. Per determinar-los, fem el segiient:

U = (371,1'2,1‘3),

v = (?Jh Y2, y3)> uNv = ($2y3 — X3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — Izyl).

w = (21, 22, 23)
(uAv) ANer = (0, 21y2 — oY1, —T3y1 + 21Y3) = —y1 (21, T2, ¥3) + 1(Y1, Y2, Y3),
(u Av) N eg = (—21y2 + T2y, 0, Zays — T3y2) = —yo(@1, T2, ¥3) + T2(Y1, Y2, Y3),
(u Av) Neg = (z3y1 — T1Y3, —T2Y3 + T3Y2,0) = —ys3(x1, T2, ¥3) + T3(Y1, Y2, Y3).

En tots tres casos es compleix que (u Av) Aw = —(v-w)u + (u - w)v. Com que tots dos
membres de la igualtat depenen linealment de w, és suficient haver comprovat la igualtat
en una base.

9. Aplicant que (u Av) Aw = (u - w)v — (v - w)u, tenim:

I

)
= (u-w)v— (v-w)
(vAw)ANu=(v-uw)w—(w-u)v p (UAV)Aw+ (VAw)Au+ (wAu) Av=0.
(wAu)Av=(w-v)u—(u-v)w

10. Primerament, (u; A ug) - (v1 A ve) = det(uy, ug, v; A v). Ara operem:

det(v1 A vg, uy,ug) = ((Ul Avg) Aug) - ug = ((v1 - up)vg — (Vg - up)vy) - Uy
= (u1 - v1)(ug - v2) — (ur - v2)(uz - v1).

11. Apliquem la férmula anterior:

Aol = (A v) - (1w Av) = (- u)(o- o) — (o) (o u) = [ul2o]? — (- o)
Si definim a = ”|L“HA ﬂ'” i b= iy aleshores,
2 o unol® + (u-v)?
a”+b° = L.
[ |v]]?
Per tant, a = sin(0), b = cos(#) per a algun §. A més, a >0 — 0<0 <. |
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Endomorfismes ortogonals A.5.1

A
ESPAIS AFINS EUCLIDIANS

A1 DisTANCIA

Definicié A.4.1 (Distancia). Una distancia entre dos punts p,q € A com d(p, q) := Hﬁ”, és a

dir, la distancia és una aplicaci

d: AxA — R
(p,q) +—— d(p,q) = |pqll,

on es compleix:

1. d(p,q) > 0,

2.d(p,q) =0 <= p=gq,

3. d(p,r) <d(p,q) +d(q,r) (desigualtat triangular).
A.4.2 DISTANCIA ENTRE VARIETATS

Proposicio A.4.2. Es compleix que la distancia d’un punt a un hiperpla €s:

VAP (A

d(p,1L)

A5
ENDOMORFISMES ORTOGONALS

Proposicié A.5.1 (Propietats de les matrius ortogonals). Donada una matriu M € M, x,(R),

les afirmacions segiients son equivalents:

1. M és una matriu ortogonal,
2. MTM =1,
3. M és la matriv d’un endomorfisme ortogonal en una base ortonormal.

Demostracio. Escollim una base eq,...,e, a E i diem Gy(¢) a la matriu de Gram d’aquesta
base. Sigui f : E — E un endomorfisme i sigui M la matriu de f en la base ey, ..., e,. Llavors,

f és ortogonal si, i només si,
f@)-fly) ==y, Vo,y € E;
(MX)"Gu(p)MY = X"Gy(p)Y, VXY € R™;
XTM"Gy(0)MY = X"Gy(p)Y, VX,V € R";
MT G ()M = G ().

En el cas particular que la base ey, ..., e, sigui ortonormal, tenim que Gy () = I i ens queda la
condicio MTM =1. ]
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A5 1 TEOREMA ESPECTRAL

Teorema A.5.2 (Teorema espectral). Si un endomorfisme f : E — E és ortogonal, hi ha

alguna base ortonormal ey, ... e, on f té la matriu segiient:
1 0 0
0 1
-1 0
f=
0 -1
Ay
0 Ay

= (o) a0 oo

sin(ay)  cos(ay)
Demostracio. Sigui f: E— E, f ortogonal. Considerem els subespais propis:
Ef={veE|fv)=v}, E=={veE| f(v)=—v}.

Llavors Et i E~ sén ortogonals (perqué VEPs de VAPs diferents son ortogonals). Sigui F =
E* @ E~. El subespai F ¢és invariant per f. Aleshores, F* també és invariant per f. Podem
escriure £ = ET ® E~ @ F*. Considerem la restriccié de f a F* i sigui p(z) el polinomi minim

de la restriccio: p(x) no té arrels reals, ja que b; > 0, Vi, i
p(z) = (22 + arw +by) - (2 + apx + by).

D’aquesta manera, el determinant de la restriccié d’f a F+ és igual a 1. Posem p(z) = (2% +
arz + by) - r(x) i escollim u € F* tal que vy = r(f)(u) # 0. Sabent que ens surt p(f)(u) = 0:

p(fw) =0 = (f*+af+uD)(r(f)(w) = (f*+af+buD)(v)=0
= f(f(v1)) = —ai f(v1) — byvy.

Aleshores, (vq, f(v1)) és invariant per f. Aixi, E = EY®E~® (vy, f(v1))® (v, f(v1))*. Repetint

el mateix raonament iterativament, ens queda:

E=E"®E @ (v, f(n)) ® - D (g, f(vr)). u
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B

Algebra lineal

B.1
ESPAI DUAL

Un cas particular de I'espai de les aplicacions lineals és I'espai dual, en que s’estudien aplicacions
lineals d’un espai vectorial donat al K-espai vectorial.

Definicié B.1.1 (Espai dual). Sigui F un espai vectorial. Definim l'espai dual de E com
EY := L(F,K) = Hom(E, K).

men ON icacions lin w 1 nomenen formes lin . rvem
Els elements de E son aplicacions lineals E — K i s’Tanomenen formes lineals. Observe
que la dimensi6 de E* és:

dim £* = dim £(F,K) = dim £ - dim K = dim E.

Anem a veure com podem definir una base de E* a partir d’'una base de E. Suposem que
B ={ey, - ,e,} ésuna base de E. Per a definir una base de E* ens calen n formes e} : E — K

linealment independents i que ens generin tot I'espai de les aplicacions de F a K. Definim

) 0 siithk
ACOE N PR

Proposicié B.1.2. El conjunt de formes lineals {e},--- ,e’} és una base de E*.

Demostracio. Provem primer que E* = (ef,--- ,e). Sigui w: F — K una forma lineal i sigui
u =Y bje; un vector de E. Suposem que w (e;) = a;, on b; € K (observem que podem suposar

aixo ja que una base de K és la donada per {1}). Aleshores

w(u) =w (Z biei> = Z bw (e;) = Z b;a;.
D’altra banda, observem que
Zaiei(u) = Zaiei (Z bjGj) = Z Zaibjej (ej) = Zalbz
i i j i i
Comparant les dues expressions veiem que
W= Z a;e;
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Provem ara que les formes {ef, -, e’} son linealment independents. Suposem que tenim una

Aixo implica que per a qualsevol vector u € E es té:

combinaci6 lineal

Z)\Ze;‘(u) =0 i) 0= Z)\Zef(ej) = /\j'

Per tant, tenim \; = 0 per a tot j. [ |

La base obtinguda en la proposicié anterior s’anomena base dual de B. A partir d’ara, fixem F
un espai vectorial, B = {ej, -+ ,e,} una base de F'i B* = {ef,--- , e’} la seva base dual. Anem

a veure ara com soén les coordenades d’un vector de I’espai dual:
Proposicié B.1.3. Siguiw € E*. Aleshores les coordenades de w en la base B* son (w (e1),- -+ ,w (ey)).
Demostracio. Suposem que w = Y azef. Aleshores
w(ej) =Y e} (¢f) = a
i
Donada una aplicaci6 lineal f : F — F i una forma lineal w : FF — K de F', aleshores
composant obtenim una forma lineal de E: wo f: F — K. ]

Definicié B.1.4 (Aplicaci6 dual). Sigui f : F — F una aplicaci6 lineal. Definim ’aplicacié
dual f*: F* — E* com f*(w):=wo f.

Lema B.1.5. L’aplicacié dual f* : F* — E* és una aplicacio lineal. A més, es té (go f)* =
frog

Demostracio. Per veure que f* és lineal observem que, donades formes wy,ws : FF — K i un

escalar a € K es té
J7 (w1 + aws) = (w1 + aws) o f = (wi0 f) +a(wyof)=f"(w1)+af” (w).

Provem ara la formula de la composicié. Observem primer que si f : £ — Fig: F — G son
aplicacions lineals, aleshores (g o f)* : G* — E*. Per tant, sigui w : G — K una forma lineal.
Aleshores:

(go f)(w)=wo(gof)=(wog)of=g"(w)of=[f (g°w))=(f og)(w).

Com que la igualtat (go f)*(w) = (f* o g*) (w) és certa per a tot w, obtenim la igualtat (go f)* =
frog*. ]

Anem a veure que la matriu de I’aplicacié dual d’una aplicaci6 és la matriu trasposta de ’apli-

cacib.
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Proposicié B.1.6. Sigui f : E — F una aplicacid lineal iA = Mp, p,(f) la matriv de f en
bases By = {u;} 1By = {v;} de E i de F respectivament. Aleshores la matriu de f*: F* — E*

-

en les bases ByiB] és:

Mp; g: (f*) = A",

Definicié B.1.7 (Espai bidual). Observem que donat un espai vectorial £ sempre en podem
considerar el seu dual E*. Per tant, com que E* és un espai vectorial, també en podem considerar
el seu dual. Denotarem E** := (E*)" lespai vectorial de les aplicacions lineals de E* a K, i
diem que E** és 'espai bidual de FE. Veurem que si E és de dimensi6 finita, aleshores el bidual

de E és isomorf a E.

Considerem l'aplicacié que envia una forma lineal i un vector de F a un escalar: (—,—) :

E* x E — K donada per (w,u) := w(u). Aquesta aplicacié s’anomena aparellament canonic.

Observacio B.1.8. Observem que pels generadors de la base de F i de la base dual tenim
(ef,e;) = 0;5. Sifixem un vector u € E aleshores obtenim una aplicaci6 lineal (—,u) : E* — K.
En efecte, per veure que (—,u) és lineal observem que per a tot parell de formes wy, ws € E* i
A € K tenim

(w1 + AMwg, u) = (w1 + Aws) (u) = wq(u) + Aws(u) = (wy,u) + A {ws, u) .

Com que I'aplicaci6 (—,u) : E* — K és lineal, és automaticament un element de I’espai bidual,
és a dir: per a tot u € F, tenim (—,u) € E**.

Proposicio B.1.9. Si la dimensio de E és finita, aleshores l’aplicacio
¢: E— E* tal que o(u) := (—, u)
és un isomorfisme d’espais vectorials.

Finalment, anem a veure com és la matriu de canvi de base en 'espai dual. Siguin By i By dues

bases de F isigui A = M (By, Bs) la matriu de canvi de base. Recordem que aquesta esta definida

per la matriu de I'aplicaci6 identitat en les bases By i By, de manera que si By = {uy, -+ ,u,} i
By = {v1,- -+ ,v,} ambu; = )~ a}v; aleshores
1 n
ay ay
A= :
1 n
an DR an

Amb la notacié anterior, la matriu de canvi de base de Bj a Bj és
M (B3, B}) = A'.

Sigui E un espai vectorial sobre K. Recordem que si u € E'iw € E* aleshores, (w, u) := w(u) €
K.
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Definicié B.1.10 (Anullador). Sigui A C E un subconjunt de E. Es defineix I’anul-lador de
A com
A° ={w e E*;(w,z) =0,Vz € A} = {w € E*;w(z) =0,Vz € A}.

De manera informal, I'anul-lador de A és el conjunt de les aplicacions lineals £ — K que
s’anul-len a tots els elements de A.

Proposicio B.1.11. Sigut f : E — F una aplicacio lineal. Se satisfan les segiients propietats:

1. A° és un subespai vectorial de E*.

2. 51 B C A aleshores A° C B°.
3. St F és un subespai de F, aleshores dim F° = dim E — dim F'.
4. (im f)° = ker f*.
5. (ker f)° =im f*.
Observacio B.1.12. Sigui E un espai vectorial de dimensi6 n. Si Q = {wi,...,w,} és un

conjunt de formes lineals de E, el conjunt de les solucions del sistema d’equacions lineals w;(z) =
0,1 <2< r, ésadir:
C={recE|w)=0,... w(x) =0}

és un subespai vectorial de E tal que dim Q° = n —rg{2. Reciprocament, si A és un subconjunt
de E, aleshores A° és un subespai vectorial de E* tal que dimA° = n —rg A. Si wq,...w, és
una base de A°, aleshores (A) s’expressa com un conjunt de solucions d’un sistema d’equacions
lineals en z € E:

(A) ={z € E|w(z)=0,...,w(z) =0}

Exemple B.1.13. Sigui F el subespai vectorial de R? generat pels vectors u; = (1,0, —1), uy =

(1,1,0). Aleshores F*° és el conjunt de formes (wy, wy, w3) € (R?)" que sén solucié de:
1 1
(U)l wa w3> . 0 1 =0
-1 0
Resolent el sistema obtenim que w = (1, —1,1) és una base de F°. Per tant:

Fo={(z,y,2) ER’ |z —y+2=0}.
1 1
Observem que en aquest cas,si A= | 0 1| sesatisfa F' =1im A, i el calcul anterior correspon
-1 0

a la férmula:
(im A)° = ker A".
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