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Espais afins

1.1
INTRODUCCIO

Definicié 1.1.1 (espai afi). Un espai afi sobre K és un triple (A, £, ¢), on A és un conjunt, F
és un K-espai vectorial de dimensi6 finita i ¢ és una aplicacio:

p: AxFE — A

(0, @) — op, W) :=p+ T (1.1.1)

amb les propietats segiients:
1. (p+7)+7:p+(7+7), Vp € A, Vu,v € E;
2. fixat p € A, Paplicaci6 f : E — A tal que f(7) = p+ U és bijectiva.

Ara, introduirem una definicié equivalent d’espai afi donada per |[CLO9|.

Definicié 1.1.2 (espai aff). Un espai aff sobre un cos K és un conjunt A # (), un espai vectorial
E i una aplicacio ¢ : A x A — E; un triple (A, E, ¢) que compleix:

1.
op: A — FE

g — o(p,q) =Dq

2. ¢(pq) +¢lg,r) = ¢(p,7), Vp,q,r € A;
on direm que p, g son, respectivament, l'origen i 'extrem del vector ]ﬁ

és bijectiva Vp € A. (1.1.2)

Definicié 1.1.3 (Punts). Els punts son els elements p que pertanyen al conjunt A.

Observacio 1.1.4. Siens fixem en la segona propietat, veiem que hi ha tants punts com vectors.
Aixi doncs, definim la dimensi6 de ’espai afi com la dimensi6 del K-espai vectorial E.

Proposicio 1.1.5. Siguin p,q,r € A punts de [’espai afi. Diem U =Dp§ =q—p. Aleshores,
= }p+7 =q <= fixzat p € A, laplicacio f : E — A tal que f(7) —p+ U és
bijectiva;
O ph=pi+qF = p+ W)+ TV =p+ (T +7), VpeAVu,vekE.
En altres paraules, si[I.1.1.1 és equivalent a[1.1.5.2 i[1.1.1.2 és equivalent a[I.1.5.1.

Demostracio. La propietat [1.1.51 és una reescriptura de la propietat [1.1.1,2. Per provar|1.1.5/2,
també anomenada relacid de Chasles, hem de veure que r = p + (7 + 7), o sigui que ]7 =

U+ = ﬁ + q?, que és cert perqué estem suposant que ]7 = ﬁ + q7 Viceversa, suposant la
associativitat, p + (gﬁ + q7) =(p+ ﬁ}) +qf =q+qf =r =p+ pr. Com que tot son igualtats,
p—l—(m—i—q?):p—i—ﬁ,laqualcosaensdonaﬁ:ﬁ—kq?. |

Observacio 1.1.6. La proposicié anterior ens demostra ’equivaléncia entre les dues definicions
d’espai afi que hem donat al principi.
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1.2 Espais afins

Proposici6 1.1.7.
_)
1. ﬁ: 0 < p=gq,

2. ﬁ = —@aVP,Q € A;
9 PG =18 = pf =qb (regla del paral-lelogram).

Demostracio. Provarem els tres punts per separat. Comencem pel primer:

= Suposant p = ¢ = r, i tenint en compte que zﬁ + q7 = p7, ens diu que ;@ —l—[% = ﬁ <=
ph=10.

<= Suposant que ]ﬁ = 6; aleshores p = p + 6> = p+ p§ = q. Alternativament, podem
implicar que ¢,(q) = 0; perd com que p,(p) = pb = 0, de la bijectivitat de ¢, resulta
p=4q.

Pel que fa al segon, solament ens cal observar que ﬁ + q? = }% = 6> — ﬁ = —70.

Finalment, per 1"altim:

= Di=78 = pl=pl+ql =78+ qf =qf +7% = gb.

<= Es demostra de manera totalment analoga, per simetria.

Com a conseqiiéncia, p + 6> = p,Vp € A. Aixo és perqué p+0 = p+ pp = p. [ |

Uab \
Ubd N

Figura 1.1: Regla del paral-lelogr.am

1.2
TRANSLACIONS

En tota aquesta seccié considerarem (A, F, @) un espai afi.

Definicié 1.2.1 (Translacio). Es una aplicaci6 definida per a tot vector v € E que s’anomena

translacio de vector v:
Tov: A — A (1.2.1)

p — T(p)=ptv=p,(v).
Proposicio 1.2.2.

1. Tota translacio T, és bijectiva,
¢ -1 _

2. Ty = Ty,

J. Ty O Ty =Ty O Ty = Tutu-

Demostracio. Suposem p € A, v € E, qualssevol. 7, és:

— —
e injectiva, ja que 7,(p) = 7,(¢) = Tv(p)Tv(q;: 0 = pi=0 = p=g;
e exhaustiva: perp e Afemp=p+ 0 :?—F(U—U):(p—”[})—i—’U:TU(p—’U)'
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Sistemes de referéncia 1.3.5

Aleshores, 7,(p —v) =p = 71, (p) =p—v=17,0p) = 7,' =71, Pelquefaa

I'altim apartat, (7, 0 7,)(p) = 7u(70(p)) = Tu(p+v) = (p+u) +v = (p+v) +u=T1,(1u(p)) =
(o o7u)(p) = TuoT, =Ty, 0T, A més, associativitat (p + u) + v = p + (u + v) ens diu que
Ty © Ty = Ty+o- u

Observacio 1.2.3. Podriem repensar 'espai afi de tal manera que es pogués definir com un
conjunt A, un espai vectorial E i una familia d’aplicacions 7 = {7, : A — A;Vv € E}; en
altres paraules, a partir de translacions. Més detalls a [CL09, prop. 2.2].

1.3
SISTEMES DE REFERENCIA

Definicié 1.3.1 (Sistema de referéncia). Un sistema de referéncia a (A, E) amb dimg £ = n
és un conjunt ordenat {p;ei,...,e,}, on p € A s’anomena origen i ey, ..., e, és una base d'E.

Donat a € A qualsevol, podem escriure de manera tnica

m = e+ -+ anén. (131)

Definicié 1.3.2 (Coordenades). (ay,...,a,) € K" es diuen coordenades del punt a € A.

Observacio 1.3.3. Les coordenades de 'origen p del sistema de referéncia es poden deduir de
la segiient manera: pp =0 = Oeq + - -+ + 0e,, = p = 0,...,0).

Cada eleccié d’un sistema de referéncia a (A, E') estableix una correspondéncia bijectiva entre
A 1 K". Per rebaixar el nivell d’abstracci6 de l'espai afi general (A, E, ) i poder operar més
facilment, definim

Definicié 1.3.4 (espai afi estandard). Considerem el producte cartesia K” com a conjunt de
punts i d’altra banda F := K™ amb l'estructura natural de K-espai vectorial. L’espai afi estan-
dard de dimensié n sobre un cos K es defineix com A = K" i £ = K" amb ’acci6 canonica

o : K" x E — K"

(o), ey yiya)) — (o i+ iy ) (1.3.2)

Aleshores, (K", K™, ¢) és un espai afi de dimensi6 n. Usem, en aquest cas, A% i 'anomenem
espai afi estandard de dimensio n sobre K.

Observacio 1.3.5. Per a tot a,b € A el vector b — a € E té components (by —ay, ..., b, —ay).
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1.4.2 Espais afins

1.4
SUMES DE PUNTS. BARICENTRES

Suposem que el cos base K té caracteristica zero, ja que necessitarem que els escalars de la forma
%, k € N estiguin ben definits en K. Considerem (A, F) espai afi.
SUMES DE PUNTS

Observacio 1.4.1. En general no té sentit fer combinacions lineals de punts ja que les iniques
operacions permeses son la suma de vectors (aixo és, la operacié suma en ’espai vectorial E) i
la suma ¢ de punt i vector.

Podriem convenir que per definir una combinaci6 lineal de punts aip; + -+ + appr, ; €
K, p; € A, es fixa un punt auxiliar O i es calcula

O+ c1Op, + - - + . Opy. (1.4.1)
Si el resultat de 'equacio anterior depén del punt O, ens sera trivial.
Proposicio 1.4.2. Per a qualsevol parella de punts O,0" € A es té
O+a10—p?+---+ak(7pi:O’+a10791>+---+ak079; = o+ t+a=1 (142)

Demostracio. Podem reescriure ((1.4.2) com

— — — —
O+ a10py + - -+ + . Opr, — a1O'py — - -+ — ,.O'pp, = O

— T — s — — (1.4.3)

00" = a1(Op1 — O'p1) + -+ + ax(Opr — O'py) = (1 + -+ + ) OO,

— o

Operant, ens queda que (1 —ag —---—ag)00" = 0 per a qualsevol parella de punts O, 0" € A.
Per tant, (1.4.2) equival a a1 + --- + o = 1. Notem que aixo ens implica requerir que O, O’
siguin diferents entre ells. |

Notacio 1.4.3. A partir d’ara escriurem aqp; + - - - + agpr sempre que la suma dels coeficients
sigui 1, el punt sigui de lexpressio ((1.4.1) i O un punt auxiliar arbitrari.

BARICENTRE

Definicié 1.4.4 (Punt mitja). Siguin p,q € A. El punt mitja entre p,q és b € A tal que
b=p+3pgsiiek

Proposicié 1.4.5. S’ha de complir que p + 1pg = q + 1gp.
Demostracio. Evidentment, p + %gﬁ — %q =q+ %(@ — ?) = p+pd =q. |

— =
Corol-lari 1.4.6. bp + bq = 6)

—%@ = lﬁ = q?, on en la ultima igualtat hem

— —
Demostracio. bp = —E = —%ﬁ ibg= _q? !
it =

usat que b= q+ %@ La seva suma ens dona
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Baricentre 1.4.9

Generalitzem el baricentre entre dos punts a el baricentre entre n punts.

Teorema 1.4.7. Sigui (A, E) un espai afi sobre K. Siguin py,...,p, punts d’A. Si % e K
existeix un unic punt b € A tal que
b+ 4 bpr = 0. (1.4.4)
Demostracio. Dividirem la demostracié entre existéncia i unicitat. Escollim un punt a € A
qualsevol. Prenem com a baricentre b = a + %((ﬁ + -+ a]T>m) Comprovem que satisfa les
condicions de I’enunciat:
3 Volem provar l;q) + e+ bp_)m = 6> Reescrivim IH + e+ bp—>m mitjancant la relaci6 de
Chasles i ens queda ﬁ—i—cﬁ—l—---—f—ﬁ—i—&? = mﬁ—i—cﬁ—i—---—k&ﬁ = m%—l—m% = 6)
m m
3! Sigui ¢ un altre punt tal que pr+ -+ cpy = 0. Aleshores, 0 = cpj + -+ + pr, =
G+ Gp, -+ T+ apr, = M + ap, + -+ apy, d'on mat = @, + - - + apy, = mab.
D’aqui deduim que mat = mab = ¢ = b, on hem tingut en compte que m # 0 a K.

Fixem-nos que en el cas particular m = 2 estem parlant de punt mitja. |
Proposicio 1.4.8. Prenem un sistema de referéncia {p;ei,...,e,} a (A, E). Donats m punts
en coordenades p1 = (z1,...,2L), ... .pm = (&7,...,2™) el seu baricentre és:
1 . m 1 m
b:(ﬁi__iﬁnuw&j;;iﬂj_ (1.4.5)
m m

Demostracio. Escollim a = p, 'origen de coordenades, en la demostracié anterior. Aleshores:

b—p+i@¥+~«+$ﬁﬁ

% LoD 4+ Lo = L(aler + -+ ale,) + oo+ L(aPe + -+ alle,) = (1.4.6)
x%+ +x1 Tt 4+l o
ert+--+ | —— ) én.
m

|
Exemple 1.4.9. En A2 considerem p; = (1,1),p, = (8,1),p3 = (3,4). Aleshores, b =

(843 1544 = (4,2). Deixem la representacio grafica com a exercici per al lector.
Siguin {po, . .-, Pn} 1 {qo;- - -, ¢} dos sistemes de referéncia baricéntrics d’un espai afi (A, E).
Siguin {q?,...,q"} les coordenades baricéntriques de ¢; en el sistema {po,...,p,}, i =0,...,n
Donat x € (A, E), indiquem per (2°,...,2") i (z%...,7") les seves coordenades baricéntriques

en els sistemes {po,...,Pn} 1 {qo,---,qn} respectivament. Aleshores, per a cada p,

ﬁ = if%@ — if% (i ﬂ@) — Z (Zx ) 5, (1.4.7)

amb suma de coeficients

(1.4.8)

<
Il 3
o
R
I M 3
o
4l
)

)
~
Il
m s

o

=l
(—\
||'M 3
o

I

S0
~__—

I
I 3
o

el

I

—_

Per tant,

Zqﬁfizxj,j: R (1.4.9)
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1.5.1 Espais afins

Aquestes (n + 1) expressions equivalen a la igualtat matricial QT = x, on @ = (qf ), és la

matriu que té per columnes les coordenades baricéntriques de qq,...,q, i T,x sén les matrius
d’una columna formades per les coordenades d’z en els sistemes {qo,...,q,} 1 {po,...,0Pn},
respectivament.

Observacio 1.4.10. La matriu () és invertible, ja que

0 0 1 ... 1 1 0 0
4o - 4n @ - g @ ¢d—-q - ¢ —qg
) X 0 o @ 0 0
detQ=|: . o|=[" 0 IS T I T et (@t o) # 0.
@ - g : R : : i : (popi)
0 "ol @ 0 @ % 4 — @

(1.4.10)

Definicié 1.4.11 (Alineacio). Donats tres punts diferents a, b, ¢ en un espai afi direm que a, b, ¢
estan alineats si

_>
at = \be, A e K. (1.4.11)
. - .
En altres paraules, si els vectors at, be son proporcionals.

Proposicio 1.4.12. L’alineacio no depén de l'ordre d’a,b, c.

— - =

Demostracio. Si at = \be, aleshores ba = be + ¢4 = %@ —at = (% — 1) at = %@ També,
%

2 =cd + % = ﬁba + % = (1 — ﬁ) aj = ﬁ% I aixi successivament. ]

Definicié 1.4.13 (Triangle en un espai aff). Si tres punts son diferents i no estan alineats di-
rem que formen un triangle.

1.5
VARIETATS LINEALS

CONCEPTES

Definicié 1.5.1 (Varietat lineal). Una varietat lineal en un espai afi (A, F) sobre un cos K és
un subconjunt de la forma

L=p+F:={p+u|ueF}, (1.5.1)

onp € A ésun punt i FF C E és un subespai vectorial. Diem que F' és el subespai director de L
i que dimIL = dim F'. Aixi, els punts son varietats lineals de dimensié 0 i I'inica varietat lineal
de dimensié n és A.

Observacio 1.5.2. També podem definir una varietat lineal d’aquesta manera, totalment equi-
valent perd menys genérica ja que depén d’un subespai vectorial generat per un vector determi-
nat, ab: sigui (A, E) un espai afi sobre K. Definim.:

L ={a+Aab | A € K} = a+ (ab). (1.5.2)
a correspon a A = 0 i b correspon a A = 1.
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Conceptes 1.5.9

Observacio 1.5.3. Podem dir que les varietats lineals als espais afins serien el que els subespais
vectorials son als espais vectorials: un espai afi (L, F,¢') on L C A, F subespai d'E i ¢ :
L x L —s F la restricci6 de . Es compleix, en altres paraules, que Vp, q € L, p§ = ¢(p,q) € F i,
lavors, ¢'(p, q) = ¢(p, q). En particular, si p € L, tot altre ¢ € L. és de la forma ¢ = p+pg € p+F
ilL C p+ F. Reciprocament, tot ¢ =p+u € p+ F és tal que ¢ = w;l(u). Com que, clarament
q =, (u) = ¢, (u), resulta que ¢ € L i, per tant, p+ F C L.

Definicié 1.5.4 (Rectes i hiperplans). A les varietats lineals de dimensi6 1 les anomenem rectes
i ales de dimensié n — 1, hiperplans. La recta que passa per a i b esta formada per a, b i tots els
punts ¢ tals que a, b, ¢ estan alineats.

Observacio 1.5.5. Una varietat lineal . = a + F' és en si mateixa un espai afi que anomena-
rem (L, F,p) d’igual dimensi6 que (A, E, ), on L és el conjunt de punts, F' I'espai vectorial i
I’aplicacié ¢ : L x F' — L és la restriccio ’A x E — A. En altres paraules, les varietats
lineals son subespais afins.

Definici6 1.5.6 (Varietats paralleles). L = a + F, M = b+ G son dues varietats lineals
paral-leles si F' C G o bé G C F. La notacio és la segtient: L || M.

Exemple 1.5.7. En l'espai afi A} considerem un punt p = (ay,...,a,) i un subespai
F={(]),...,(vF,...;0") c E=K" (1.5.3)

Per definicio, la varietat lineal I. = p + F' és el conjunt de punts de la forma:

(ar, ... an) A (vl 0R ) X (0F ) 0E) = (@ Ao A L a Ao AR

(1.5.4)
variant \; en K.

Exemple 1.5.8. El subconjunt L. C Ag definit per
L={(z1,...,2,) € A} | Ayz1 + - + Apz, + B=0} (1.5.5)

és una varietat lineal, on A; € K so6n constants no totes nul-les i B € K. En efecte, considerem
el subespai vectorial H C F = K" donat per

H={(z1,...,2,) € K" | Ajzy + -+ + Az, = 0}. (1.5.6)

Aleshores, una soluci6é general de 'equacié que defineix IL s’escriu com la suma d’una solucié
particular i una solucié del sistema homogeni; per tant, I és una varietat lineal de subespai
director H. Aquesta varietat té dimensio m — 1; és un hiperpla. També podem considerar
varietats lineals donades per diverses equacions. El subespai vectorial director ve definit pel
mateix sistema d’equacions un cop eliminats els termes independents.

Exemple 1.5.9. En lespai afi A} considerem L = (1,0,2) + ((1,—1,1)), la qual és paral-lela
aM={(r,y,2) € R® | 2r —y — 3z = 6}. Ara fem el pas reciproc i comprovem que L||M; en
altres paraules, és una varietat lineal:

M = {(z,y,2) | y =22 — 3z — 6} = {(0,—6,0) + x(1,2,0) + 2(0, =3, 1)}

= (0,—6,0) + ((1,2,0), (0, —3,1)). (1.5.7)
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1.5.1 Espais afins

Observacio 1.5.10. Per definicié, per a un vector u € F podem posar b=p+uiu = ]% Per
tant, F' s’identifica amb el conjunt {]% |beL}.

Propietat 1.5.11. Sigut L = p+ F. Es tenen les propietats segiients:

1. SiqgeL=p+ F, aleshores L = q+ F.

2. Bl subespai director és tunic.

3. Si dos punts a,b pertanyen a la varietat lineal 1L, aleshores a? eF.
4. SiguinL=p+F iM=gq+G. LCM <= peq+G i1 F CQG.

Demostracio.
e Hem de demostrar que L. = p + F. Demostrem les dues inclusions.
C Siz € L, qualsevol, aleshores z = p + u,u € F. Notem que si ¢ € L, aleshores
qg=1p+w, osigui@:veF. Aixi, z=q+qgp+u=qg—v+ueq+F.
D Sia€eq+ F,ésadir,a=q+w,w € F, substituint ens queda a =p+v+w € L.
Alternativament, podem proposar una demostraci6 directa usant la tercera propietat: per
hipotesi ]ﬁ € F'ies dona

deat+F <— weF — £+ﬁl:£—%eF e dbeF — d € b+F. (1.5.8)

o Utilitzant [L5.10k
F={ph|beL} =0+ {gh|beL}. (1.5.9)

Com que F és subespai i p§ € F tenim que també F = {q? } bel}.

e Expressem a = p+ u,b = p+ v i tenim que aj = cﬁojt]% =u —v € F donat que tant u
com v hem suposat que pertanyen a F.

e Sip+F C q+G, aleshores p € p+F C q+G. Pel primer apartat podem posar ¢+G = p+G
1 tenim:

F:{ﬁ|b€p+F}c{ﬁ}b€p+G}:G. (1.5.10)
Reciprocament, com p € ¢+ G, aleshores ¢+ G = p+G iarribemap+F C p+G = q+G.
[ |

Corol-lari 1.5.12 (Postulat d’Euclides). Sigui (A, E) un espai afi. Donats p,q € A amb p # q
hi ha una © només una recta que conté p 1 q, que és L = p + (@} En essencia, per dos punts
diferents passa una unica recta.

%
Demostracio. Prenem L = p + <ﬁ>, que és una recta perqué p £ q = pg # 0. Sigui L’ una
recta que passa per p i per ¢; ' = p+ F. Aleshores, per a algun subespai F' d’E' de dimensi6 1

podem dir:
225}:>]ﬁEF:>F—(ﬁ):>IL’—p+<ﬁ>—L. (1.5.11)
[
Corol-lari 1.5.13. Donats p1,...,pr diferents, la varietat lineal
L = py + (p1D5, - - -, D1Dk) (1.5.12)
conté py,...,pp. A més, tenim que dimIL = dim(ﬁ, . JTPIQ <k-1.
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Operacions amb varietats lineals 1.5.18

Proposicio 1.5.14. Sigui (A, E) un espai afi i siguin ay,...,a; € A. Les segiients condicions
son equivalents:

1. Els vectors 61—(1_2), e ,m de E son linealment independents.

2. Fizxat qualsevol v, els vectors {m, h # i} son linealment independents.

3. Per atotpe A:

15al + - -+ Mepap =
Apai + -+ -+ Apay, 0}:)\1:..‘:)\’“:0, (1.5.13)

M4 A =0

Demostracio. La demostracié és analoga a la del corol-lari anterior: p; = p1 + p1piy = p; €
L, V. |

Definicié 1.5.15 (Afinment independents). Quan dimL = k—1, es diu que els punts py, . . ., pk
son afinment independents. Equival a dir que els vectors p1ps, ..., pipi so6n linealment indepen-
dents (no depeén de I'eleccio de py).

Definicié 1.5.16. La varietat lineal

L = pi + (pip3, - - -, P1Dk) (1.5.14)
es diu varietat lineal generada per py,...,pr. Es minimal entre totes les varietats lineals que
contenen py, ..., ps. Es minimal entre totes les varietats lineals que contenen py, ..., k.

Proposicio 1.5.17. Si L conté py, ..., pg, aleshores L C L.

Demostracio. Posem L/ = p; + F.

e L i — P EFYi = F = (i, oipk) C F. (1.5.15)
Aleshores, L = <]_)1—p_2>7 7@) Cp+F=L -

OPERACIONS AMB VARIETATS LINEALS

Siguin IL, Ml dues varietats lineals. Considerem la interseccié com a conjunts de I i M el conjunt
de punts que pertanyen a les dues varietats. En la proposicio segiient provem que la interseccio,
si no és buida, és una varietat lineal i que el seu subespai director és la interseccié dels subespais
directors.

Proposici6 1.5.18. Si (p+ F)N(¢+ G) # 0, aleshores (p+ F)N(¢+ G) =c+ (FNG) on
ce L,M.

Demostracio. Sigui ¢ € (p+ F) N (g + G). Podem suposar p = ¢ = ¢. Aixi, c+ (FNG) C
(c+ F)N (c+ G). Per laltra inclusio, si x € (¢ + F) N (c+ G), tindrem que x = ¢+ u,u € F' i
2 =c+v,v € G. Aleshores, per definicio, u = et =v € FNG. [ |

Demostracio alternativa. Observem primer que Ly = g+ F; i Ly = q + F5.
C Sipe L;nNl,y, aleshores p = ¢+ u,u; € F1ip = q+ us,up € Fy. Aixi, u; = ug, d’on
uy € Fy N Fy i, per tant, p € ¢+ (F1 N Fy).
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1.5.2 Espais afins

D Directament, ¢+ (F1NFy) Cqg+ Fi =Liig+ (FiNF) Cqg+ F, = Ly. Aleshores,
q+(FlﬂF2) g LlﬂLQ.

Demostrant les dues inclusions hem demostrat la igualtat, i ja hem acabat. [ |

Proposicio 1.5.19. Siguin L. = p+ F,M = q + G varietats lineals. Aleshores,
LNAM#Q < pjeF+G. (1.5.16)

Demostracio.
— LiNLy#0 = JgelL,NL,. Aleshores,p—lﬁg :m%—(ﬁ@% € F+ I
— ]Tp% € F; + F, vol dir que szQ) = Uy + ug,uy € Fi,us € Fy. Aleshores, p; + u; =
pg—i—szi—{—ul = Po—Uy—Us+U; = Pa—1Uy € Ly. Per tant, py+u; € LiNLy = LNy # (.
[ |

Definicié 1.5.20 (Suma de varietats lineals). Siguin L = p+ F,M = ¢ + G dues varietats
lineals. Anomenem suma de IL i M i ho escriurem com L + M a la varietat lineal minimal que
conté IL i M.

Observacio 1.5.21. Recordem les propietats dels espais vectorials, en particular les inclusions,
i tenim que so6n totalment analogues amb les varietats lineals: . C M, aleshores LN M = L i
L+M =M.

La suma de varietats lineals introdueix una notacié que pot portar a confusio: si po, ..., pk
son punts, podem veure cadascun d’ells com una varietat lineal de dimensi6 0 i, per tant, podem
usar la notacid pg + - -+ + pr que simbolitza la varietat lineal més petita que conté els punts.
Recordem que la suma de punts no té sentit a no ser que la suma dels coeficients sigui igual a
1, com en[I.4.2] En ocasions, per tal d’evitar confusions amb la suma dels punts en 1’espai afi.

Proposicio 1.5.22. Es té la formula segiient per la suma de dues varietats lineals . = p + F
i M=q+G:
L+M=p+ (pf)+F+G. (1.5.17)

Demostracio.
1. P1 —|— ((]Tp@ —|—F1 +F2) conté Ll,LQ. A més, Ll = P1 —|—F1 1 LQ :p2+F2 1p2 = D1 +ZTPZ>
2. Si I/ conté IL; i Ly, posem I/ = p; + G per a algun G. Ja hem demostrat que F; C G, ja
que L; C Gi Fy, C G. També, pips € G i, per tant, p1+(<M) +F+F)Cp+G=L"
[ |

Exemple 1.5.23. L; = (2,-2,0)+((1,3,-1)) = p1+F1iLy = (0,4, —2)+((2,2,—1)) = po+F>.
Ens queda que ]Ll + IL12 = (27 _27 0) + <<_27 67 _2)7 (17 3: _1>? (27 27 _1)> 1 d1m<L1 +]L2) =2 =
s e R+ Fy, = LyNLy # 0.

Observacio 1.5.24. Pot passar que dues varietats lineals no es tallin i tampoc siguin paral-leles.
En cas que ho fossin, o no es tallen o bé estan una dintre de ’altra.

Proposicio 1.5.25. Sigui A un espai afi 1+ E el seu espai director. Siguin Ly = a + F 1
Ly = b+ G dues varietats lineals d’A. Tenim:

. E=F+G = A=1L;+ L,
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Operacions amb varietats lineals 1.5.28

CA=L+Ly» E=F+G,

. FNG={0}=+ L, NnLy ={p},
CLinLy={p} = FNG={0},
. E=FoG = LinL, = {p}.

Teorema 1.5.26 (Formules de Grassmann). Siguin L = p+ F i M = ¢+ G dues varietats
lineals. Volem fer dim(L + M) = dim((pip3) + F + G). Es tenen les formules segiients:

1. dim(L + M) = dim L + dim M — dim(L. N M), si LN M # 0;

2. dim(L+M) =dimL +dimM+ 1 —dim(FNG), ssLNM = 0.

Demostracio. Aplicant la formula de Grassmann per a subespais vectorials i [1.5.22}
1 dim(L + M) = dim((p§) + F + G) = dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G) =
dimLL 4+ dim M — dim(L N M), ja que p4 € F + G pel fet de suposar que L N M # 0.
2. dim(L+M) = dim((p§) + F + G) = dim(F + G) +1 = dim F + dim G — dim(FNG) +1 =
dimL 4+ dimM+ 1 — dim(F N G), ja que P ¢ F + G pel fet de suposar que LN M = ().
[

Observaci6 1.5.27. Cal notar que el terme dim(F'NG) no equival a la dimensié de la interseccio
de les varietats lineals en el cas que LN M = ) () no és una varietat lineal). Les formules de
Grassmann permeten discutir la posicié relativa de dues varietats lineals.

Corol-lari 1.5.28.

1. Sip,q son dos punts diferents, aleshores la varietat suma té dimensio 1. En altres paraules,
per dos punts passa una unica recta.

2. 8t p,q,r son tres punts diferents, considerem la recta | que passa per p i q. Sir € I,
diem que els tres punts estan alineats. En cas contrari, la varietat suma dels tres punts té
dimensid 2, €s un pla. En aquest cas, els tres punts determinen un triangle. Si afegim un
quart punt fora del pla, diem que els quatre punts formen un tetraedre.

3. Considerem dues rectes r =p+ (u) i s = q+ (v) en un espai afi de dimensid 2. Suposem
que les rectes son diferents. Si no es tallen, per la formula de Grassmann:

dim(r 4+ s) = dimr 4+ dim s — dim(u) N (v) + 1 = 3 — dim(u) N (v). (1.5.18)

Ates que Uespai afi té dimensid 2, dim(r + s) < 2 4, per tant, dim(u) N (v) > 1, és a
dir, (u) = (v) i les rectes son paral-leles pero diferents. Sir i s es tallen i son diferents,
aleshores

DSrnscr (1.5.19)

1, per tant, r N's és una varietat lineal de dimensio 0, és a dir, un punt. En aquest cas,
per la formula de Grassmann r + s és tot el pla. La conclusio és que dues rectes diferents
del pla o son paral-leles o es tallen en un punt.

4. Amb la mateiza notacio, suposem ara que r,s son rectes en un espai afi de dimension > 3.
Si es tallen, pel mateix argument que abans, ho fan en un punt i r+s €és un pla. Diem que
son coplanaries secants. Si son disjuntes, per la formula de Grassmann, trobem dos casos:

o si son paral-leles, o sigui (u) = (v), aleshores dim(r + s) = 2. En aquest cas, son
coplanaries paral-leles: no es creuen;
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1.5.3 Espais afins

o no son paral-leles i, en conseqiiéncia, la dimensic de (u) N (v) és zero. Per la formula
dim(r + s) = 3, diem que les rectes es creuen.

5. Suposem que L és una varietat lineal de dimensio k i que p és un punt que no pertany a
L. Aleshores, la formula de Grassmann ens diu que la dimensid de L +p és k + 1.
0. Considerem un hiperpla H i una varietat lineal L de dimensid k en un espai afi (A, FE).
Suposem que 1L g_ H, aleshores existeixz un punt p € I que no esta en H. Per [’ezemple
anterior A = H + p i, per tant, L +H = A. Aplicant la formula de Grassmann trobem:
o si LNH # 0, aleshores dim(L + H) = n = k+n — 1 — dim(L N H). Per tant,
dim(LNH) =k —1;
o siLNH =0, aleshores dm(L+H) =n=k+n—1—dim(FNG)+1, on F és el
subespai director de L i G el dH. Per tant, dim(FNG) =k =dimF, FF C G i les
varietats son paral-leles.

7. Particularitzem la situacio anterior al cas d’una recta r i un pla ™ en un espai afi de
dimensid 3. Obtenim que es poden donar tres situacions: o bé r C m o bé r i m es tallen
en un punt, o bé r i w son paral-leles.

Siguin po, . . ., p, € A punts diferents. dim({po}+---+{pr}) < k: cada punt afegit augmenta
la dimensi6 en una unitat, com a molt. Arrel d’aixo, definim:

Definicié 1.5.29 (Punts linealment independents). Diem que k£ + 1 punts diferents sén lineal-
ment independents si dim({po} + -+ + {px}) = k.

Observacio 1.5.30. Utilitzant [1.5.22] de manera iterativa tenim que:

— =
{po} + -+ {px} = pi + (piD0, - - ., PiDk)- (1.5.20)
Per tant, els punts son linealment independents si, i només si, dim((ngg, o ,m>) = k per

a qualsevol 7. Equivalentment, els punts sén linealment independents si, i només si, els k
vectors M, ceey pzﬂ son linealment independents per a qualsevol i. En particular, qualsevol
subcol-leccié d’una col-leccié de punts linealment independents esta formada per punts linealment
independents.

EQUACIONS DE LES VARIETATS LINEALS

Fixar un sistema de referéncia permet crear un nexe entre la geometria i I’algebra; les varietats
lineals tenen equacions associades que permeten comprovar quan un punt pertany a una varietat
lineal fent calculs amb les seves coordenades. Hi ha dues formes naturals de donar les equacions
d’una varietat lineal: les paramétriques i les implicites.

1.5.3.1 Paramétriques

Suposem que s’ha fixat un espai afi (A, E) sobre un cos K amb dimensié n i un sistema de

referéncia {p;ey,...,e,} i considerem la varietat lineal I de dimensi6 k segiient:
L= (a,...,a,) + {(al,...;ab), ... (aF, ... af). (1.5.21)
Aleshores, els punts de LL son, per definicio, els que s’escriuen sumant a (aq, . . ., a,) combinacions
lineals de la base del subespai, o sigui que (z1, ..., x,) pertany a L si es té la igualtat
(21, 2n) = (@1 + a7 + -+ M, an + Aol + -+ Ak (1.5.22)
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Equacions de les varietats lineals 1.5.33

per a certs escalars \; € K. Les equacions paramétriques seran, doncs:

T =G1+)\1a%+"~+>\kalf,
: (1.5.23)
xn:an+)\1a}l+---+)\kaﬁ.

On, recordem, oy, ..., q; és una base del subespai i \q, ..., \; prenen tots els valors al cos K.

Exemple 1.5.31. Una recta d’un pla afi que passa per un punt p de coordenades (aj,az) en
una referéncia fixada i vector director (uy, us) té equacions paramétriques

T =a;+ A\uy, Yy = as + Aus. (1.5.24)

1.5.3.2 Equacions implicites

Procés 1.5.32. Recordem primer com es troben les equacions d’un subespai vectorial F: fi-

zem una base ey, ..., e, i suposem que (ai,... al),... (a¥ ... aF) son les coordenades en la
base fixrada d’una base d’F. Imposem que un vector variable (xy,...,x,) pertanyi al subespai
demamant que
ol - ok
rang | ¢ ¢ ¢ | =k (1.5.25)
T @l .. ok

Caldra anul-lar els menors d’ordre k+1 i aizi obtindrem un sistema d’equacions homogénies. En
el cas de Uespai afi amb una referéncia fizada {p;e;} tenim que un punt x pertany a L = a + F
st, © només si, €s de la forma x = a + u,u € F. Per tant, at = u € F. Utilitzant la notacié
d’abans per a una base d’F, tindrem que:

T —a; al - of
rang : o | =k (1.5.26)
T, —a, al --- aof

Aizi, obtindrem les equacions dL.: n — k equacions on k = dimIL i n = dim E.

Proposicio 1.5.33. Si F' és un subespai vectorial de R" ¢ dim F' = d, existeir un sistema S de
n — d equacions lineals homogeénies independents tal que el conjunt de solucions de S és F.

Demostracio. Si F' = R™, ja hem acabat: el sistema d’equacions buit és sistema d’equacions de
F. Suposem que F' # R". Com que el conjunt de solucions d’un sistema d’equacions lineals
homogeni de n incognites és un subespai vectorial de R™ de dimensié n —r, on r és el rang de la
matriu del sistema, aleshores si S és un sistema d’equacions lineals homogénies en n incognites
tenim que el conjunt de solucions de S és subespai vectorial de R™. Per tant, si vy,...,v4 és
una base de F' i vy,...,vg s6n solucions de S, qualsevol vector de F' és també solucié de S.
Busquem equacions de les quals vy, ..., v4 siguin solucions. Si tenim v; = (b}, b?, ce b}l), una
equacio lineal a1z + asx? + ... + a,2™ té vy, ..., v4 com a solucions si es compleix

aibj +azbi + ... +a,b] =0, 1< j <d. (1.5.27)
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Els coeficients de les equacions que busquem soén, doncs, solucions d’aquest sistema amb incogni-

tes (a1, ag, ..., a,). Com els vectors v; son linealment independents perqué son base, el sistema
(1.5.27)) té rang d i, per tant, té n — d solucions independents. Si aquestes son
(al,a3,...,ak), (a2 a3,...,a%),..., (a7 % ay™ %, ... 4" %), (1.5.28)
el sistema
ajyr +agye + ..t agy, = 0
2 2 2
ajy1 +asys + ... +ay =0
! 2 non _ (1.5.29)

A"yt ay e+ Ay, = 0
és de n — d solucions independents i té com a soluci6 els vectors de F. Queda veure que tota
soluci6 d’aquest sistema és de F. Sabem que les seves solucions formen un subespai G de R™ de
dimensié n — (n — d) = d. Com tenim F' C G i dim F' = dim G, obtenim la igualtat. Per tant,
és un sistema d’equacions de F. [ |

Observacio 1.5.34. Notem que cadascuna d’aquestes equacions provindra d’imposar ’anul-lacié
d’un menor d’ordre k + 1 de la matriu anterior. O sigui:

1 k . 1 ... k ) 1 ... k
Ty — Q4 az’l e ail Ly ail az& @iy ai1 ail
0= : : : = : : S el : : :
. 1 - k . 1 - k . 1 - k
$7fk+1 alkJrl aik+1 aik+1 xzk+1 aik+1 aik+1 a’lk+1 aik+1 Oéik_,_l
(1.5.30)

En la descomposici6é anterior, el primer terme dona una equacié homogénia mentre que el segon
és constant. Aixo ens diu que si eliminem els termes independents de les equacions de la varietat
lineal, ens queden les equacions del subespai director F'.

Definicié 1.5.35 (Menors orlants). Els menors d’A d’ordre r + 1 obtinguts afegint a M una
fila i una columna d’A, és a dir, de la forma

i1 11 11 il
jl a/]2 RPN j?” .
10 i 10 12
T M aj
S s, (1.5.31)
T iy T ir
ajl ajg . a]‘-r aj'
1 1 1 1
J1 jo o A

es diuen menors orlants d’M .

Exemple 1.5.36. Considerem A}, L = (1,0,1,—1) + ((3,-5,0,1)) i la referéncia canonica

p=1(0,0,0,0) i la base ey,..., e, usual. Les equacions parameétriques son:
r=1+43\,
Yy = _5>\7
b1, AeR. (1.5.32)
t=—-1+A\

Les implicites es determinen orlant una de les files: imposem que els tres determinants que
podem construir amb la primera fila siguin igual a 0.

vl _35 hr 43y —5=0

rg| Y —dimL=1 < 2-1=0 (1.5.33)
=10 x—3t—4=0
t+1 1 N
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Definici6 i nocions 1.6.4

Fixem-nos que una recta a R* ve donada per tres equacions. Hem escrit L com la intersecci6 de
3 hiperplans de R*.

1.6
RAO SIMPLE

DEFINICIO I NOCIONS

Siguin a, b, ¢ tres punts diferegts en un espai aff sobre K. Suposem que estan alineats. Recordem
que aixo implica que at = Abe, A € K.

Definicié 1.6.1 (Rao6 simple). Aquest nombre A € K es diu raé simple dels punts a, b, c i es
denota per A = (a,b,c) i depén de 'ordre dels elements.

Notacio 1.6.2. Delimitem els convenis de notacié segiients:
(a,b,c) =1 <= a=0b#c,
(a,b,c) =0 <= a=c#Yb, (1.6.1)
(a,b,c) =00 <= b=c#a.

Proposicié 1.6.3. Si (a,b,c) = A, aleshores:

(a,c,b) =1— A,
1
(b,a,c) = N
(b,c,a) = % (1.6.2)
1
(c,a,b) = ?,
(c;b,a) = o1

on les tultimes tres es dedueizen de les dues primeres.

Demostracio.

—
e Volem trobar el valor d’(a,c,b). Posem ab = at + b = Abe + & = (1— /\)z =
(a,e,b) =1— A\ .
e Ara, volem veure (b,a,c). bc = %@ — (b,a,c) = %
A-1

o Per altim, (b,c,a). Ens queda 1 — (b,a,c) =1— + = 2.

Observacio 1.6.4. Aquesta definicié que hem donat de raé simple és compatible amb la raé
doble que veurem més endavant, a Geometria Projectiva, perd no és tnica. Es freqiient trobar
la definici6 (a,b,c) = X si at = /\% que és diferent de la que acabem de donar.
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1.7.1 Espais afins

CALCUL AMB COORDENADES

Escollim un sistema de referéncia {p;ey,...,e,} i siguin a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,),c =
(c1,...,cpn) diferents i alineats. Fixem també at = \bc. Substituim les coordenades i operem:
(1 —ay,...,cn—ay) =ANcy — by, ycn — b)) = ¢ —a :)\(ci—b-)Vz'
1.6.3
A= b | ¢ # b (1.6:3)

Exemple 1.6.5. Posant a = (0 2,-1), b= (O 4,—-5)ic= (0 - —1,5) a A}, aplicant la formula
anterior ens queda (a,b,¢) = 2. Deduim que at = (0,—3,6) i be = (0, —5, 10).
1.7
TEOREMES HISTORICS DE LA GEOMETRIA

TEOREMA DE TALES

Teorema 1.7.1 (Teorema de Tales). Sigui ABC' un triangle (recordem, tres punts afinment
independents) en un pla afi i sigui r una recta que talla les rectes AB i AC' en punts respectius
D # E (en altres paraules, A # r). Llavors,

r | BC <= (A,D,B)=(AE,C). (1.7.1)

Demostracio. Ho demostrarem, obviament, utilitzant un sistema de referéncia: escollim { A; E , /@ }
com a referéncia. Aleshores, fixem A = (0,0), B = (1,0),C = (0,1), D = (d,0), E = (0,¢). Bus-
quem el vector DFE ja que és el que ens donara la condicié de paral-lelisme. Posem:

% de)}:r||ﬁ<:><ﬁ>:<ﬁ><:>d:e. (1.7.2)

Calculem les raons simples de les diferents combinacions que ens interessen:
A D,B)= ——
( Y Y ) 1 _ d’
1
(A, E,C) = 1 . (1.7.3)

(A,D,B)=(A,E,C) <= d=e.
i ja hem acabat. u

Observacio 1.7.2. El teorema val igual si r és exterior a ABC'. Hi ha un petit cas que ens
estem deixant: podria passar que la recta r passi per B. En tal cas, D = Bi (A, B,D) = o
Fixem-nos, pero, que (A, E,C) =o0;r || BC <— C=FE < (A E,C) =

Teorema 1.7.3 (Teorema de Tales, alternativa). Siguin r, s rectes que es tallen en un punt O.
Suposem que tres rectes paral-leles 1,0y, l3 tallen r en Py, Py, Py i tallen s en Q1,Q2, Q3 (tots
diferents d’O). Llavors:

(P, P2, Ps) = (Q1, Q2, Qs). (1.7.4)
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Menelau i Ceva 1.7.6

Demostracio. Escollim {O; OP;,0Q1} com a referéncia. Aleshores:

0 = (0,0) N

P =(1,0) @ 0,1 Pl_Ql) =(-1,1)

Py =(a,0) Q= (0,c _P2—2>: —a,c)

P = (b7 0) Q3 = (Oad) P3Q3 = (_b7 C) (1'7'5)
(P17P27P3>_Z:—ia (Qla@%@?y)z;l:i'

Z ;} = (P, P2, P3) = (Q1,Q2,Q3).

Observacio 1.7.4. Els dos teoremes de Tales que hem donat sén equivalents, ja que el segon
correspondria al cas que ¢; passés per O. En aquest ultim, pero, cal notar que el reciproc és
fals: (Pl,PQ,Pg) = (Ql,QQ,Qg) ?5 61 H 62 || 63. Fixem-nos:

1_(OaP1aP2)

(O, P, P3) — (O, Py, Py)’ (1.7.6)

(P17P27P3) =

Corollari 1.7.5. 01 || by || {3 = (P1, Py, P3) = (Q1, @2, Q3).

Figura 1.2: Representacio grafica del teorema de Tales

MENELAU 1 CEVA
Teorema 1.7.6 (Teorema de Menelau). Sigui ABC' un triangle. Suposem que D € BC | E €

AC i F € AB. Llavors, D, E, F estan alineats si, i només si (B,C,D)(C, A, E)(A, B, F) = 1.
Alternativament,

D, E F alineats <= BF -AE-CD = AF -CE - BD. (1.7.7)
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Figura 1.3: Representacio grafica del teorema de Menelau

Demostracio. Escollim {A; f@,@} com a referéncia, donat que 1@ i zﬁ no estan alineats.
Aleshores, suposant implicitament que d, e, f # 0,1 (portaria a casos trivials del teorema):

A=(0,0), D=(d,1-4d),
B=(10), F=(00)
C=(01), F=(f0), (1.7.8)
r=EF r:ex+ fy=fe,
s = BC s:x+y=1

tenint en compte que D = (d,1 —d) jaque BC : x+y = 1. D, E, F estan alineats si, i només si,

_| d fl_ _
0_‘1—d—e _e——de—f+df—|—ef<:>de+f—df+ef. (1.7.9)

Hem de demostrar que D' = D <= (B,C,D)(C, A, E)(A,B,F) = 1. Calculem les raons
simples:

d—1 d-1
N
((J,A,E):egl, (1.7.10)
_
(A.B.F)= 22

Afillant d ens queda el segiient:

d—1le—1 1—
¢ fo o e def —df—ef ot fmdef—de e d=1U"9) L p_pr
d e f—1 f—e
(1.7.11)
També podem dir que, si ens hi fixem, es compleix de + f = df + ef: la mateixa condicié per
tal que D, E, F estiguin alineats. ]

Observacio 1.7.7. En notaci6 classica i en la nostra es veu clarament 1’equivaléncia:

BDCFE AF

Teorema 1.7.8 (Ceva). Donat un triangle de vértex Ay, As, A3 del pla afi anomenem a; al
costat oposat d’A;. Sigui O un punt que no pertany a cap dels costats i tal que, per a tot i, la
recta que passa per O i A; talla a; en un punt B;. Aleshores,
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Menelau i Ceva 1.7.9

Equivalentment, sigui Ay AsAs un triangle. Siguin r, s,t rectes que passen per Ai, Ao, Ag respec-
tivament 1 tallen els costats en punts By € AyAsz, By € A1As i@ By € A1Ay. Llavors, r,s,t son
concurrents si i només si (As, As, B1)(A1, As, B2)(Ag, By, B3) = —1.

Figura 1.4: Representacio grafica del teorema de Ceva

Demostracio. Escollim {A;zﬁ, @} i definim A = (0,0), B = (1,0),C = (0,1). Suposem que
r,s,1 son concurrents en un punt P que denotarem per P = (a,b). Aleshores, r : bx — ay = 0,
s:br+(1—a)y=>bit:(1—0b)xz+ ay = a. En teoria,

D:TDBC:( a b ),

E=snAC = (0, 1_@) , (1.7.14)
a
F=tNnAB=
= (120,
I ara pel que fa a les raons simples:
(B707D)_ ma_ __97
T ath ) “ (1.7.15)
AEF))=— (AABF)= ——.
(07 7 ) b ’( ) 7 ) a+b—1
Comprovem:
— —1
—bath ¢ 1 (1.7.16)

a b a+b—1

Ens fa falta demostrar el reciproc, solament hem demostrat la primera implicaci6 (cap a la
dreta). Per demostrar-lo, suposem (B,C, D)(C, A, E)(A,B,F) = —11que s it es tallen en un
punt. Sigui P = s Nt tal punt. Sigui 7’ la recta que passa per A i P. Siguin D' = ' N BC.
Com que 17, s,t soén concurrents, per 'apartat anterior, (B,C, D')(C, A, E)(A,B,F) = -1 —
(B,C,D)=(B,C,D') = D=D" — r=1" = r,s,t concurrents.

Sir, s es tallen o bé r,t es tallen, fem el mateix raonament canviant r per ¢t o per s, respec-
tivament. Si cap parell de les rectes 7, s, t es tallen és que sén paral-leles. ]

Observacio 1.7.9. Hi ha un cas particular on By = Mg, 4,, B3 = My, 4,5, B1 = Ma,s,. En
aquest, les tres mitjanes son concurrents en el baricentre, de tal manera que (As, Ay, By) =

_]" (A17A3)BQ) =-11 (AQ,Bth) = —1.
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1.8 Espais afins

Definicié 1.7.10 (Rectes cevianes). Les rectes que passen per un vértex en un triangle es diuen
cevianes.

Observacio 1.7.11. Les mitjanes del triangle son cevianes i, en el cas de m, (As, Az, By) =
1, (As, Ay, Bs) = —1, (A1, Ag, B3) = —1 i, per tant, es compleix la relacio

(A27A37B1)<A37A17B2)<A17A27B3) == _17 (1717)
com correspon al fet que les tres mitjanes de qualsevol triangle sén concurrents en el baricentre.

Observacio 1.7.12. Es interessant notar que aquests dos teoremes venen donats I'un de altre,
si intercanviem punts per rectes i rectes per punts. Mirant els dibuixos:
1. Els punts D, E, F' pertanyen als costats del triangle. Donem una condicié necessaria i
suficient per tal que D, E, F' pertanyin a una mateixa recta.
2. Les rectes r, s, t passen pels vértexs del triangle. Donem una condici6é necessaria i suficient
per tal que r, s,t passin per un mateix punt.

Observacio 1.7.13. El teorema de Menelau ens diu que una recta real no pot tallar simulta-
niament els tres costats d’un triangle.

1.8
ORIENTACIO D’UN ESPAI AFI

En aquesta secci6 suposarem un espai afi (A, E,¢), amb E un espai vectorial de dimensi6 n
sobre R.

Definici6 1.8.1 (Orientacio). Una orientacio en E és una relacio definida en B {e;} ~ {v;} si
es compleix que

det(vy, ..., v,) > 0. (1.8.1)

Proposicio 1.8.2. Una orientacio en E és una classe d’equivaléncia en ‘5.

Demostracio. Les propietats dels determinants ens impliquen que aquesta relacié és d’equiva-
léncia:
1. det,,(e;) = 11, per tant, és reflexiva.
2. dete, (v;) = m, de tal manera que {e;} ~ {v;} implica que {v;} ~ {e;}.
3. dete, (w;) = dete, (v;) dety, (w;) ens dona que {e;} ~ {v;} i {v;} ~ {w;} impliquen {e;} ~
{wi}.

Fixada una base e;, considerem |’aplicacio
DB :R— {0}, D(v;) =det(v,...,vn). (1.8.2)
Notem que B_ = D7 !(—00,0) i B, = D(0,00) som les dues classes d’equivaléncia de la

relacio: en efecte, totes les bases de B estan relacionades amb e; i, per tant, entre si. D’altra

banda, si v;, v; € B_ aleshores:
det(v),...,v,) = det(er, ..., e,) - det(vy,...,v,) > 0. (1.8.3)

’r n
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Semiespais 1.8.5

Definici6 1.8.3 (Espai vectorial euclidia orientat). Un espai vectorial euclidia orientat és un
parell (E, [e1,...,e,]) on E és un espai vectorial sobre Riey, ..., e, ésunabase de E. [eq, ..., e,]
denota la classe d’equivaléncia d’E.
1. Direm que una base és directa o representa la orientacié positiva si la seva classe és la
orientaci6 fixada.
2. En cas contrari, direm que és una base indirecta o representa la orientacié negativa.

Definicié 1.8.4. Direm que dues bases {ey,...,e,} 1 {u,...,u,} son de la mateixa orientacid
si dete,)(u1, ..., u,) > 0. En cas contrari, direm que s6n d’orientacions oposades.

Tenir la mateixa orientacié és una relacié d’equivaléncia en el conjunt de bases d’F, i dona
lloc a dues classes d’equivaléncia que denominarem orientacions d’E. Orientar I'espai vectorial
E és escollir una d’aquestes dues orientacions: l'orientacié escollida es diu positiva i l'altra,
negativa.

Un automorfisme f : E — E conserva l'orientacio si les bases ej,...,e, 1 f(e1),..., f(en)
son de la mateixa orientacio; és a dir, si

((ie)t(f(el),...,f(en)) =det f > 0. (1.8.4)
La definicié anterior és, doncs, independent de la base eq, ..., e,. Sies dona que det f < 0 direm
que f inverteix la orientacio.
Orientar l'espai afi (A, E, ¢) és escollir una orientacié de ’espai vectorial orientat £. Orientar
una varietat lineal a + F' és escollir una orientacié d’F.

Proposicio 1.8.5. Un endomorfisme f és ortogonal si, © només si, per a tota base ortonormal
e1,...,e, tenim que v; := f(e;) és també una base ortonormal. A més, la base v; té la mateiza
orientacio que la base e; si, i només si, f € SO(n).

Demostracio. Suposem que f és ortogonal i que la base e; és ortonormal. Aleshores,

v -v; = fe) - fle;) =e; - ey (1.8.5)

En direcci6 contraria, sigui e; una base ortonormal. La matriu de canvi de base P de la base
v; en funcié de e; és, per construccid, la matriu de f. Com la matriu de Gram Gg(p) = 1 i
P és una matriu ortogonal, trobem que f és ortogonal. La afirmacié sobre la preservacio de la
orientacio és conseqiiéncia de la relacio:

det f = deet(f(el), o flen)) = deet(vl, ce s Up)- (1.8.6)
[ |
1.9
SEMIESPAIS

En un espai aff real (A, E') de dimensié N cada hiperpla divideix la resta de punts d’A en dues
zones de la segiient manera: considerem a A — H la relaci6

p~q < el segment p§ no talla H. (1.9.1)
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1.9 Espais afins

Les propietats simétrica (p ~ p, Vp € A — H) i simétrica (p ~ ¢ = ¢ ~ p) d’aquesta relacio
son obvies. Abans de demostrar la propietat transitiva ens cal caracteritzar la relacido p ~ g
d’una altra forma. Sigui a1y, + - -+ + a,x, + b = 0 'equacié de I’hiperpla en un cert sistema de

referéncia cartesia. Per a tot punt y € A — H de coordenades (y',...,y") designarem per a, el
nombre real
ay = a1y1 + -+ + apx, + b # 0. (1.9.2)
Si el segment
pg={rcA s =1t +t¢,i=1,...,n,0<t <1} (1.9.3)

talla H, existeix un valor de ¢, 0 <t < 1 tal que
ar((1 = t)p1 +tq) + - +an((1 = t)p" +1q") + b= 0. (1.9.4)

Podem escriure aquesta expressio de la segiient manera:

(1—1t)a,+ta, =0, (1.9.5)
d'on 0 <t = apa_paq < 11 aix0 és cert si, i només si, a,a, < 0. En altres paraules,
pr~q = a,-a, > 0. (1.9.6)

D’aqui resulta immediatament que aquesta relacié és d’equivaléncia i que divideix A — H en dos
subconjunts que anomenarem semiespais d’A. La nocié de semiespai esta relacionada amb el
concepte d’orientacié que hem definit a la seccié anterior: en efecte, sigui vy, ..., v,_1 una base
en la direcci6 d’H i sigui ¢ € H. Posem

X1 —¢C Vi1 -+ U
a, = : Do | =det(c, vy, ..., Un). (1.9.7)

Ty —Cp Up1 - UL
Aixi, a, = 0 és una equacio d’H i,sipe A — H,

a, = det(cp, v1, ..., vy_1) # 0. (1.9.8)
Dos punts p, ¢ son, per tant, del mateix semiespai si, i només si, les bases

{&h, v, vp1 1 {cq, v1, .. vnr ) (1.9.9)

son de la mateixa orientacio.
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Aplicacions afins © afinitats

2.1
DEFINICIO D’APLICACIO AFI I EXEMPLES

Definicié 2.1.1 (Aplicacio afi). Donats dos espais afins (A, E}), (Ag, Fy) una aplicacio afi és

un parell d’aplicacions:
fIAl —>A2, fNIEl — Fy (211)

tals que:
1. f és lineal,
2. ¥pe A YU € By, tenim f(q) = f(p+ W) = f(p) + f().
Equivalentment, si en la segona propietat posem ¢ = p + u, tenim que f(p)f (q) = f (;@)

Observacio 2.1.2.
1. Sovint es diu només que f : A; — A, és una aplicacié aff i que f és aplicacio lineal
associada. En altres paraules, f esta determinada per f: si f és una aplicaci6 afi, llavors
f és Unica.
2. Si f(ﬁ) = f(p)f(q;,Vp, q aleshores Vp € Ay,Vv € F; tenim que

\

f)=fpp+v))=f@)flp+v) = flp+v)=Ffp)+ fv). (2.1.2)

Figura 2.1: L’acci6 d’f com aplicaci6 afi i 'equivaléncia de definicions.

Definicié 2.1.3 (Afinitat). Diem que una aplicaci6 afi és una afinitat si és bijectiva. En altres
paraules, una afinitat és una aplicacié afi bijectiva d'un espai afi en ell mateix.
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2.1.1 Aplicacions afins i afinitats

Exemple 2.1.4. Suposem que (A, Ey) = (Ag, Es) = (A, E). En aquest cas, direm que p és un
punt fix per una aplicaci6 afi si f(p) = p.

1. Si f(p) = p per a tot p, aleshores f(p)f(q; — pg. Aixi, la identitat és una afinitat amb

f=1ITen E.
2. Fixem un vector no nul u € F i definim f(p) = p+wu la translacié de vector u. Comprovem

que és una afinitat: donats dos punts p, ¢ € A, observem que pf (p) = qf(p) = u, aleshores

FOF@) = FO)p+ 7 + af (@) = Bl (2.1.3)

Per tant, f és una afinitat amb f = I en E. Notem que en aquests dos primers exemples
I'endomorfisme és la identitat. Destaquem aquest cas en [2.1.6]

EXEMPLES D’AFINITATS

Proposicié 2.1.5. Sigui f : A — A una aplicacio afi d’endomorfisme associat f : E — E.
Aleshores:

1. f és la identitat o una translacid si, i només si, f =1 (que és una aplicacio afi).

2. f és una homoteécia si, i només si, f és una homotécia de rad #0,1.

3. f és una simetria si, i només si, f2 =114 f # 1.

J. f és una projeccid si, i només si, f2=f i f #1.

2.1.1.1 Translacions

Corol-lari 2.1.6. Tota translacié és una aplicacio afi i una afinitat.
Demostracio. Recordant [1.2.1} tenim que Vp € A, Vv € E ens queda que
Tu(p+v)=p+v+u=p+u+v=mr(p) +v. (2.1.4)

Aixo diu que 7, és aff amb la aplicaci6 lineal associada 7, (v)Vv; és a dir, 7,(v) = L. [

2.1.1.2 Homotécies

Definicié 2.1.7 (Homoteécia). Sigui (A, E) un espai afi. Siguin ¢ € A ir € K amb r # 0.
L’homotécia de centre ¢ i rad r es defineix com:

herp: A — A
> hep(z) = c+ret. (2.1.5)

h(p)

P

q

h e

h(q)

Figura 2.2: Homotecia
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Exemples d’afinitats 2.1.11

Proposicio 2.1.8. Una homotécia és una afinitat i bijectiva.
Demostracio. Vegem com és bijectiva h,,. Tenim:
1
he i (her()) = hei(c+rep) = c+ —rep =p,Vp. (2.1.6)
‘r r r

Ens queda que la composici6 entre h, 1 1 he, és la identitat i, com que r és arbitrari, ja ha quedat
demostrat. Ara comprovem que és una afinitat: en efecte, donats dos punts p,q € A tenim

> —
L()h(g) = h(p)O + Oh(g) = rpO + rOG = . (2.1.7)
Per tant, h és una afinitat amb endomorfisme associat h = rId. [ |

Observaci6é 2.1.9. Suposem K = R:

1. Sir > 1, llavors h., fa créixer les figures.

Si 0 <r <1, llavors h., contrau les figures.

Sir < 0, llavors h., inverteix les figures.

Sir =1, ens queda que h.y =1I: h.1(x) =c+ ot V.

Sir = —1, llavors h._; es diu que és una simetria central.

s W

Si escollim un sistema de referéncia i denotem per C' les coordenades del centre ¢ en notacio
vectorial, tenim que
X'=CH+r(X-C)=rX+(1-r)C,
x] r -+ 0 T (1—-7)
=1|: . 3 B s :
x 0 - 1) \z, (I —=7)ey,

(2.1.8)

Fixem-nos en 'analogia amb [2.3.3] En particular, si escollim el centre ¢ com a origen del sistema
de referéncia tindrem que ¢; =0, ..., ¢, = 0 i aleshores les equacions de la homotecia h., seran
T =TT, .., T, =

rn

rI,.

Exemple 2.1.10. Les equacions en la referéncia canonica d’R?* de ’homoteécia de centre (1,1, 2)
irad 3 som

" =3xr — 2
y =3y —2 (2.1.9)
¢ =3z—-4
1 —2
jaque (1—-r)C=-2[1]=[-2
—4

2.1.1.3 Simetria

Sigui . = a + F' C A una varietat lineal. Suposem que G és un subespai suplementari de F' en
E, dimF < n, tal que E = F & G. Un vector u € F descompondra de manera tinica en una
suma up + ug on cada sumand pertany al subespai que indica el subindex.

Definicié 2.1.11 (Simetria). Definim la simetria d’eix L i direcci6 G' com 'aplicacio

s: A — A
2.1.1
p — s(p) =a-+aph— apd. (2.1.10)
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2.1.1 Aplicacions afins i afinitats

Figura 2.3: Simetria

Observacié 2.1.12 (Simetria central). Si L és un punt 'anomenem simetria central, ja que
perL=c¢c = F =0 = G = FE i, pe definici6, vp = 01 vg = v ens queda que s(x) = c—ct i
s = —I. Fixem-nos que aquesta és 'expressié d’una homotécia de centre ¢ i radé —1, i son iguals
si, 1 només si, es construeixen sobre el mateix c.

Observacio 2.1.13. Atés que per a qualsevol parella de punts p, q es té que

s(p)s(q) = s(p)a + as(q) = pap — pag + aqr — agd = par — Pac, (2.1.11)

obtenim que s és una afinitat amb endomorfisme associat s determinat per ser la identitat sobre
F i —1I sobre G. Dit d’una altra manera, § diagonalitza amb VAPS 11 —1, F és el subespai de
VEPs de VAP 11 G és el subespai de VEPS de VAP —1. Notem que tots els punts de l'eix L
son fixos i que, per la mateixa definicio, s? és la identitat en A.

El fet que tota simetria s : A — A sigui bijectiva és conseqiiéncia de la proposici6 segiient:
Proposicié 2.1.14. s(s(z)) = z,Vx € A.
Demostracio. Ho provarem a partir de la seglient cadena d’igualtats:

s(s(x)) = s(a+ (at)r — (at)q), (2.1.12)

on en la quarta igualtat hem utilitzat que (ve)r = vp, (vr)e = 0,(vg)r = 0, (ve)e = veg.
Aleshores, s és exhaustiva perqué tot x és imatge de s(z), i s és injectiva perqueé s(z) = s(y) =
5(5(2)) = s(s(y) = z=y. .

Ara, com a successié d’aquesta proposicid, proposarem una definicié alternativa de simetria
i traurem una serie de conclusions a partir d’ella.

Definicié 2.1.15 (Simetria). Una afinitat f: A — A es diu una simetria si f2 =1T.

Suposant que el cos K no és de caracteristica 2, els punts mitjos dels parells formats per un
punt a i la seva imatge f(a) son fixos:

m= Lot f(a) <= = af(a) <= J{a)(m) = 3 f(@)a <= f(m) =3 f(a)+a=m

2 2
(2.1.13)
Estudiem ara f. Com que f? = I, també f? = I i el polinomi minim de f és un divisor de 2% —1.
Hi ha tres possibilitats:

38



Exemples d’afinitats 2.1.17

1. Si el polinomi minim de f és (x—1), f =11 f és una translaci6 amb punts fixos; per tant,
f=1L

2. Si el polinomi minim de f és (z + 1), f = —I. Si p és un punt fix, aleshores Va,m =

f(ﬁ%) = —pa, i aixo equival a p = %a + %f(a). Existeix, doncs, un tnic punt fix p que és

punt mig del parell a, f(a )Va f es diu llavors una simetria central de centre p.

Si el polinomi minim de fés(x—1)(z+1),E=F®G, on F é un subespai invariant

w

sobre el qual f és I i G és un subespai invariant sobre el qual f és —I. Sigui p un punt fix.
VaeA, sipd=u+vambue FiveQG,

f@)=flp+pd) =p+ flu+v)=p+u—nw. (2.1.14)
D’aqui resulta que els punts fixos de f son de la varietat p + F. Per altra banda,
e
fla)a=2v = f(a) € a+G,

L b 11 (2.1.15)
u=§zﬁ+§pf(a == §a—|—§f(a):p+u€p—|—F,

i aquestes condicions determinen f(a).

2.1.1.4 Projeccid

Definici6é 2.1.16 (Projeccio). Una afinitat es diu una projeccid si f2 = f. Observem, primer
de tot, que tot punt de im f és fix: f(f(a)) = f(a),Va. A més, sib és fix, b= f(b) € im f. Aixi
doncs, im f és el conjunt de punts fixos d’ f . Estudiem ara f. Es dona que, Vab € E:

F(Fa)f ) = — 7(a)/(6) = f(ab (2.1.16)

Utilitzant les mateixes notacions que a [2.1.1.3] donem una definici6é equivalent:
Definicié 2.1.17 (Projeccio). La projeccié sobre L en la direccié G és I'aplicacio

II: A — A

2.1.17
p +— I(p) :=a+app, ( )

o sigui, els vectors de G son ara vectors del nucli (i, per tant, VEPs de VAP 0). Raonant de
manera analoga, trobem que és una aplicaci6 afi (que no una afinitat, ja que no és bijectiva) i
que la aplicaci6 lineal associada és la identitat sobre F'i és 0 sobre G. Es compleix que I[I(A) = L

i1 =1I.

Aix{ dones, f2 = f i el polinomi minim de f és un divisor de 22 — z. Es poden donar tres
casos:

1. Si el polinomi minim de f és z, f = 01 f(a)f( ) = f(@) = ﬁ,Va,b € A. Aix{ doncs,
f(a) = f(b),Va,b € A i, per tant, f aplica tot A en el mateix punt.

2. Si el polinomi minim de f ésx —1, f =11 f és una translaci6. Ara bé, f té punts fixos;
per tant, és una translacié de vector 0 ; és a dir, f és la identitat d’A.

3. Si el polinomi minim de f és z(z—1),E = F®G, on F és un subespai invariant sobre el
qual f = 01 G és un subespai invariant sobre el qual f = I. Aleshores, si p és un punt fix,

fla) = f(p+p&) =p+ f(pd), Ya € A. (2.1.18)
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2.2 Aplicacions afins i afinitats

Si gﬁ =v+4u,v € Fyu € G, f(a) = p+u. El conjunt de punts fixos de f és, en aquest cas,
p + G. Per altra banda, f(a)a = jm—l—m =—u+ (v+u)=v,don f(a) €a+ F. El
punt f(a) és, per tant, la interseccié d’a + F'iim f = p + G. Observem que F = F & G
implica que aquesta intersecci6 es redueix sempre a un sol punt.

Proposicio 2.1.18. Les simetries son bijectives. Les projeccions, no. Anem a comprovar que
les projeccions i les simetries son aplicacions afins. Per tant, les simetries son afinitats.

Demostracio. Siguin p,q € A isigui II la projecci6 sobre . = a+ F en una direcci6 G, F&G = E:
W(P)W(q; = —(ap)r + (aG)p = (phr) + (al)r = (p§)r = I és afi amb II(v) = vy,

U =Ur + ug
v = Vr + Vg

(2.1.19)
} — u+v=(up+vp)+(uc+vg) = up+uvp=(u+v)r

En el cas de simetries:

8(29)5@3 = —(@p)r + (@b)e + (ad)r — (ag)c =
= (p4)r + (@Q)r — (pl)c — ()G = (2.1.20)
= (@)F = (@)G = aff amb 3(v) = vr — vg

2.2
PROPIETATS DE LES APLICACIONS AFINS

Propietat 2.2.1 (Propietats de les aplicacions afins). Siguin f : Ay — Ay, g 1 Ay — Aj
dues aplicacions afins. Aleshores:

1. La composicié go f : Ay — Ag és afii (go f) = (go f).
f és injectiva si, i només si, f ho és.

f és exhaustiva si, i només si, f ho és.

f és bigectiva si, i només si, f ho és.

Una aplicacid afi f envia una varietat lineal L = a + F a la varietat lineal f(L) =

Fla)+ F(P).

6. Sigui Ml una varietat lineal tal que f~'(M) # 0 i sigui a € f~'(M). Aleshores, si M =
f(a) + G, tindrem que f~'(M) = a + f~1(G).

7. 8i f és una afinitat bijectiva amb aplicacid lineal associada f, lavors f~* és una afinitat
amb aplicacié lineal associada f~*.

8. Siguin a,b,c € Ay tres punts alineats amb b # ¢, aleshores f(a), f(b), f(c) € Ay també

estan alineats o son el mateix punt. Si f(b) # f(c), aleshores (a,b,c) = (f(a), f(), f(c)),

€s a dir, la rao simple es manté per aplicacions afins.

S . W

Demostracio. Demostrarem que f injectiva <= f és injectiva.

—  Suposem f injectiva. Siguin u,v € E; amb f(u) = f(v). Aleshores, f(p+u) = f(p) +
f(u) = f(p) + f(v) = f(p+v). f injectiva. = p+u=p+v = u=v. Amb aixd ja
veiem que f és injectiva.

~ Suposem que f és injectiva. Siguin p,q € A; tals que f(p) = f(q). Aleshores, f(ﬁ) =

f(p)f(q; =0 = pj=0 => p=qi, per tant, [ és injectiva.
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Propietats de les aplicacions afins 2.2.4

Demostrem que f és exhaustiva <= f és exhaustiva.

—>  Suposem [ exhaustiva. Escollim un punt p € A;. Donat v € E, qualsevol, existeix algun
g € Ay amb f(q) = f(p) + v ja que f és exhaustiva. Aleshores:

fo) +v=flg) = flp+pY) = f(p) + F(D0). (2.2.1)

Aixo implica que v = f (ﬁ) i demostra que f és exhaustiva.
<= Finalment, suposem f exhaustiva. Escollim també un punt p € A;. Donat que ¢ € A,

- s -
existeix algun u € E; tal que f(u) = f(p)q perqué f és exhaustiva. Aleshores:

fp+u) = F(p) + Fu) = F(p) + F()a = q. (222)

Demostrem el primer punt amb la simple linia segiient:

g(fp+v) = g(f®) + f(v)) = g(f(p)) + §(f(v)), (2.2.3)

on hem suposat f afi i g afi en la primera i segona igualtat, respectivament. Ara demostrem
que si f és una afinitat bijectiva amb aplicacié lineal associada f, llavors f~! és una afinitat
amb aplicacié lineal associada f~!. Pels apartats anteriors, solament hem de demostrar que

g
[Hed) = f7He) f7H(d); pero aixo es dedueix immediatament de la segiient expressio:

. 5 SN
FHO D) = £ f(d) = ed. (2.2.4)
I amb aix0o hem demostrat que I'antiimatge de f coincideix amb la imatge de f . |

Teorema 2.2.2. Siguin (Aq, E1), (Ag, Es) dos espais afins. Fizem punts py € Ay, ps € Ay i
suposem donada una aplicacio lineal p : By — FEs. Aleshores, existeix una unica aplicacio afi
(f, f): (A, Ey) — (Ag, Ey) tal que f(p1) = po i f = . En altres paraules, una aplicacio aft
queda totalment determinada per l’aplicacio lineal associada © la tmatge d’un punt.

Demostracio. Comencem veient la unicitat. Si existeix tal aplicacio afi (f, f) i suposem que
g : Ay — Ay també satisfa g = ¢ i g(p) = ¢, aleshores

9(x) = g(p1 + pit) = g(p1) + gord = ps + o(piE) = f(2); (2.2.5)

per tant, pi, ps i h la determinen completament. Aixo també ens diu com hem de definir f per
provar Uexisténcia. Posem f(z) = ps + @(pid) 1 f(y) = p2 + @(p14)). Per tant,

AN

F@ W) = F@)ps + paf () = —p(Fi) + o(pd) = o(B1) — Pit) = (7). (2.2.6)

Per tant, f és una aplicacio afi i, a més, f = ¢. A més, f(p) =q+o(Pp) =q+0=q. [ |

Observacio 2.2.3. Una aplicaci6 afi queda determinada per la imatge d’un sistema de referén-
cia o bé per la imatge d’'n 4+ 1 punts linealment independents.

Corol-lari 2.2.4. Siguin (Aq, E1), (Ag, Es) dos espais afins i sigui n la dimensid del primer.
1. Fizat un sistema de referéncia R = {po; e1,...,e,} en (A1, E1) i donats gy € Ag ivy,... v, €
Ey qualssevol, existeix una unica aplicacio aft (f, ), f : Ay — Ay tal que f(po) = qo @

f(ei) = Ui,
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2.2 Aplicacions afins i afinitats

2. Donats po,...,p, € A1 linealment independents © n + 1 punts qualssevol qq, ..., q, € As
(poden ser repetits, fins i tot), existeix una unica aplicacid afi (f, f) tal que f(p;) = q, Vi.

Demostracio. Demostrem primerament el segon apartat. Com que popi, ..., popn €S una base de
By, existeix una tnica ¢ : Ey — Ej lineal tal que o(pop)) = qogi, Vi. PerR2.2, 31 f: Ay — A,
amb f =@ i f(py) = qo. Aleshores:

Ff®i) = f(po + Dopi) = f(po) + f(DoD:) = a0 + (Pobi) = qo + Q& = i, V. (2.2.7)

Sigui Ay — A, també satisfa g(p;) = ¢;, Vi. Llavors,

3PF) = 90)g(p) = Wa Vi = G=9 PR g=f (2.2.8)

|

Demostracio amb coordenades. Sigui f : Ay — Ay una aplicacié afi amb dim(E;) = n i
dim(FE5) = m. Escollim sistemes de referéncia

{pier, ... ent, (A Er); {gsvr, - v}, (Ag, B). (2.2.9)

Aleshores, f(p) té coordenades (by,...,bn): ¢f(p) = byvy + -+ 4+ byv, 1 f(e;) té components
aivy + -+ + ai vy, Vi. Podem trobar f(z),Vz en coordenades posant z = (z1,..., ) : pt =
rie1+ -+ x,e, 1 ara

a1 (@) = af 0} + T (@) = af ) + Fob) =
i i f(ﬁ):f(xlel"""'"i‘xnen)
= a1f(en) + -+ anflen) = milagor + oo+ ayom) + -+ xa(afvr + - + g o)

= ($1ai + -t xpal)o -+ (xlain+...+$na;)vm.

(2.2.10)

Sidiem f(z) = (z7,...,z,), podem posar qf(x; = zivy+ -+ 25 v, 1 les equacions de f seran:

1
xT:a1$1+“'+a?l‘n+b1,

: (2.2.11)
Tk = apx1 + 4 ah Ty + by
En notacié de matrius ens queda que:
xt al at\ [z b
=1 : . S B o (2.2.12)
xy, al ay, Tn, bin

i ens queda una expressio de la forma X* = M X + B, I'expressié general d'una aplicaci6 afi. M

Observaci6 2.2.5.
1. M és la matriu de f en les bases e1,...,e, d’'E1ivy,...,v, dF;.
2. B és el vector de coordenades de f(p).
3. Hem tornat a demostrar el teorema inicial: f esta determinada per M i B.

S

. f és una afinitat si, i només si, Ay = Ay i M és invertible. En tal cas, n = m.
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Propietats de les aplicacions afins 2.2.10

Notacio 2.2.6 (Punt imatge). El punt imatge es denotara de la segiient manera: f(z) =

*

(x5, ..., 2%).

Exemple 2.2.7. Demostrem que existeix una tnica afinitat f d’A% tal que

f(1,-1)=(1,0), a=(1,-1) a*=(1,0)
F=1,2) = (3,3). c=(=1,2) b =(3,3)

i trobem les equacions d’f en la referéncia canonica:

= <_37 2)

=(—1 . . :
% (=1,3) SN linealment independents = a, b, ¢ afinment independents.

at = (—2,3) a*c*=(2,3)

a*b*

(2.2.14)
Per[2.2.2] existeix una tnica aplicaci6 lineal f : R*> — R? aff amb f(a) = a*, f(b) = b*, f(c) = ¢*

1 tenim que
- (1 =2 —3 2
M(3 3):<2 3)
- (=3 2\ /-1 -2\ ' (-5 =%
=G ) - )

De fet, per a f(a) = a* < f(1,—1) = (1,0) ens queda:

1 -5 £\ (1 by 10 1
— 3 = = —
(0) B (—1 %) (—1) (bz) = ==y (2:2.16)

Ara, donarem una proposici6 que recorda forga a [1.4.2]

(2.2.15)

Proposicio 2.2.8. Una aplicacio de conjunts f : Ay —> Ay és una afinitat si, © només si,
xt+ -+ 2" =1, aleshores f(x) =3, x' f(a;).

Demostracio. Sigui p € A un punt qualsevol. Tenim pt = >y 2'pd;, d’on

FO)F() = F(pt) = inﬂm) = Zm"ﬂp)f(aii (2.2.17)

com voliem demostrar. [ |

Corol-lari 2.2.9. Tota afinitat transforma el baricentre d’r punts en el baricentre de llurs imat-
ges.

Proposicio 2.2.10. Una aplicacio de conjunts f : Ay — Ay és una afinitat si, i només st,

ot 42" =1,
f (Z a:a) =Y o' f(ar). (2.2.18)
=1 =1

Demostracio. Hem de definir que sera I'aplicacié lineal associada a f. Observem que la condici6
f (%) = f(a)f (bi ens determina ja f. L’anic problema és que cada vector u € E; admet moltes
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2.2 Aplicacions afins i afinitats

representacions de la forma u = a?. Per evitar aquesta pluralitat fixem un punt p € A; i
prenguem tots els vectors amb origen p. Aixi doncs, definim:

fiEl —)Eg

o ) = ). 2219

Provem que f és lineal: donats ﬁc i @, sigui ﬁ + @ = ﬁ; aleshores:

F@) + f(p0) = f(p) f(2) + f(p) f(y),

i haurfem de veure que f(p)f(z) = f(p)f(z) + f(p)f(y). Aixod equival a veure que f(z) =
—f(p)+ f(z)+ f( ). La condici6 de I'enunciat ens diu que aixo sera cert si z = —p + x + y, és
a dir, si ﬁ p + ]@ que és pre(nsament d on hem partit.
Sigui araﬁ i ]@ )\ﬁ f ﬁ = f(p ) f ]@ = f(p y; i hem de veure que f(p i
M(p)f(z ). Aixo vol dir que f(y) = (1—)\)f( )+ f(2). N’hl ha prou amb veure y = (1—>\)p+)\:c,
és a dir, que ﬁ/ = )\ﬁ, i aixo és cert per hipotesi. Només resta comprovar que f és l'aplicacio

lineal associada a f. En efecte, Va,b € A:

flab) = F(pb — by = F(pb) — F(@0) = F0) F () — F(p)F(a) = Fla) F(B). (2.221)
[ |

Proposicié 2.2.11 (Les afinitats conserven les varietats lineals). Sigui f : Ay — Ay una
aplicacio afi. Sigui L = a + F una varietat lineal a A,. Aleshores: f(L) = f(a) + f(F).

Demostracio. Sip € L, llavors p =a +v amb v € F.

f(p) = fla+v) = f(a) + f(v) € f(a)+ f(F) (2.2.22)
El reciproc és el segiient: sigui ¢ € f(a)+ f(F). Llavors, ¢ = f(a) + f(w) amb w € F. Per tant,
0= (@) + f(w) = fla+w),ona+wel = ge f(L) .

Proposicio 2.2.12. Les afinitats conserven el paral-lelisme.

Demostracio. Es suficient suposar que f és una aplicacié afi.

Li=a+ F fly) = fla) + F
Ly =ay+ F2} f(Le) = f(a2) + f(Fz)} fla) || 7). (22.)
Suposant que F; C Fy, aleshores f(Fl) C f(FQ) [ |

Proposicié 2.2.13 (Les afinitats conserven la ra6 simple). Sigui f : A; — Ay una aplicacid
afi injectiva. Siguin a,b,c € Ay punts alineats © diferents. Sigui 1L la recta que passa per a,b,c.
Llavors, f(LL) és una recta que conté f(a), f(b), f(c).

De mosz‘m( i0. Posem (a,b,c) = A. Com que estan alineats, at = Abe-. Posem f(at) = f(\be) =
)\f(bc) Si substituim f(a¢) = f(a)f(c j iAf(b)f(c j, tenim que la ra6 simple (f(a), f(b), f(c))

A es compleix. [

Teorema 2.2.14. St el cos K no és de caracteristica 2, una aplicacio f : Ay — Ay €s una
afinitat si, 1 només si, conserva punts alineats i llurs raons simples.
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Matriu associada a una aplicacié afi 2.3.2

2.3
DETERMINACIO I MATRIUS ASSOCIADES

MATRIU ASSOCIADA A UNA APLICACIO AFI

Sigui (f, f) . (A1, E1) — (Ag, Ey) una aplicacié afi. Fixem sistemes de referéncia Ry :=
{p;e1,...,en}, Ry :={qv1,...,un} en Ay i Ay, respectivament. Suposem que f(p) té coorde-
nades (ay, ..., ay) en la referéncia Ry i que f(e;) = aivy + - - -+ al, v,. Es a dir, la matriu de f
en aquestes bases és:

a ay
M=|: - 1. (2.3.1)
a}n ceal,

També suposarem donades

:X*=MX+B o U
{f - gof : X*=MMX+B)+C=NMX+ (NB+C) (2.3.2)

g: X*=NX+C

Definicié 2.3.1 (Matriu associada a [). Anomenem matriu associada a f (o bé la matriu de
Pafinitat f) en les referéncies R, Ry a la matriu:

(631
M : M| a
M= _ 2.3.3
o ( 0 1) (255)
0 0] 1
Tenim que
(05} T
f@)=fp+pt)=flo)+ fpR)=| : [+M | : |, (2.3.4)
an :L‘n
on (z1,...,x,) son coordenades de x en R;. Per tant, si (z7,...,2},) sén les coordenades de
f(z) en Ry, tenim que
T ]
M| =] |, x = MX. (2.3.5)
Ty xk
1 1
i en notacié ampliada ens queda que
[ X" =MX oy —
g: X*=NX v go ) Xt =NMX, (2.3.6)
(M |B _(N|C _(NM|NB+C o
= ()= () = - ()

Corol-lari 2.3.2. Si f: A — A és una afinitat bijectiva amb matriu M, f~' és una afinitat
bijectiva amb matriu M~*.
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2.4 Aplicacions afins i afinitats

Observacio 2.3.3. L’expressié matricial anterior es pot escriure en forma d’equacions

0o
Ty =D, 41T + o,
: (2.3.7)

N i :

L = Zi:l A, T + Om;
de manera que les coordenades z; del punt imatge depenen linealment de les coordenades x; del
punt inicial. Com la imatge d’una referéncia determina de manera tinica una afinitat, la matriu

també la determina. Aixo ens diu que un cop fixada una referéncia podem donar una afinitat
mitjancant un sistema d’equacions com ’anterior.

2.4
VARIETATS LINEALS INVARIANTS PER UNA AFINITAT

En aquest apartat (Ay, Fy) = (Ag, By) = (A, E) i (f, f) : (A, E) — (A, E). Suposarem que f
és un automorfisme, és a dir, que f és una afinitat.

Definicié 2.4.1 (Punt fix). Anomenem punt fix a un punt p € A si f(p) = p, és a dir, és
un punt tal que s’aplica a si mateix. En el cas que ens ocupa aquesta seccié imposarem que

flzy, .o xn) = (a5, .., 28) = (21, .., Xp)-
Observacio 2.4.2. Les translacions de vector v # 0 no tenen punts fixos.

Definici6 2.4.3 (Varietat lineal invariant). Diem que una varietat lineal L = a+ F' és invariant
si es dona que f(LL) = L. Com que f(a+ F) = f(a) + f(F), la varietat a + F és invariant si, i
nomeés si,

1. f(F)C Fi

2. qf (q) € F.

Observacio 2.4.4. Com que tota afinitat és bijectiva, les condicions f(L) = L i f(L) C L
son equivalents. La primera condici6é ens diu que les direccions de les varietats invariants séon
subespais invariants.

Observacio 2.4.5.

1. La varietat lineal de punts fixos (£ () és un cas particular de varietat lineal invariant.

2. Els punts fixos sén varietats lineals invariants de dimensi6 0.

3. La condici6 que f(LL) = L no vol dir que f(p) = p, Vp € L, sin6 que f(p) € L, Vp € L.
En general, els punts de IL no seran punts fixos de f.

4. En efecte, notem que si u € F, aleshores f(a), f(a+ u) € L; per tant, f(u) € F. Obtenim

que f(F)=F.

Propietat 2.4.6 (Propietats del conjunt de punts fixos).

1. El conjunt de punts fizos és una varietat lineal.
2. 8ip1,...,pr SO fizos, aleshores tots els punts de la varietat lineal {p1} + -+ + {pr} son

fixos.

9. Si 1 no és VAP de Uendomorfisme f, aleshores Uafinitat té un tdnic punt fix.
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Recta invariant 2.4.11

Demostracio. Fixem un sistema de referéncia. Suposem que les equacions de f sén

x] T b
Al |+ | (2.4.1)

z Tn by,

Els punts fixos no son sind varietats lineals de dimensié 0 que es transformen en ells mateixos.
En notacié ampliada, tenim que compleixen 2* = Az +b < z = Az +b <— (A—1T)x = —b.
Per tant, es poden trobar mitjangant el sistema

T bl
A-T)| : ==, A-Dz=-b (2.4.2)

Ty, by

Aixo demostra el primer apartat i el segon n’és una conseqiiéncia. Notem finalment que si 1 no
és VAP, aleshores det(A — 1) # 0 i el sistema de punts fixos és compatible determinat. [

Corol-lari 2.4.7. En particular, si py,p1 son punts fixos, aleshores tots els punts de la recta
po + (popi) son fixos.

Observacio 2.4.8 (Qué és el conjunt de solucions de (A — I)x = —b7). Tenim diverses possi-
bilitats:

1. El conjunt buit: f no té punts fixos. Es el cas de les translacions, ja que la matriu associada
a I’endomorfisme f és la identitat.

2. Un tnic punt: el sistema (A—1T)x+b = 0 té soluci6 tnica si, i només si, A —1I és invertible;
det(A —1I) # 0. En tal cas, la soluci6 és:

P=—(A-I)"" (2.4.3)

3. Sidim E =nirg(A—1) =k < n, llavors el sistema (A —I)x = —b té infinites solucions o
bé no en té cap.

El conjunt de totes les solucions és una varietat lineal amb direcci6 el subespai F' = ker(A — I).
Aqui, dim F'=n — ki F és el subespai de vectors propis de f de valor propi 1.

Observacio 2.4.9. Aixo altim també ho podem demostrar sense coordenades: si L = a+ F és
la varietat lineal de punts fixos de f, llavors

]L:{a—i-v|f(a+v):a+v}:{a+v|f(v):v}, (2.4.4)

on v és un VEP de VAP 11i f(a+v) = a+ f(v) donada la invariancia del punt a + v.

RECTA INVARIANT

Definicié 2.4.10 (Recta invariant). Si una recta r = a + (v) és invariant, aleshores f((v)) =
(v). Es a dir, el vector director de r és propi.

Procés 2.4.11. Primerament cal trobar els VEPs d’f 1 1Mmposar que pf(p; sigui VEP. Aizi
determinarem les rectes invariants que tenen aquest VEP com a vector director.
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2.4.1 Aplicacions afins i afinitats

Exemple 2.4.12. Tenim que f ve donada per z* =3x —y+ 11 y* = 42 — 2y + 3. Comprovem
que L : 2z —y+1 =0 és invariant per f. Hem de trobar que (z,y) € L = f(z,y) € L. Ara,
(r,y) eL <= z—y+1=0 < y=x+ 1. Ens queda:

Proposici6 2.4.13. Sip és un punt fir de f i v és un vector propi de f, llavors L. = p+ (v) és
una recta invariant de f.

Demostracio. Suposem que f(v) = av. Llavors,
fp+ )= f(p)+Af(v) = f(p) + dav = p+ dav € L,YVA = f(L) C L (2.4.5)
|

Aquesta condicié no és necessaria. Una condici6é necessaria i suficient perqué L = a + (v)
sigui una recta invariant de f és el teorema segiient.

Teorema 2.4.14. Una recta a + (v) és invariant per una afinitat f si, i només si,
1. v és un vector propt de f,
2. W € (v).

Demostracio.

—> Suposem els dos apartats de tal manera que f =av i m = fv. Tenim que

fla+ )= fa) + Af(v) = f(a) + dav =a+ fv+ dav =a+ (6 + da)v = f(L)CL

) (246

— | Suposem que f(L) = L. Ara, L= a+{0) i /(L) = f(a)+ (F©)) i fL) =L = (f(v)) =
(v) <= f(v) = av per a algun a. Ens falta dir que a € L i f(a) e L = af(a) € (v).

~—

Exemple 2.4.15. Tenim una afinitat f determinada per x* =3x —y+1iy* =4xr — 2y + 3 i

x* 3 =1\ (=z 1
()= (=) 0) ) 47
Busquem els vectors propis de M i ens queda que

3—« -1
4 -2 —«

ara ens queda que

det(M —al) = =—6-3a+2a+a’+4=(a—2)(a+1) (2.4.8)

Per al cas a = 2, ker(M — 21d) = ((1,1)). Estudiem si f té alguna recta invariant en aquesta
direccio:
a=(z,y) = fla)=Br—y+1,42 —2y+3)
af(a) = (22 —y+ 1.4z — 3y + 3)

af(aie((l,l)) — 2r—y+1l=4r—-3y+3 < —20+2y—2=0 < z—y+1=0.
(2.4.9)

En canvi, per al cas a = —1, tenim que
ker(M + 1) = ((1,4)), af(a; =2z —y+ 1,42 — 3y + 3), (2.4.10)
af(aie (1,4)) <= -4z —y+1)+4r—-3y+3)=0 < 4dx—y+1=0.

Aquesta afinitat f té dues rectes invariants. El seu punt d’interseccié és 'inic punt fix de f.
Tenim també que f(1,2) = (2,3) i que f(1,5) = (—1,—3). La restricci6 de f a cada recta
invariant és una homotécia (de raons respectives 2 1 —1).
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HIPERPLANS INVARIANTS

es pot generalitzar a varietats de qualsevol dimensi6. Donat un endomorfisme ¢ d’un espai
vectorial E, direm que un subespai F' C E és invariant per ¢ si p(F) C F. En cas que ¢
sigui bijectiu, la condicié6 que ¢(F) C F és equivalent a ¢(F) = F, ja que si ¢(F) C F i
dim p(F') = dim F, aleshores ¢(F) = F.

Teorema 2.4.16. Una varietat lineal L = a+ F és invariant per una afinitat f si, i només si:

/. F és un subespai invariant de f,
2. af(ai S

Demostracio.

—> Suposem que es compleixen les dues condicions. Aleshores:

%i?} = flat )= f@) +f0) =atutw weF weF (2411

Per tant, f(a +v) € a+ F, Yv € F i aixo implica que f(L) C L.
< Ara suposem que f(L) =1L. Sabem que

L=a+F = f(L)= f(a)f(F). (2.4.12)
Si f(L) = L, llavors f(F) = F i aix0 vol dir que F' és invariant per f. A més,
ael, fla)eL = af(a) € F. (2.4.13)

Observacio 2.4.17. Aquest teorema és dificil d’aplicar en exemples concrets; és complicat
trobar els subespais invariants d’un endomorfisme.

Com que hem suposat l'aplicacié afi bijectiva, podem imposar la invaridncia demanant la
condici6 equivalent f~(LL) = L.

Proposicio 2.4.18. Sigui f : A — A una afinitat que en certa referencia té matriu M. Un
hiperpla d’equacio Ajxy + -+ - + Apx, + B = 0 és invariant per f si, i només si, (Ay,..., An, B)
és un VEP de M1 i almenys un dels coeficients A; és no nul.

Demostracio. Si Ajxqy + -+ + A, X, + B = 0 és 'equacié d’un hiperpla H en un sistema de
referéncia fixat, aleshores

FHH) = {21, 20) | f(oy,. @) = (2, ... 2)) € H} (2.4.14)

Per tant, f~'(H) és hiperpla d’equacié Azt + -+ Az} + B = 0. Suposem que les equacions
de f son:

v; =Y daj+b,i=1...,n (2.4.15)
J
i la matriu associada a f és
aj al | by
VIR R (2.4.16)
A
0 01
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L’equaci6 de I'antiimatge sera la segiient:

J
= (Aja; + -+ Apal)zy + -+ (Aray, + -+ Azl xy, + (Arby + - + Apb, + B) = 0.

At 4+ Ayat + B = A, (Za;?a:j+bn>+3

(2.4.17)
Hem obtingut que els coeficients de I'equacié f~'(H) s’obtenen aplicant M T als de H:
al - a? |0\ [A
N : 2.4.18
al - a0 A, ( )
by -+ b, |1) \ B

Per tal que f~!(H) = H, els nous coeficients han de ser proporcionals als originals. I, per tant,
hem obtingut el que voliem. [

2.4.2.1 Plans invariants a R3

Sigui f : R® — R? una afinitat. Escollim un sistema de referéncia. Llavors, f s’expressa com
X* = MX (forma ampliada). Tenim que

M = (]\04 ?) . (2.4.19)

Suposem que un pla L : az + by + ¢z + d = 0 és invariant per f. Aleshores, f(L) = L i també
L) = L. L’equaci6 de L es pot escriure en forma vectorial:

ar+by+cz+d=0 < (a b ¢ d =0 & ATX =0, A= (2.4.20)

— N Q8
QL O R

L’equaci6 d’f~*(IL) també és calculable:

(z,y,2) € fHL) <= f(z,y,2) EL <= (25,9, 2") €L < ax* +by* +cz"+d=0
(2.4.21)

D’aqui sorgeix que LL és invariant per £~ si, i només si, les equacions

Ty _ N N
13]\;[(5(_ 0’0 corresponen a un mateix pla <= ATM = A" A€ R <= MTA = )\A.
a =

(2.4.22)

Com a conclusio, veiem que un pla L : ax 4+ by + cz + d = 0 és invariant per f si, i només si,
(a,b,c,d) és un vector propi de M7T. Aquest mateix métode calcula els hiperplans invariants en
qualsevol dimensio.

Observacio 2.4.19. Considerant la dimensié de ’hiperpla 2, ens dona les rectes invariants.
Aixi doncs, podem aplicar aquest métode per a trobar les rectes invariants.
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Exemple 2.4.20 (Exemple anterior aplicat a aquest métode).

3 4 0
Jar=3x—-y+1 (2" (3 -1\ [z I I
f‘{y*:4x—2y+3’(y*)_<4 _2) <y>+(3)’M = 11 32 (1) (2.4.23)

té els valors propis Ay = 1, Ay = —1, A3 = 2. Ara,

2 4 0
ker(MT —T) =ker | =1 =3 0| = ((0,0,1)) = no dona recta invariant.
1 3 0
) 4 4 0
ker(M" +T)=ker [ -1 -1 0] =((1,-1,1)) = 2—y+1=0 (2.4.24)
1 3 2
A 1 4 0
ker(MT —2Id) =ker [ -1 -4 0 | =((4,~-1,1)) = 40—y +1=0
1 3 -1

Ara introduirem el concepte d’homologia, que és ampliament discutit en aquest capitol.

Definicié 2.4.21 (Homologia). Una homologia és una afinitat amb un hiperpla de punts fixos.
Dins de la homologia distingim:

e la rao de la homologia: el valor propi r tal que h=rl d;

e l'eix de la homologia: correspon al vector de la recta de punts fixos, és a dir, al VEP de
VAP 1;
e la direccio de la homologia: correspon al VEP de VAP r.

Observacio 2.4.22. Si E té dimensi6 1, els seus tnics endomorfismes séon les homotécies
vectorials. Per tant, per a dim £ = 1 les homologies son homoteécies.

2.5
EPILEG: CLASSIFICACIO DE LES AFINITATS

CLASSIFICACIO DE LES AFINITATS EN DIMENSIO 1

Si f: A — A és una afinitat, llavors f : E — E és un endomorfisme bijectiu amb dim E = 1.
Per tant, f(v) = rv,Vv € E, onr # 01 f = rId. En qualsevol base la matriu de f és (r) i
det f =r.
1. Sir=1,lavors f = Ii f és una translacio: si el vector translaci6 és u # ﬁ, frxr=x+a
u= 0, f éslaidentitat i f:z* = x.
2. Sir # 1, llavors f=rIdi f és una homotécia de raé r amb un tnic punt fix. Si escollim
com a origen del sistema de referéncia el centre de la homotécia, llavors f s’expressa com
fax* =rx. En el cas particular r = —1, és una simetria central.

CLASSIFICACIO DE LES AFINITATS EN DIMENSIO 2

Sif: A — A és una afinitat, llavors f : F — FE és un endomorfisme bijectiu amb dim £ = 2.
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2.5.2 Aplicacions afins i afinitats

Cas 1 f té algun punt fix. Separarem tres possibilitats diferents:

1. f=1L

2. f té una recta de punts fixos,

3. f té un tnic punt fix.
L’afinitat f es diu homologia i la recta I de dos punts fixos es diu I’eiz de la homologia.
SiL =a+ (v), lavors f(a+v) =a+v = f(v) = v i, per tant, la direcci6 de l'eix és
un subespai propi de f de valor propi 1. Ara hi ha dues possibilitats:

1. f té un altre valor propi r # 1. En aquest cas, f es diu homologia general. Si w és

un vector propi de valor propi r i prenem {a;v,w} com a sistema de referéncia, f

B @-090- (o

La recta de punts fixos és la recta y = O. Totes les rectes de direcci6 (w) son
invariants. Tenen per equacidé x = A, amb A qualsevol. La restriccio de f a cada recta

s’expressa aixi:

invariant de direcci6 (w) és una homoteécia de radé r: y* = ry.

Figura 2.4: g; representen el feix de rectes invariants i I I'eix.

- Ara suposem que 1 és Dtnic valor propi de f. Quan passa aixod, f es diu homologza
especial. Si f # 1, llavors f no és diagonalitzable i hi ha una base v,w tal que f té la

tri 11
matriu | o ).
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Prenem {a;v,w} com a sistema de referéncia i

T (-6 = e

flw)=v4+w

L = a+(v) és larecta de punts fixos. La recta de punts fixos té I'equacié y = 0, i totes
les rectes de direccié (v) son invariants. Tenen per equacié y = A amb A arbitrari.
La restriccio de f a cada recta invariant y = A és una translacié z* = x + .
f té un unic punt fix p. En aquest cas, la matriu M — I és invertible i, per tant, f no té
el valor propi 1. Separant casos:

1. Si f =rld, llavors f és una homoteécia de ra¢ r i centre p. En qualsevol sistema de
referéncia amb origen p les equacions de f son:

R DR =

Totes les rectes que passen per 'origen séon invariants.
2. f té dos valors propis diferents r, s, llavors f es diu hiperbolica. Si escollim vectors
propis v, w de valors propis respectius r, s, llavors en el sistema de referéncia {p;v,w}

L AR
BAr@-6I0 6 e

f té dues rectes invariants que es tallen en el punt fix. Les restriccions de f a les

ens queda:

rectes invariants séon homotécies.

w

. Si f té un tnic valor propi r i f # rl, aleshores f no és diagonalitzable i direm que
f és parabolica. En un sistema de referéncia {p;v,w} adient,

OGN0 e e

Hi ha una tnica recta invariant, que és y = 0. La restricci6 de f a la recta invariant
és una homoteécia: z* = rux.

4. Si f no té cap valor propi, llavors f es diu el-liptica. En aquest cas, f no té rectes
invariants. No podem donar cap expressio simplificada per a f. En aquesta categoria
hi ha els girs, que estudiarem quan tinguem la noci6é d’angle.

Observacio 2.5.1. Aqui influeix clarament el cos sobre el qual construim l'espai
afi: sobre C, a diferéncia d’R, el polinomi caracteristic sempre descomposa en factors
simples i sempre hi ha valors propis. Per tant, sobre C mai es podra donar una f
el-liptica.

Cas 2 f no té punts fixos. f aleshores t¢ un VAP 1. Sigui u # 0 un VEP de VAP 1. Les

equacions de f en un sistema {p;u,v} (p,v qualssevol) son del tipus:

T :x—l—by—l—c} (25.6)

Yy =ny+d.
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Sin # 1, n és un altre valor propi de f i podem escollir, com a segon vector de la base,
un vector de VAP n. Les equacions seran:

z¥=x+c
y* = ny + d} (2.5.7)

amb ¢ # 0 perqué no hi hagi punts fixos. L’'tinica recta invariant té equacio:

(2.5.8)

Si escollim l'origen p del sistema de referéncia sobre aquesta recta, sigui p = (xo, %),

resulta que pf( ) = (¢,0) = cu. D’aqui, resulta que en el sistema de referéncia {p; cu, v}
les equacions de f son:
* — 1
v=rd } (2.5.9)

Y =ny
n = det f . Aquestes afinitats son homologies generals seguides d’una translacio de direcci6
la de la recta de punts fixos de la homologia. Aquesta composici6 és, a més, commutativa.
Sin =1, I'anic VAP és 1. Si aquest és de multiplicitat 2, f = I'i I’afinitat és una translacio
de vector w # 0. En una referéncia del tipus {p; w, v} les equacions de f son:

vt 1} (2.5.10)
v =y

Si la multiplicitat del VAP 1 és 1, a les equacions de f en el sistema {p;u,v} (u VEP de
VAP 1):

rr=x+by+c

2.5.11
S 25.11)
ib # 0 ala forca. A més, com que no existeixen punts fixos, d # 0. En aquestes
circumstancies, ’afinitat no té tampoc cap recta invariant. Podem escollir, pero, el vector

pf(p; = cu + dv = w com a segon vector de la base; aleshores:
f(w) = cf(u) + df (v) = cu + d(bu +v) = dbu + w. (2.5.12)

D’aqui resulta que en el sistema de referéncia {p; dbu, w} les equacions de f son:

r=x+y
2.5.13
e 25.1)

Es tracta, doncs, d’una homologia especial seguida d’una translacié de direccié diferent de
la del feix de rectes invariants.
Ho detallem del tot en el seglient teorema:

Teorema 2.5.2. Si f no té punts fizos, llavors f és una translacio o bé una homologia
sequida d’una translacio.

Demostracio. Escollim un sistema de referéncia i expressem f com X* = MX + B. Els
punts fixos de f son solucions de X = MX + B <= (M —1)X = —B. Com que per
hipotesi f no té punts fixos, la matriu M — I no és invertible. Si M = I, llavors f és una
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translacio. Si M # I, podem escollir un vector propi v € ker(M —1I) de valor propi 1. Ara
escollim un sistema de referéncia qualsevol i escrivim f com X* = M X 4+ B. Sigui 7 la
translacio de vector —B. Aleshores, 7o f s’expressa com X* = M X i, per tant, té un punt
fix X = 0. Aquest punt fix, que denotarem per p és precisament ’origen del sistema de
referéncia que hagim escollit. Com que p és un punt fix de 7o f i v és un vector propi de
valor propi 1 d'f (i, per tant, també de 7'/5/f, ja que 7 = I), la recta p 4+ (v) és una recta
de punts fixos de 7o f: f(p+ M) = f(p) + Af(v) = p+ M. Aixd demostra que 7o f és
una homologia. Si denotem h = 7o f, llavors f = 77! o h; és a dir, f és una homologia
seguida d’una translacio. |
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Espais vectorials euclidians

3.1
FORMES BILINEALS I PRODUCTE ESCALAR

Considerarem un espai vectorial E sobre un cos K de dimensi6 finita n. Suposarem K = R.

Definicié 3.1.1 (Forma bilineal en £). Es una aplicaci6

v: ExE — K

(u,v) +— @(u,v):= A (3.1.1)

Podem veure, doncs, que ¢ assigna un escalar a cada parell de vectors i que és lineal en les dues
variables.

Propietat 3.1.2 (Propietats de les formes bilineals). Com que €és lineal en les dues variables,
podem dir que satisfa, donats u,v,uy,us,v1,v2 € K 1 A € K:

1. @(ul + U, U) = So(ula U) + QO(UQ’ U);

20 p(u, v+ v2) = p(u,v1) + p(u, v2),

3. o(Au,v) = Ap(u,v),

4o p(u, Av) = Ap(u,v).
Definicié 3.1.3 (Forma bilineal simétrica). Diem que ¢ és simétrica si p(u,v) = ¢(v,u) per a
tot u,v € E.

Definicié 3.1.4 (Forma bilineal definida positiva). ¢ és definida positiva si p(u,u) > 0 per a
tot u # 01 p(u,u) =0 si, i només si, u = 0.

Sigui ¢ : E X E — K una aplicaci6 bilineal. Donada una base B = {ej,...,e,} de F
denotem g} := @(e;, ;).

Definici6 3.1.5 (Matriu de Gram). Anomenem Matriu de Gram en la base B la matriu

g]]r DY g}l 61-61 DY el'en
Gu(p)=|:+ - =+ -~ (3.1.2)
91 In €n €1ttt Entey
Observem que gracies a la bilinealitat, per a vectors uw,v amb coordenades (as,...,a,) i
(by,...,b,) respectivament, tenim que
b1
QO(U,U) = (a17"'7an) g%(@) . ; (313)
bn

aquesta expressio se sol escriure com p(u,v) = uly - Gg(p) - vy, on vy = Mg (v) denota el vector
columna de coordenades de v en la base B i uly = Mg(u)" denota el vector de coordenades de
u en la base 8. Quan la base queda clara pel context, simplifiquem ’expressio.
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Observaci6 3.1.6. La matriu de Gram és la unica matriu que satisfa p(u,v) = uly - G (@) - vs,
per a tot u,v € E, atés que p(e;, e5) = g5 = ¢} - Gu (@) - €.

Proposicio 3.1.7. Sigui ¢ una forma bilineal en E. Son equivalents:
1. @ és simetrica,
2. per a tota base de E la matriu de Gram és simétrica,
3. existeix una base tal que la matriv de Gram en aquesta base és simétrica.

Demostracio.
1 =2 Sig és simeétrica aleshores ¢! = g(e;, e;) = glej,e;) = g} Aixi doncs, ¢ és simétrica, tal i
com voliem provar
2 = 3 Es trivial.
3 =1 Escollim una base B per la qual Gy (¢) és simétrica. Aleshores,

pu,v) =u' - Gos(p) v = (u' - G (p) - v)" =" - Gus ()" - u = (v, ), (3.1.4)

on en la segona igualtat hem usat que u' - Gy(¢) - v és una matriu 1 x 1. En la tercera,
hem aplicat les propietats de la transposicio i en la quarta, la definicié de forma bilineal.
|

Definicié 3.1.8 (Matriu de canvi de base). Donades dues bases B = {e,...,e,} 1 B =
{€e1,...,e,}, denotem per P = Mg (L) la matriu de canvi de base de B a B’. Amb la
notaci6 introduida abans, tenim que ug = P - ug.

Proposicio 3.1.9 (Canvi de base). Sigui ¢ una forma bilineal en E. Denotem per Gu(yp) i
Gw (@) les matrius de Gram de ¢ en les bases B i B', respectivament. Aleshores, es té

Gs(p) =P" - G () - P, (3.1.5)
on P = Mz m €s la matriu de canvi de base.
Demostracio. Donats u,v € E tenim
p(u,v) = ugy - Go () - uw = (P -us) - Go(p) - (P up) = ug - P Gy (p) - Prug.  (3.1.6)
Com que Gy () és la tnica matriu tal que ¢(u, v) = ul - G (@) - usp, obtenim la igualtat
Gu(p) =P" - Gu () - P. (3.1.7)
]

Observacio 3.1.10. Notem que, en contrast amb els canvis de base per endomorfismes, ens
apareix la transposada P! en comptes de la inversa P~

3.2
ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS

Considerarem K = R i més endavant comentarem les particularitats de K = C o d’un altre cos
arbitrari. Escriurem u - v com uw, perd no uu en lloc d’u - u. Analogament amb v.
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Definicié 3.2.1 (Producte escalar). Un producte escalar en un espai vectorial E és una forma
bilineal ¢ : £ x F — R que és simétrica i definida positiva. Un espai vectorial Euclidia és
aquell R-espai vectorial dotat d’un producte escalar.

Notacié 3.2.2. Donat un producte escalar ¢ : Ex E — E, també se sol denotar ¢(u, v) := uv.

Sigui (F,-) un espai vectorial Euclidia. Tenim el segiient conjunt de definicions, for¢a im-
portants.

Definicié 3.2.3 (Vectors ortogonals). Dos vectors u, v son ortogonals si uv = 0.
Definici6 3.2.4 (Vector unitari). Un vector u és unitari si v -u = 1.

Definicié 3.2.5 (Base ortogonal). Una base B = {ej,...,e,} és ortogonal si e;e; = 0,Vi # j
(és a dir, els vectors de la base sén ortogonals dos a dos). Aix0 equival a demanar que la matriu
de Gram @G sigui diagonal en aquesta base.

Definici6 3.2.6 (Base ortonormal). Una base B = {ey,...,e,} és ortonormal si és ortogonal
i esta formada per vectors unitaris. Equivalentment, si la matriu de Gram G és la identitat en
aquesta base.

Exemple 3.2.7. Siguin u = (z1,...,2,),v = (y1,...,Yyn) dos vectors de l'espai vectorial R".
Aleshores, uv = x1y; + - -+ + x,¥y, defineix un producte escalar: és lineal en cada variable, és
clarament simétric i uu = 2% + - -+ + 22 > 0, essent 0 només quan z; = --- = x, = 0. Diem que

el producte escalar és estandard. Si ¢ és un producte escalar arbitrari en un R-espai vectorial F
i e; és una base ortonormal, aleshores GG és la identitat i obtenim que el calcul en coordenades
té la mateixa expressio que el producte escalar estandard en R”.

Definicié 3.2.8 (Norma). Sigui £ un espai vectorial sobre R o C. Una norma a E és una
aplicacio
| II: E — R (sempre a R!) (3.2.1)
v
que compleix
) —
L v[|=0 <= v= 0,
2 kol = 1k] - flofl,
3. Ju 4 o] < |lul]| + ||v]|| (desigualtat triangular).
|k| indica el valor absolut si k& € R o bé indica el modul si k € C.

Observacio 3.2.9. Qualsevol espai vectorial F amb una norma és un espai métric: d(u,v) :=
lu —o]|.
Lema 3.2.10 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). FEs compleiz que

luv]? < (u-u)(v-v),Yu,v € E (3.2.2)

uv
v’

Demostracio. Siv = 6>, aleshores la desigualtat és certa. Suposem v # ﬁ i considerem k =
Aleshores:
0< (u—kv)(u—kv) =u-u—k(vu) — k(uv) + kk(v - v)

(wo)(vu) _ (wo)(uwv) | (uv) :v)

=usu— o .- (3.2.3)
(o) 2
S ) (O L i
ORE? ORE?
d’on Juv|?* < (u-u)(v-v),Yu,v € E. |
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Proposicio 3.2.11. Sigui E un espai vectorial amb un producte escalar. L’aplicacio

Il II: £ — Rt

v — vl i=vov (3.2.4)

€s una norma.

Demostracio. La primera condicié de norma resulta del fet que el producte escalar és ben definit,
v-v >0, Yv. Es definida positiva perqué ||v]| = 0 <= v-v =0 <= v = 0. Observem
que (kv)(kv) = kk(v - v) = |k|?(v - v). Per demostrar I'tiltima, la desigualtat triangular, fem el

segiient:
(u+v)(u+v)=u-u+uw+ovu+v-v
=u-u+v-v+ (uv+uv
o S 3.2
<wu-u+v-v+2uw| < aplicant la proposicié anterior
<u-utv-v+2vVu-uvo-v = (Vu-u+Vo-v)?,
don v/(u+v)(u+v) < Vu-u+Vo-v <= |lu+v]? < (|ul] + |Jv])> |
Observacioé 3.2.12 (Producte escalar estandard).
e Siguin u = (z1,...,2,) 1 v = (y1,...,Yyn) dos vectors de I'espai R". El producte escalar
estandard es defineix com
uY =Ty + . TpYn. (3.2.6)

Per a tot vector u = (z1,...,2,) € R" la norma de u és

lul] ;== Vu-u=1/22+...4 22 (3.2.7)

e Geométricament es pot provar que
vew=|v]||lw] - cosb, (3.2.8)

on 6 és 'angle que formen els vectors v i w. Aixd explica la terminologia (v i w sén
ortogonals si, i només si, v i w sén perpendiculars).

e Si(F, ) ésun espai vectorial Euclidia 18 = {ey, ..., e,} és una base ortonormal, aleshores
G ¢és la identitat i el calcul en coordenades del producte ¢ té la mateixa expressié que el
producte escalar estandard de R™.

Exemple 3.2.13. L’espai vectorial E = R[z]|<3 amb el producte escalar

wW%%W;ApWWMW (3.2.9)

Teorema 3.2.14 (Teorema de Pitagores). Siwu-v =0, aleshores ||u+ v||? = ||ul|® + ||v||*.

Demostracio.

lu+vl* = (u+v)(u+v) = Jull* + [[ol* + 2(u - v) (3.2.10)
|
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Ortogonalitzacié de Gram-Schmidt 3.3.2

3.8
ORTOGONALITZACIO DE GRAM-SCHMIDT

Donat un espai vectorial Euclidia (£, ) ens proposem trobar una base de E que sigui ortonormal.
Per fer-ho, ens servirem del métode de Gram-Schmidt.

Definicié 3.3.1 (Projeccio). Si u,v € E amb u # 0 definim la projeccié de v en u com el
vector v
pr,(v) = (m) u. (3.3.1)
per a u = 0 definim pr,(v) = 0 per a tot v. Un parell de consideracions:
1. L’expressio entre paréntesi és un escalar i per tant pr,(v) és un multiple del vector u.
2. Si representem wu, v en uns eixos coordenats de R", geométricament pr,(v) correspon a la

projecci6 ortogonal de v en la direccid6 marcada per wu.

Figura 3.1: Representacio del producte escalar pr,(v).

3. Observem que pr,, = pr,(v) per a tot A € R\ {0}, de manera que en efecte pr,(v) depén
només de v i de la direcci6 de u.

Procés 3.3.2 (Procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt). El procés d’ortogonalitzacio de Gram-
Schmidt consisteir en, donada una base {v1,...,v,} d’E, trobar una base ortogonal {uy, ..., u,}
d’FE, de la segiient manera:

Uy = ¥y,
Ug = Vg — me(UQ)a

Uz = vz — pry, (vs) — Pry, (vs),
(3.3.2)

n—1
Up = Un — Z Pry, (Un)
=1
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Proposicié 3.3.3. Els vectors {uy,...,u,} obtinguts pel procés pel procés de Gram-Schmidt
formen una base ortogonal d’E.

Demostracio. Observem que per tot 1 < i < n, el vector u; és de la forma

U; = v; + Z a;V;. (333)

1<j<e

En particular, la matriu de coordenades de {uy,...,u,} en la base {vy,...,v,} té tot uns a la
diagonal i zeros per sota de la diagonal, de la forma

1 % - x
, (3.3.4)

on x indiquen escalars arbitraris. Com que la matriu té determinant 1, és invertible i els vectors
formen una base. La ortogonalitat dos a dos dels vectors se segueix per construccio. |

Definici6 3.3.4 (Procés d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt). Sidesprés d’aplicar|3.3.2/nor-

malitzem els vectors u; posant
U U

B [| ]| B VU - Uy

parlem de procés d’ortonormalitzacio de Gram-Schmaidt.

€; .

(3.3.5)

Exemple 3.3.5. Vegem un exemple de com aplicar el procés d’ortogonalitzaci6 de Gram-
Schmidt en R%  Considerem els vectors v; = (2,1) i v, = (1,4). Aquests dos vectors son
linealment independents i per tant formen una base de R?, perd v, - v, = 6 # 0 i per tant no sén
ortogonals. Prenem w; := vy = (2,1) i ug := vy — pr,, (v2) = vo — pr,, (v2). La projecci6 de v, en

la direccié de vy és
Vg * U1 6

=—-(2,1). 3.3.6
I Y (33

Pry, <v2) =

Per tant, up = £(—1,2). Es immediat comprovar que {u;,u} ¢s una base ortogonal. Si volem
definir ara una base ortonormal, només cal calcular

lull = V/(2,1) - (2,1) = V5

Y PN NS (3.3.7)
ool = y/£-1.2) - F-1.2) =

la base {e1, €2} és ortonormal.

i€2_ L2

Aleshores, si e; = = ,
fluzll

Observacio 3.3.6. El métode de Gram-Schmidt funciona sobre qualsevol cos de caracteristica
# 2. Recordem que la caracteristica d’un cos és el menor nombre de vegades que s’ha de sumar
la identitat multiplicativa per a obtenir la identitat additiva.

Corol-lari 3.3.7. Sigui ¢ : E x E — R una forma bilineal.

1. ¢ €és un producte escalar si, i només si, hi ha una base en que la matriu de Gram de ¢ €s
la identitat.

2. Si @ és un producte escalar aleshores la matriu de Gram G(p) de ¢ en qualsevol base satisfa

det(G(p)) > 0.
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Demostracio. Si g és un producte escalar, aleshores el métode de Gram-Schmidt ens proporciona
una base en qué la matriu de Gram és la identitat. Reciprocament, si Gy () és la identitat en
certa base B, aleshores és clar que la forma bilineal ¢ és simétrica (per ser-ho la matriu de
Gram). A més, per a tot parell u,v € F, tenim

o(u,v) =u"-v = Z a;b;, (3.3.8)

i

on (ay,...,a,) i (by,...,b,) son les coordenades de u, v respectivament. En particular,

o(u,u) = Z a? >0 (3.3.9)

i p(u,u) =0 si, i només si, a; = 0 per tot i, la qual cosa és equivalent a demanar que u = 0. Per
tant, ¢ és definida positiva.

Per provar el segon punt. Sigui 9 una base qualsevol i sigui B’ una base ortonormal.

Aleshores, per la formula del canvi de base, existeix una matriu P amb det(P) # 0 tal que

Gs(p) = Pt - 1-P (ja que la matriu de Gram en la base ortonormal és la identitat). Prenent

determinants obtenim

det (G () = det(P)? > 0. (3.3.10)
u

Exemple 3.3.8. Considerem la forma bilineal ¢ : R?* x R® — R que en certa base B =
{e1, ez, e3} té matriu de Gram

01 0
1 0 O
00 —1

G (o) = (3.3.11)

Aquesta matriu té determinant positiu (fins i tot és simétrica), perd no representa un producte
escalar ja que p(e,e1) = 0. Observem que els termes de la diagonal de la matriu de Gram
d’un producte escalar g; = ¢(e;,e;) sén sempre positius i aixd no es compleix en cap terme
de la diagonal de la matriu de I'exemple. Ens podriem preguntar si les condicions g; > 0 sén
suficients, pero resulta que no: per exemple, en R* la forma bilineal simétrica ¢ que en la base
canonica té per matriu de Gram

G () == (3.3.12)

O O N
S O =N
N = OO
_= NN OO

satisfa que el determinant és positiu i també que ho son tots els termes de la diagonal. En canvi,
no representa un producte escalar: ¢((1,—1,0,0),(1,—1,0,0)) = =2 < 0.

Definici6 3.3.9 (Submatriu Gy(p),). Sigui Gu(p) la matriu de Gram d’una forma bilineal
¢ : Ex E — R en una base B = {vy,...,v,} de E. Per a r > 1, denotarem per Gy (y), la
matriu obtinguda a partir de les primeres r files i 7 columnes de la matriu Gyg(¢). En altres
paraules:

Ga(o)r =+ . . (3.3.13)
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La matriu Gy(yp), també es pot interpretar com la matriu de la restriccié de ¢ al subespai
generat per {vq,...,v,}

Si  és definida positiva també ho sera la seva restriccié a un subespai; per tant, es complira
que det(Gs(p),) > 0 per a tot r € {1,...,n}.

Proposicio 3.3.10. Sigui ¢ : ExX E — R una forma bilineal simetrica en E. Son equivalents:
1. La forma bilineal ¢ és definida positiva.
2. Per a tota base de E, la matriu de Gram G en aquesta base satisfa det(G,) > 0, V1 <r < n.
3. Ezisteiz una base tal que la matriu de Gram G en aquesta base satisfa det(G,) > 0, V1 <
r<n.

3.4
SUBESPAIS ORTOGONALS I RELACIO AMB EL DUAL

SUBESPAIS ORTOGONALS

Fixem un espai euclidia (F,-). Donat un conjunt S de vectors d'E, en definirem el subespai
ortogonal S+. Les propietats de S+ sén analogues a les propietats dels anul-ladors que vam
definir per a l’espai dual.

Definici6é 3.4.1 (Subespai ortogonal). Donat un subconjunt S de E definim l'ortogonal de S
com el conjunt de vectors ortogonals a tots els elements de .S

Sti={z€FE|u-2=0,Yue S} (3.4.1)

Proposicié 3.4.2. Sigui S un subconjunt de E, on (E,-) és un espai vectorial Euclidia. Tenim
que

1. S+ és subespai vectorial d’E.

2. 8t =(5)*.

3.8 T C S, aleshores S+ C T+,

Demostracio. Siguin z,y € S+, o sigui x-u = y-u = 0, per a tot u € S. Aleshores, (z+y) - u =
r-u+y-u=0. Per tant, z +y € S*. Analogament, si A € R, aleshores Az € S*+. Pel que fa al
tercer apartat, suposem que F C G i que x € G*. Aleshores, x és ortogonal a tots els vectors
de G, en particular ho és als d’F. Per tant, v € F*. [ |

Proposicié 3.4.3. Sigui (E,-) un espai vectorial Euclidia. Si F' és un subespai vectorial d’E,

aleshores:

I. E=Fa&F*

2. dim F*+ = dim F — dim F.

5. (FHt=F.
Demostracio. Es immediat veure que F'N F+ = {0}. Prenem una base ortonormal {vy, ..., v}
de F'ila completem a una base de E tal que {vy,...,vx€k11,...,€,}. Apliquem ara el métode
de Gram-Schmidt per convertir aquesta base en una base ortonormal {vy, ..., Vg, Vgs1,- -, Un}-
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Observem que u; € F*+ quan j € {k+1,...,n}. Per tant, qualsevol v € E es pot escriure de
forma tnica com

v = (ajuy + -+ + agug) + (Qpp1Upr + -+ apuy) (3.4.2)

on el primer paréntesi pertany a F i el segon a F*. Aixo prova que F = F @ F*. La formula de
les dimensions se segueix de la suma directa. Es facil verificar que F' C (F*)*. Per dimensions
obtenim la igualtat d’espais vectorials. ]

Proposicié 3.4.4. Si F,G son dos subespais d’un subespai euclidia (E,-), aleshores
(F+G)Yr=F'nGti(FNG)t =F++G*. (3.4.3)

Demostracio. Per a la primera igualtat, provarem les dues inclusions. Si x € (F+G)*, aleshores
z(u+v) =0 per tot u € F'iv € G. En particular, si prenem u = 0 tenim que xv = 0 per tot
v € G, isiv =0 obtenim que zu = 0 per a tot v € F. Per tant, x € F*+ N G*. Per l'altra
inclusio, suposem que x € F+ N G+. Aleshores, zu = 0 per tot u € F'i zv = 0 per a tot v € G,
la qual cosa implica que z(u + v) = 0 i, per tant, € (F + G)*1. Per provar la segona igualtat
cal simplement aplicar la primera igualtat a F* i G+:

(Fr+GHt = (FH*Pn(GHt=FnaG. (3.4.4)
Aplicant 'ortogonal a ambdds costats de la igualtat obtenim la igualtat buscada. [ ]
Proposicio 3.4.5. Si S ={uy,...,us} és un conjunt de vectors d’un espai euclidia, ortogonals

dos a dos, aleshores aquest conjunt és linealment independent.

Demostracio. En efecte, si S és un conjunt de vectors diferents de 0 i ortogonals dos a dos, S
és linealment independent. Si > Mw; = 0 amb v; € S, per a cada vy, tenim

0= Lp(z N, vp,) = Z Noo(vi, vg) = Noo(vg, vg). (3.4.5)

. - .
Perd ¢ (v, vx) # 0, ja que v, # 0. Per tant, \¥ = 0, Vk, tal i com voliem. [ |
Proposicio 3.4.6. Si (E, ) ésun espai vectorial Euclidia i {eq, ..., ey} és una base ortonormal
B, aleshores les coordenades d’un vector u € E son (p(u,eq1),...,¢(u,e,)). En altres paraules,
u = Zaiei, amb a; = ¢(u, €;). (3.4.6)
i
Demostracio. Si B = {ey,...,e,} és una base ortonormal, aleshores wuy,...,u, son unitaris i
ortogonals dos a dos. De fet, la matriu del producte escalar ¢ és la matriu identitat tal que ens
queda:
0, sii#j
o(ui, uj) = { o (3.4.7)
1, sit=j.

Sabent tot aixo, sigui e; € B,j € {1,...,n} iv = >"be;. Aleshores, multipliquem a banda i
banda per e; i ens queda que v - e; = ¢(v,e;) =e; - . be;. Tenint en compte, per (3.4.7)), que
p(e;,e;) =1 <= i=j, ens queda que p(v,e;) = b;, tal i com voliem demostrar. |
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ESPAI DUAL
Definicié 3.4.7. Sigui F un espai vectorial. Definim ’espai dual d’E' com
E* = L(E,K). (3.4.8)

I es compleix que dim £* = dim £ - dimK = dim E. Els elements d’E sén aplicacions lineals
w: F— K i s’anomenen formes lineals.

Suposem que B = {ey,...,e,} és una base d’F.

Definicié 3.4.8 (Base d’E*). Considerem n formes e : F — K linealment independents i
que ens generin tot l'espai de les aplicacions d’E a K. Definim:

0, siik,

e; (ex) = 0, = : 7& (3.4.9)
1, sit=k.

El conjunt de formes lineals {e],... e’} és una base d’E* o base dual de B.

Donada una aplicaci6 lineal f : E — F' i una forma lineal w : ' — K de F', aleshores
composant obtenim una forma lineal I’'E: wo f: F — K.

Definicié 3.4.9 (Aplicacio dual). Sigui f : E — F una aplicaci6 lineal. Definim 'aplicacio
dual f*: F* — E* com f*(w):=wo f.

Proposicio 3.4.10. Sigui f : E — F una aplicacid lineal i A = Mg, ,(f) la matriu d’f en
bases By = {u;} i By = {v;} d’E i de F respectivament. Aleshores, la matriu d’f* : F* — E*
en les bases B i BT €s

Mgz :(f7) = A" (3.4.10)

Definicié 3.4.11 (Anul-lador). Sigui A C E un subconjunt d’E. Es defineix I'anul-lador d’A
com
A’ = {weE*

w(e) =0, Ve € F}. (3.4.11)

Proposicio 3.4.12. Se satisfan les condicions segiients:

1. A° és un subespai vectorial d’E*,
2. si B C A, aleshores A° C BY,
3. si F' és un subespai d’E, aleshores dim FY = dim £ — dim F.

La segiient definici6 ens servira per justificar la definicié de producte vectorial que treballem
en aquesta assignatura.

Definici6é 3.4.13 (®). Si E té un producte escalar ¢, podem definir 'aplicacio:

. F — LB

u — (P(w)(v) = p(u,v) =u-v. (3.4.12)

Proposicio 3.4.14. ® és un isomorfisme d’espais vectorials.

Demostracio. Hem de demostrar totes les condicions necessaries: ® és ben definida, és lineal, és
injectiva i exhaustiva.
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1. ®(u) és lineal, ja que:

(®(w))(v1 +v2) = u- (1 +v2) =w-vi+u-vy = (P(u))vr + (B(u))vs,

(®(u)(Av) = u- (M) = AMu-v) = M(P(uw))(v)), VA € R. (3.4.13)

2. ® és en ella mateixa lineal:

(P(v1 +v2))(v) = (ug +ug) - v =1y -v+uy-v=(P(u))(v) + (P(uz))(v), Vv € E
(P(Au))(v) = (Au) v =Au-v) = A(P(u))(v) = (A(u))(v), Vv € E.
(3.4.14)

3. @ és injectiva: suposem que ®(u) = 0. Aleshores, (®(u))(v) =0, Yv € E, que vol dir que
u-v=0, Yv € F. En particular, v -« = 0 i aix6 implica que u = 0.

4. ® és exhaustiva: im(®) és un subespai vectorial d’E*. Com que ® és injectiva, tenim que
dimker(®) = 0 i, per tant, dim(im(®)) = dim £. Com que dim F = dim E*, resulta que
dim(im(®)) = dim £* i la inclusi6 im(®) C E* és una igualtat.

|

En definitiva, ® porta el subespai ortogonal F* dun subespai F' C E al subespai d’E*
incident a F"
O(F+H)={fc E

Si v e F, llavors (®(u))(v) = u-v =0, Yu € F! i aixo implica que v € F++ = F. Per tant,

f=ou), ue F'}. (3.4.15)

O(F)={feE" | flv)=0, VveF} (3.4.16)
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vV

Formes canoniques dels endomorfismes

Intentarem donar una base d’E en la qual la matriu de f en aquesta base sigui el més senzilla
possible. Per exemple, veurem que tota matriu de mida 2 x 2 amb coeficients complexos és
conjugada a una, i només una, d’aquestes dues matrius.

4.1
PoOLINOMI MINIM

E és un espai vectorial sobre un cos K. Fixem també un endomorfisme f : E — E. Ens interes-
sa principalment la situacié en qué E té dimensi6 finita n. A partir del nostre endomorfisme
f 1 d’un polinomi arbitrari P(¢) definirem un nou endomorfisme P(f). Per aixo, utilitzarem
poténcies de f:

=L fl=f ff=fof... . fr=fof" (4.1.1)

Notem que si n = dim F, aleshores dim End(E) = n? i per tant, les poténcies d’un endomorfisme
f no poden ser totes linealment independents.

Definici6é 4.1.1 (Endomorfisme P(f)). Sigui P(t) = ap+ a1t + - - - + a,,t™ € K[¢] un polinomi
amb coeficients en K. Definim 'endomorfisme P(f) : E — E com

P(f) = aof’+arf' + -+ amf™. (4.1.2)

Exemple 4.1.2. Considerem P(t) = t—\. Aleshores, P(f) = f—AL SiQ(t) = (t—2)(t—1) =
t2 — 3t + 2, aleshores Q(f) = f2 — 3f + 2L

Proposicio 4.1.3. Si P(t),Q(t) € K[t] son dos polinomis, aleshores:

L(P+Q)(f) = P(f) +Q(f), (PQ)(f) = P(f) o Qf).
2. Els endomorfismes P(f) i Q(f) commuten: P(f)o Q(f) = Q(f) o P(f).

Definicié 4.1.4. L’aplicacié ®f

O K] — End(E)
P(t)=ag+ait+ -+ ant™ — Op(P):=P(f)=aofO+arf' + - +anf™
(4.1.3)
En aquesta aplicacio, com veiem, s’envia tot polinomi P(t) a I’endomorfisme P(f) definit ante-
riorment.

Proposicié 4.1.5. L’aplicacio @y és lineal i hi ha un polinomi M (t) € K[t] tal que ker(®s) =
{P(t) e K[t] | P(t) = Q(t)M(t),Q(t) € K[t]}. En altres paraules, el nucli ve donat pel conjunt
de maltiples d’M(t). A més, si E té dimensid finita es té M(t) # 0.

Demostracio.
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—> La linealitat de ® se segueix de la proposici6 anterior. Per tant, el seu nucli és un subespai
vectorial. Si ker(®) # {0}, escollim un polinomi M # 0 de ker(®f) de manera que sigui
de minim grau entre tots els polinomis no nuls de ker(®y). Vegem que ker(®y) = (M),
on (M) és I'ideal generat pel conjunt de multiples d’M. En efecte, (M) C ker(®y) per la
proposicioé anterior.

<= Si P(f) =)0, sigui P(t) = Q(t)M(t) + R(t) la divisio entera de P entre M. Aleshores,
R(f) = P(f) — Q(f) o M(f) = 0 i, per tant, R(t) € ker(®s) i té grau menor que M (t),
d’on deduim que R =01 P(t) € (M).

Si E té dimensi6 finita, aleshores End(F) també és de dimensi6 finita, i com que Iespai vectorial

K[t] no és de dimensio finita, ’aplicacié ® ¢ no pot ser injectiva, la qual cosa implica que ker(® )

{0}. |

Observacio 4.1.6 (Ideal). Com ja esmentavem abans, la notacié (M (t)) on M (t) és un polino-
mi indica 'ideal generat per aquest polinomi; és a dir, tots els polinomis de la forma Q(t)M (t),
amb @Q(t) polinomis qualssevol. Observem que si R(t) és un polinomi qualsevol i P(t) € (M(t))
aleshores R(t)P(t) € (M(t)).

Definicié 4.1.7 (Polinomi anul-lador). Els elements de ker(®¢) s’anomenen polinomis anul-ladors
d’f.

Definicié 4.1.8 (Polinomi minim). Si F té dimensi6 finita, el polinomi minim de f és I'anic
polinomi anul-lador pi¢(t) que satisfa ker(®;) = (u(t)) i tal que el coeficient del terme de major
grau és 1.

Exemple 4.1.9. Suposem que E = {0} i f = 0 és I'nic endomorfisme d’E. Aleshores, tot
polinomi P(t) va a parar a 'endomorfisme trivial i per tant, ker(®;) = K[t]. D’aqui, deduim
que el polinomi minim és ps(t) = 1.

El polinomi minim esta estretament relacionat amb el polinomi caracteristic.

Proposicio 4.1.10. Si E té dimensio finita, tota arrel del polinomi caracteristic d’f és una
arrel del polinomi minim.

Demostracio. Sigui pr(t) = ag + a1t + -+ - + at™. Si A és una arrel de py(t), aleshores hi ha
0 # v € E tal que f(v) = M. Per tant, tenim que f*(v) = A per a tot 7. Deduim, doncs, que

0=prt)v=av+a f(v)+ -+ anf™W) =av+av+- -+ A" =prA\v.  (4.1.4)

Com que v # 0, resulta pp(A) = 0 i, per tant, A és arrel de p4(%). |

4.2
SUBESPAIS INVARIANTS

Definicié 4.2.1 (Invariant per l'accio d’A). Si A és una matriu de mida n x n que descompon

A= (1?)1 22) , (4.2.1)

on A; és la matriu n; X ny 1 Ay és una matriu ny X ny amb n = ny + ny els subespais F 1 Fy de

en blocs de la forma

K", generats respectivament pels n; primers vectors de la base canonica i pels tltims nsy vectors
de la base canonica de K" son invariants de l'accio d’A. Es a dir, es té Av € E;,Vv € E;.
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Definicié 4.2.2 (Subespai f-invariant). Diem que un subespai F' d’E és invariant per f, o
f-invariant, si f(F) C F.

Definici6 4.2.3 (Restriccio de f en /7). En un subespai f-invariant, f indueix un endomor-
fisme d’F que denotarem per f|p. Es té: f|rp(v) := f(v),Yv € F. En particular, f|r és un

endomorfisme tal que
f’ = f|F  F — F
v o f() (4.2.2)

i anomenarem restriccio de f en F.

Proposicié 4.2.4. Sigui FF C E un subespai f-invariant i sigui f' := f|p la restriccio de f a
F. Aleshores, el polinomi minim iy (t) de f' divideiz el polinomi minim jis(t) de f.

Demostracio. Recordem que ji¢(t) és un element del nucli de aplicacié ®; que envia un polinomi
P(t) a 'endomorfisme P(f) d’E. En particular, sabem que p¢(f) = 0. Aixd implica que
pr(f)(u) = 0,Vu € E i, per tant, es té que pus(f')(v) = ps(f)(v) = 0,Yv € F. Per tant, el
polinomi /i 7(z) és un element del nucli de 'aplicaci6 que envia un polinomi P(t) a ’endomorfisme
P(f') de F. Per tant, p17(t) és un multiple de pp/ (). |

Corol-lari 4.2.5. Siguin F,G C E dos subespais f-invariants. St les restriccions a F' i a G
tenen polinomis minims primers entre ells, aleshores F NG = {0}.

Demostracio. Si F,G son f-invariants, aleshores també ho és F'NG i, per la proposicié anterior,
, el seu polinomi minim és 1 (ja que per la proposicio, sabem que el polinomi minim de la
restriccio a F' N G divideix els polinomis minims de les restriccions a F' i G, respectivament),
perd per hipotesi aquests sén primers entre ells. Anem a veure que H és un espai vectorial i g
és un endomorfisme tal que p,(¢) = 1, aleshores H = {0}. En efecte, en aquest cas la proposicio
ens diu que ker(®,) = (1) = K[t] i, per tant, ®, és I'aplicacio lineal &, = 0. En paritcular,
0 = ®,(1) = Iy i, per tant, H = {0}. Aplicant aquest resultat a H = F' N G obtenim el
corol-lari. [ ]

Proposicio 4.2.6. Si P(t) és un polinomi, aleshores els subespais ker(P(f)) i im(P(f)) d’E
son subespais f-invariants.

Demostracio. Aixo es pot reescriure com: si f : V. — V' és lineal, aleshores, per cada polinom:i
Plz] els subespais im P(f) i ker P(f) son f-invariants. Per a aquesta demostracié usarem una
observacio, la segilient:

Observacio 4.2.7. Per a cada polinomi P tenim que f o P(f) = P(f)o f.

Suposem A € ker P(f). Considerem l'expressio P(f)(f(\)). D’aqui és facil veure que
P()(fN) = f(P(fYAN), 1 P(f)(A) = 0, concretament f(\) € ker P(f), per hipotesi. Aix{
doncs, f(ﬁ) — 0. Hem deduit que ker P(f) C ker f. Analogament, suposem A = p(f)(u) €
im P(f). Aleshores, apliquem f a ambdos costats de la igualtat i ens queda f(X) = f(p(f)(u))

p(f)(f(u)) per linealitat, d’on f(\) € im P(f). ;

Proposicio 4.2.8. Sigui pus(t) = P(t)Q(t) amb P,Q primers entre ells. Aleshores,
E = ker(P(f)) ® ker(Q(f)). (4.2.3)

A més, el polinomi minim de la restriccid d’f a ker(P(f)) és P(t), i el polinomi minim de la

restriccio a f a ker(Q(f)) és Q(t). [CLO9|
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4.2 Formes canoniques dels endomorfismes

Demostracio. Els polinomis P(t) 1 Q(t) son anul-ladors de ker(P(f)) i ker(Q(f)), respectivament.
Per tant, per la proposicio i com que P(t) i Q(t) son primers entre ells, sabem que els
polinomis minims de les restriccions a ker(P(f)) i ker(Q(f)), respectivament, son primers entre
ells. Per tant, podem aplicar el corol-lari[£.2.5i afirmar que ker(P(f))Nker(Q(f)) = {0}. D’altra
banda, és facil veure que im(Q(f)) C ker(P(f)) iim(P(f)) C ker(Q(f)). Comprovem la primera
inclusio: si u = Q(f)(v) € im(Q(f)) aleshores es té P(f)(u) = P(f)Q(f)(v) = us(f)(v) =01,

per tant, u € ker(P(f)). Suposant n = dim F, aquestes inclusions ens indiquen que

n = dimker(P(f)) + dimim(P(f)) < dimker(P(f)) + dimker(Q(f)) (4.2.4)
= dim(ker(P(f)) @ ker(Q(f))) < n. -

Les dues inclusions son, doncs, igualtats i ens queda E = ker(P(f)) @ ker(Q(f)). Sigui ara f' la
restriccio d'f a ker(P(f)) i f” la restriccio a ker(Q(f)). Com que P(t) i Q(t) son anul-ladors de
f'1f", respectivament, sabem que g (t) divideix P(t) i que ppv(t) divideix ¢(¢). D’altra banda,
el polinomi fup(t) - pupr(t) és un polinomi anul-lador de f. En efecte, usant la descomposicio
E =ker(P(f)) @ ker(Q(f)) podem escriure tot vector d’E com u = u; + uy de forma tnica, on
uy € ker(P(f)) 1 ug € ker(Q(f)) i obtenim que
)

pop (g (F)(w) = ppr (g (F) (ua) 4 pape () pogr (f)(ug) = 040 = 0. (4.2.5

)
Per tant, sabem que pup/ () g (t) és multiple de P(¢)Q(t). Juntament amb el fet que pp(t) | P(t)
1pp(t) | Q(t), deduim que pp(t)ppn(t) = ps(t). Aixi donces, ens queda que pp(t) = P(t) i
() = Q(2). 0

Naturalment, si ara P(t) o Q(t) descompon en factors primers, podem descompondre ker(P(f))
o ker(Q(f)) en suma de subespais invariants i procedir iterativament amb aquest métode tantes
vegades com sigui possible. Ho enunciem de la segiient manera:

Teorema 4.2.9 (Primer teorema de descomposici6). Si el polinomi minim de f és

pp(t) = (6™ - ()™ (4.2.6)

on w;(t) son factors irreductibles de is(t) aleshores es té una descomposicid en subespais f-

mvariants tal que
E=FE® ---®FE, (4.2.7)

on E; = ker(u;(f)™) i el polinomi minim de la restriccié de f a E; és p;(t)". A més, aquesta
€s la unica descomposicio d’E com a suma directa de subespais f-invariants que satisfa aquesta
propietat.

Demostracio. Per la proposicid obtenim una descomposicié com la que queda enunciada
en aquest teorema. Per tant, només cal provar la unicitat de la descomposicié. Suposem que
donada la segiient descomposicié en subespais invariants £ = E' @ --- @ E” de forma que el
polinomi minim de la restriccié de f a F; té polinomi minim p;(¢)™. Aquesta darrera condici6
ens implica que F; C ker(u;(f)™). Mirant les dimensions, tenim que

n=dimF; + --- + dim F, < dimker(p(f)™) + - - - + dimker(u,.(f)") = n. (4.2.8)

Totes les desigualtats de (4.2.8)) han de ser igualtats i, finalment, obtenim que F; = ker(u;(f)™),i =
1,...,7. |
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Subespais invariants 4.2.13

Observacio 4.2.10. Si escrivim la matriu A d’f en una base E formada per les bases de
cadascun dels subespais FE;, aleshores obtenim una matriu diagonal a blocs, de la forma

A 0 0
0 Ay - 0
0 O - A,

on A; és la matriu de f|g, en la base d’E; (aqui, les matrius A; son matrius quadrades de mida
dim E; x dim F; i els zeros indiquen matrius trivials de la mida que els correspongui). Per tant,
veiem que 'estudi d’A es redueix a ’estudi individual de cada bloc A;.

Exemple 4.2.11. Sigui f : R? — R? I'endomorfisme d’R? en qué la base canonica té per

matriu
2 1
A= (_3 _2) . (4.2.10)

Calculant iterativament les poténcies d’A tenim que A% = I,. Aixi doncs, A% = Ai A* = I,, i aix{
successivament. Per tant, podem deduir facilment que el polinomi P(t) = ¢*—1 = (t+1)(t — 1)
és un polinomi anul-lador d’f. Suposem diversos casos:

L. ps(t) = (t — 1): aleshores, ps(f) = f — I, =0, d’'on deduim que f = I,.

2. pg(t) = (t+1): aleshores, f = —I.
Com que, clarament, aquestes conclusions no son certes, cal que P(t) | pus(t). Per tant, tenim
que ps(t) = P(t) = (t — 1)(t +1). Usant (ITD), podem escriure £ = E; @& E, on
Ey =ker(f —1) = ((1,—-1)) i Ey = ker(f + 1) = ((1,—3)). La restricci6 de f a Fj és I, mentre
que la restriccio de f a Ey és —I. Per tant, la matriu de f en la base {(1,—1), (1, —3)} és

((1) _01) . (4.2.11)

Veiem que, en aquest cas, F; i F5 no sén més que els subespais propis 1 i —1, respectivament.

Definicié 4.2.12 (Involucio). Sigui un endomorfisme f : E — E d’un espai vectorial E. f
és una involucid si f? = 1.

Exemple 4.2.13. Com a generalitzaci6é de ’exemple anterior, considerem una involucié f d’un
espai E, tal que dim F = n. Aleshores, com en I'exemple anterior, uf(t) | (£*—1) = (¢+1)(t—1)
és un polinomi anul-lador d’f i dividirem en els segiients casos:
L. ps(t) = (t — 1): aleshores, f =1.
2. pgp(t) = (t+1): aleshores, f = —L
3. pp(t) = (t+1)(t — 1): aleshores, £ = Ey @ Es, on el polinomi minim de la restriccio f|g,
és (t — 1) i el polinomi minim de la restriccio f|g, és (t + 1). Per tant, la restriccio f|g,
és I 1 la restriccio f|g, és —I. Prenent la uni6 de les bases de E; i Es, la matriu de f en

aquesta base és
Iy O
( 0 —]IkQ) , (4.2.12)

on k1, ky sén les dimensions d’E; i Es, respectivament.
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Formes canoniques dels endomorfismes

1
0 r files
1

-1
0 n — r files.
-1

Figura 4.1: Descomposant [, i I, ens quedaria una matriu tal que aixi. Font: |[CL09|

Definici6é 4.2.14 (Estructura complexa en F). Sigui un espai vectorial F complex. Un endo-
morfisme f d’E és una estructura complexa en E si f compleix que fo f = —I i, a més, hi ha
una base tal que la matriu d’f en aquesta base és diagonal amb +i a la diagonal.

Proposicié 4.2.15. Si k és un valor propi de f, aleshores (t — k) | pus(t).

Teorema 4.2.16 (Teorema de diagonalitzacio). Un endomorfisme és diagonalitzable si, i no-

més si, el seu polinomi minim descompon en factors lineals no repetits.

Demostracio.

= Provem primer que si ps(t) = (t —a1)---(t — a,) amb a; # a;,Vi # j, aleshores f és

diagonalitzable. Recordem primer que per la proposicié tot valor propi és arrel de
piy(t). Per[£.2.9(PTD), podem escriure B = Ey&---® E,, on E; = ker(f —a;I). Observem
que E; no és més que el subespai propi de valor propi a; (a més, si a; no és valor propi,
aleshores per definici6 de valor propi E; = {0}). Per tant, sabem que existeix una base de
vectors propis d’E formada per la uni6 de les bases d’FE;.

<= Ara ens toca suposar que f és diagonalitzable. Aixi, siguin A{,..., A, els valors propis
d’f. Sabem que E és suma directa d’espais propis tal que £ = F; @ --- @ E,, on E; és
el subespai propi de valor propi A;. El polinomi minim d’f restringida a E; és justament
(t — A;). Aixo implica que el polinomi P(t) := (t — Ay)---(t — As) | pyp(t). Per veure
que pg(t) = P(t) solament cal demostrar que P(t) és anullador de f. Donat u € E,
prenem la descomposicié formada per la suma directa u = u; + - - - + ug, us € E; i prenem
(f = D)+ (f = \D)(u).
(f =MD - (f = A (u)
= (f = A -+ (f = AD(f = MI)(ua) (4213)
+(f =MD = Asl) - (f = AD(f = Aal) () + -+ + -
— - =
F(F =MD (= A () = 0+ + 0 = 0.
Com a nota final, es pot donar un cop d’'ull a la demostracio oferta a [CL09|. [ |

74



v/

Espais afins euclidians

5.1
PROJECCIO ORTOGONAL

DEFINICIO

Sigui E' un espai vectorial amb producte escalar. Sigui F' un subespai d’F i sigui v € E. Com
que £ = F @ F*, podem escriure v = vp + w de manera tnica amb vy € F'iw € F*. El vector
vp s’anomena projeccio ortogonal de v sobre F'.

CALCUL DE PROJECCIONS

Proposicio 5.1.1. Sigui ey, ..., e, una base ortonormal d’F. Aleshores,
pI‘F(U) = (0'61)61 + -+ (v-ek)ek. (511)
Demostracio. Ampliem eq, ..., e, a una base ortonormal eq, ..., e, d’E. Escrivim v en compo-
nents:
v=2mx1e1 + -+ Tpep + Tpr1€hi1 + -0+ Tpey. (5.1.2)
D’altra banda, x1 = v -eq,...,x = veg, ja que la base eq, ..., e, és ortonormal. ]

Observacio 5.1.2. Observem que (v - €;)e; és la projeccioé ortogonal de v sobre (e;).

Demostracio alternativa de Cauchy-Schwarz. Posem F' = (v) = (e;) amb |le1|| = 1. Llavors,
v v u-v
prp(u) = (u-e1)ep = (u ) = v. (5.1.3)
" [l floll loll?
Pel teorema de Pitagores, || prp(u)||? + ||u — prp(u)||* = [Jul|?. Aleshores,
(u-v)®
0 < Jlu=prp(u)|* = [lull® = [ prp(w)l* = llull® = === llv]
Il (5.1.4)
2 (u-v)?
lull” = e ju - v < lull - [Jol].
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5.2.1 Espais afins euclidians

5.2
PRODUCTE VECTORIAL

Volem relacionar el producte vectorial i ’espai dual, ja que la definicié del primer no és sin6
conseqiiéncia del segon. De fet, tota convergéncia sorgeix del segiient fet:

Proposicio 5.2.1. Tot producte escalar en un espai vectorial E defineix un isomorfisme canonic
E ~ FE*, on E* és l’espai dual d’E.
PRODUCTE VECTORIAL

Sigui F un espai vectorial amb un producte escalar tal que dim £ = 3. Fixem també una base
ortonormal eq, e9,e3 d'E.

Teorema 5.2.2. Donats u,v € E, existeix un unic vector u A v tal que

(uAv) - w=det(u,v,w), Yw € E. (5.2.1)

€
Demostracio. Donada la base ortonormal fixada i dos vectors u,v € FE, podem definir una

aplicacio f: E — R tal que f(w) = det,,(u,v,w). Aquesta aplicacio és lineal, ja que

flwr, wy) = det(u, v, wy + wy) = det(u, v, wy) + det(u, v, wa) = f(wi) + f(w2).

€

fAw) = deet(u,v, ) = )\deet(u,v,w) = Af(w),VA e R. (5:2.2)

Per tant, f € E*. Aleshores, existeix un tnic vector d’F, que denotem per u A v, tal que
(P(uAv))(w) = (uAv) w, Vw € E. (5.2.3)
|

Definicié 5.2.3 (Producte vectorial). El producte vectorial d’u i v és una operacié bilineal que
retorna el vector u A v, el qual té les segiients propietats:

Lo (up +u) ANv=1u3 Av+ ug Av;

2. (Au) Av=ANuAwv), VX €R;

3. uN (v +vg) =uAvy +uA v

4o uN (M) =AMuAv), VA eR.

Demostracio. Donat w € E qualsevol, tenim per que

((uy +u2) Av) - w = det(uy + us, v, w).

(uy Av+us Av)-w = (ug Av) - w+ (ug Av) - w detlun o) +detluz o), det(ug + ug, v, w).

(5.2.4)

Per tant, (u; + ug) A v =1u; A v+ us Av. Les altres igualtats es demostren per analogia. |

Propietat 5.2.4 (Altres propietats del producte vectorial).
I vAu=—(uAv), Yu,ve E.
2. uANv és ortogonal a u i av.
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Producte vectorial 5.2.4

uANu=0, VuekF.

uANv=0 <= u,v son linealment dependents.
SiuAv#0, aleshores (u Av) = (u,v)*.
e1\Neg =e3, e Neg =e1, €3\ e = eo.

O A~ o

=

Donats u = x1eq + xoes + T3e3 1 UV = Y€1 + Ya€o + yszez tenim que

I Y1 €
UNV =Ty Yo e3]. (5.2.5)
T3 Ys €3

S (uANv)Aw = (u-w)v — (v w)u.
9. (unv)ANw+ (vAw) ANu+ (wAu) ANv =0 (identitat de Jacobi).

10. (u1 N U/2> . (1)1 A\ U2) = (Ul . U1>(U2 . U2) — (u1 . ’U2)<'LL2 . U1>.
11. Donats u,v no nuls, 30 € R, 0 < 0 < 7 tal que

lu Al = [|ull - o] - sin(6) (5.2.6)

w-v = [l - o]l - cos(6)

Demostracio. Ho dividirem en 11 demostracions diferents, una per cada apartat.

1. Donat w € F qualsevol, aplicant les propietats dels determinants:
—(uAv)-w=—det(u,v,w) = det(v, u,w). (5.2.7)
2. Es directe donat que el determinant d’una matriu amb dues columnes iguals és 0:

uAv)-u=det(u,v,u) =0,

(uAv)
(uAv)-v=det(u,v,v) =0. (5.2.8)

w

Comque v Au=—(uAv),uhNu=—(uAu) <= 2(uAu)=0 < uAu=0.

4. 81 v = Au, aleshores u Av = u A (M) = AMu Au) = 0. Reciprocament, si u Av = 0
llavors det(u, v, w) = 0, Yw € E i aixd implica que u, v sén linealment dependents. En cas
contrari, podriem escollir w tal que u, v, w fos una base de E i, per tant, det(u,v,w) # 0.

5. Com que (uAv)-u=01i(uAv) -v=0,tenim que (uAv) C (u,v)t. Arabé, si uAv # 0,
u,v son linealment independents i dim(u,v) = 2. Aixi doncs, dim(u,v) = dim(u,v)* i,
per tant, la inclusi6é ha de ser igualtat.

6. e Aeg € (e1,ea)T = (e3), ja que la base ey, ey, e3 és ortonormal per hipotesi. Per tant,

e1 A\ ey = ez per a algun A € R. A més,

100
A= (Xeg)-e3=(e1 Ney)-e3 =det(eg,eq,e3) =10 1 0| =1 (5.2.9)
001
Les altres dues igualtats es demostren de la mateixa manera, tenint en compte que
det(€2,€3,61) = det(eg,el,eg) =1. (5210)

€i €i
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5.2.1

7.

Espais afins euclidians

Per bilinealitat, tenim:

uAv = (2161 4+ Toes + 2363) A (Y161 + Y2 +y3e3) = T1y1€1 A ey +T1y2e1 Aes +21yser Aeg

+ Zoyi1€2 N\ €1 + TaYysea N €a + XTaysea N e3 + T3y1€3 N\ €1 + T3yaes N\ €3 + T3yses N €3

1 Y 1 Y T2 Y2
= (r1Y2— es—(T1ys—x er+ (r2ys —x e; = es— es+ e
(212 2y1)e3 — (113 3y1)€2 + (T2ys — T3y2)e1 Ty Yo 3 T3 Y3 2 T3 Ys
1 Y1 a
= |T2 Y2 E€2]. (5211)
T3 Y3 €3
8. SiuAv =0, llavors u,v son linealment dependents. Si v = Au, llavors:
(u-w)(Au) — (M) - w)u = AMu - w)u — Mu - w)u = 0. (5.2.12)

9.

11.

78

Si uAv # 0, aleshores (uAv) Aw € (uAv)T = (u,v). Per tant, (uAv)Aw = au+Bv, a, B €
R. Per determinar-los, fem el segiient:

u = (l‘l, Ta, 5(33),
v = (y1,92,Y3),
w = (21, 29, 23)
(uAv) ANer = (0, 21y2 — Toy1, —T3y1 + T1Y3) =
(uAv) Neg = (=212 + 22y1, 0, Boys — T3Y2) =
(uAv) Aes = (z3y1 — T1Y3, —Tays + 3Y2,0) =

U AV = (Toys — T3Ya, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

5.2.13
—y1 (@1, T2, 23) + 21(Y1, Y2, U3), ( )
—y2(x1, T, 3) + T2(Y1, Y2, Y3),
—y3(x1, T2, T3) + x3(Y1, Y2, Y3)-

En tots tres casos es compleix que (v Av) Aw = —(v - w)u + (u - w)v. Com que tots dos

membres de la igualtat depenen linealment de w, és suficient haver comprovat la igualtat
en una base.

Aplicant que (u Av) Aw = (u-w)v — (v-w)u, tenim:

(uAv)ANw = (u-w)v—(v-w)u
(vAw)Au=(v-u)w— (w-u)v
(wAu)Av=(w-v)u—(u-v)w

(uAV)ANw+ (WAw)Au+ (wAu) Av=0. (5.2.14)

. Primerament, (uy A ug) - (v1 A vg) = det(uy, ug, v1 A vg). Ara operem:

)
det(vl N V2, ul,u2) ((Ul VAN Ug) A Ul) Uy = ((Ul . Ul)vg - (UQ . ul)vl) * U

__('LL1 ~v1)(ug - v9) — (uy - ve)(ug - v1). (5.2.15)

Apliquem la férmula anterior:

lu Aol = (uwAv) - (uAv) = (u-u)(v-v) = (u-v)(v-u) = [ul®lJv]* = (u-v)*. (5.2.16)

Si definim a = % ib= ”uﬁ:ﬁvH, aleshores,
Av||? + (u-v)?
T ~ 1. (5.2.17)
]| |v]?
Per tant, a = sin(6), b = cos(#) per a algun §. A més, a >0 — 0<60 <.
|



Distancia entre varietats lineals 5.3.4

Observacio 5.2.5. Cal tenir en compte que el producte vectorial no és associatiu. Per exemple,

€1 A (61/\62) =€ /\63 = —€9,

(e1Ner)Aeg=0Ney =0. (5.2.18)

Falta discutir com depén el producte vectorial de la base ortonormal eq,es, e3 escollida al
principi. Sigui uq, us, u3 una altra base ortonormal. Llavors:

det(u, v, w) = det(uq, us, uz) - det(u, v, w), Yu,v,w € E. (5.2.19)
e; e; e;
Escrivim els vectors By = wuq,us,u3 en components en la base By = ey, e9,e3 i obtindrem

una matriu Mg, s, = M, que és la matriu de canvi de base. Com que totes dues bases son
ortonormals, tenim que M? M = I, pero:

MM =1 = det(M"M) =1 = det(M)* =1 = det(M) = +1. (5.2.20)

Per tant, det,,(u1, ug, u3) = £1. Aix0 ens diu que dete, (u, v, w) = £ det,, (u, v, w), Yu,v,w € E.
Ara bé, donat que ey, es, €3 1 uq, us, u3 siguin totes dues ortonormals.

Observacio 5.2.6. El producte vectorial s’ha de definir en un espai vectorial euclidia orientat
(E, le1,e2,e3]) de dimensio 3 on la base ey, ey, e3 sigui ortonormal. Aleshores, el valor dels
determinants no varia si canviem ey, es, e3 per qualsevol altra base ortonormal u, us, us positiva.

Proposicio 5.2.7. Si u,v son vectors tals que u N v # 0, aleshores u,v,u A v és una base
positiva.

Demostracio. Directament, dete, (u,v,u Av) = (uAv) - (uAv) = ||luAv|?>0. |

5.3
DISTANCIA ENTRE VARIETATS LINEALS

Definicié 5.3.1 (espai afi euclidia). Un espai afi euclidia és un espai afi (A, E') on l'espai vec-
torial E té definit un producte escalar.

Definici6 5.3.2 (Distancia). Una distancia entre dos punts p,q € A com d(p,q) := ||pd]|, és a
dir, la distancia és una aplicaci6

d: AxA — R

(p,q) — d(p,q) = |pdll, (5.3.1)

on es compleix:

1. d(p,q) =0,
2.d(p,q) =0 < p=yq,
3. d(p,r) <d(p,q) + d(q,r) (desigualtat triangular).

Teorema 5.3.3 (Teorema de Pitagores). pg-gf =0 = d(p,r)? = d(p, q)? + d(q,r)2.

Definicié 5.3.4 (Distancia entre varietats lineals). Donades dues varietats lineals Ly = a;+ F}
ilLy = as+ F5, tenim que la distancia entre varietats lineals és la minima distancia que dos punts
de varietats lineals arriben a assolir:

d(Ll,Lg) = inf{d(l?l,ﬂ,’g) ’ xr1 € ]Lq, To € LQ} (532)
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5.8.1 Espais afins euclidians

Figura 5.1: La distancia entre dues varietats lineals.

Teorema 5.3.5. Donades Ly i Ly, existeizen p € Ly i q € Ly tals que d(ILy,1Le) = d(p, q).

Demostracio. Posem Ly = a; + Fy 1 Ly = as + Fy. Es suficient demostrar que existeixen p € L,
iq e, tals que ﬁ € Fit N F}. Podem expressar

aay =u+v, uc F+Fy, ve (F + Bt (5.3.3)

Ara posem u = uy + ug amb u; € Fy i us € Fy. Considerem els punts p = a1 +u; i ¢ = p + v.
Tenim que p € L i, a més:

g=pt+v=a1+u+v=a;+uU— U+ V=0 + ara; — Uy = ay — Us (5.3.4)
i, per tant, ¢ € Ly,. Com que m =0 € (Fi + Fy)* = F- N F§, la demostraci6 esta acabada. M

Teorema 5.3.6. Suposem que existeixen punts p € Ly i q € Ly tals que m és ortogonal a Fi 1
Fy (ho podem posar com p§ € Fi- N Fy-). Llavors, d(p,q) = d(Ly,Ls).

Demostracio. Per a tot parell de punts x1 € L 1 x5 € Ly, volem calcular la distancia entre z; i
To:

— Pitagores
d(x1,72)* = ||7075))* = ||70h + PG + qo5||> —== ||p|* + |7 + qz3||* > [|pdlf* = d(p, q)*.
(5.3.5)
on hem tingut en compte que z1p € F, qz5 € Fy i pj € Fi- N Fit i que

zﬁ-r@z()im«mw@):o, (5.3.6)

P -5 =0

Per tant, d(z1,22)* > d(p,q)* = d(z1,22) > d(p,q), Va1 € Ly, 25 € Lo. |

DISTANCIA ENTRE UN PUNT I UN HIPERPLA

En cas que les dues varietats lineals siguin un punt i un hiperpla, respectivament, podem calcular
la distancia entre ells de la segiient manera: Ly = {p} 1Ly = a+ F, dim F = n — 1. Considerem
el punt pr, = (p + F*) N Ly, que s’anomena projeccié ortogonal de p sobre LLy. Notem que F*
és una recta, ja que dim Ft = 1; pp, existeix donat que p + F* no és parallela a LL: el punt p
existeix i és unic. Com que m € F* i podem aplicar el teorema: d(p,ILy) = d(p, pL,)-
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Distancia entre un punt i un hiperpla 5.3.9

b . . ..
El vector u = HPEQ 7 és unitari i
2

prab = Ipblle = prob - u = |l (u - u) = ||Pbl

(5.3.7)
@:‘WL;?LPLQ = @'UZCWL;'U‘FPM?U:||@L_Z%||:d(P,L)-
Per tant,
png
ap-u=d(p,L), u= . (5.3.8)
Hpﬂa%“
Podem acotar-ho una mica més dient que d(p,L) = \@ -], on v és un vector unitari en la

direccié F*, és a dir, que n’és generador. En tal cas,

. pb
v = iw. (5.3.9)

Proposicio 5.3.7. Es compleix que la distancia d’un punt a un hiperpla és:

d(p,L) (5.3.10)
VAPt (AP
Demostracio. Utilitzarem el segiient lema per demostrar-ho.
Lema 5.3.8. En referéncia ortonormal, el vector (Ay, ..., A,) és ortogonal a I’hiperpla d’equa-

cio Ayxy + -+ Az, + B=0.

Suposem que 'hiperpla L té equaciéo L = Ajxz; + -+ + A, X, + B = 0, en una referéncia
ortonormal {g;ey,...,e,}. La direcci6 de L és

F={(z1,...,2,) € R" | Ayz1 + - + A, X,, + B =0}. (5.3.11)

Com que la referéncia és ortonormal, Ajxy + -+ + A, X, + B = (Ay,..., A,) - (21,...,2);
(A1,...,Ay) € F*. Aleshores, v = ——Aleon) 6 yp generador unitari de FL. D’aqui:

1

VA 4 ()

1
\/(A1)2+“.+(An)2‘ 11 (Aray )| ( )

V(A2 + -+ (A,)?

d(p7]L) = |@U’ = |(p1 — a1, ..., Pn _an) : <A177An>’

, on v és ortogonal a la direccié d’LL.

Exemple 5.3.9. Donats p = (—1,0,4)iLL : 2z —5y+2—1, podem trobar els vectors generadors
d’L de tal manera que L. = (1,0, —1) + ((1,0, —2), (0, 1,5)). Aleshores:

1 0 €1
0 1 ey =es+2e —bey=uvy Avy, FT=((2,-5,1)). (5.3.13)
-2 5 €3

81



5.3.2 Espais afins euclidians

Volem trobar una recta r que sigui la recta perpendicular al pla L, p + F*:

Sr+2y+5=0

r—22+9=0 (5.3.14)

r=(—1,0,4)+((2,-5,1)), r = {

La interseccioé r N L resulta en una varietat lineal de dimensié 0, un punt, donat que tracen un
sistema compatible determinat:

32 5 119 2 5 -1
pL:( )W:( —) — d(p,L) = || =

s —Z 2 3.1
307 30" 30 307 30" 30 (5.3.15)

1
V30
Perod com treballem a R?® amb referéncia canonica, la qual és ortonormal, podem aplicar la

formula:
2-(=1)=5-0+4—1] 1

dip.L) = .
(p, L) JIt+25+1 V30

(5.3.16)

DISTANCIA ENTRE DUES RECTES DE L'ESPAI TRIDIMENSIONAL

5.3.2.1 Rectes paral-leles

Suposem que les rectes son paral-leles: posem r = a+ (u) i s = b+ (u). Per definicio, la distancia
entre r i s coincideix amb la distancia entre a i un punt a’ € s tal que aa’ - uw = 0. El calcul d’a’
es pot fer tallant s amb el pla ortogonal a r i a s que passa per a.

Proposicio 5.3.10. Si la referéncia €s ortonormal, podem calcular la distancia sense necessitat
de trobar el punt o', de la segiient manera:

—
d(r,s) = ||ad'|| = (5.3.17)
[
Demostracio. En efecte, si la referéncia és ortonormal:
ab — 7 — 7 —
ab Au = (ad" +a'b) Nu=aa Nu+a'bAu=aad Au. (5.3.18)

Prenent la norma, i tenint en compte que aa’ i u formen un angle de 90 graus, tenim que:

_>
lab Aul = llaa'| - ul] - |sin (5)] = dla.a)- llull < d(r,s) = (5.3.19)
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Distancia entre dues rectes de I’espai tridimensional 5.3.12

5.5.2.2 Rectes encreuades

Suposem que ara les rectes son no paral-leles, és a dir, r = a + (u) 1 s = b+ (v) son disjuntes i
u, v son linealment independents.

Teorema 5.3.11. Donades dues rectes r, s que s’encreuen (no es tallen ni son paral-leles) a R?,
existeir una unica recta t que talla v i s perpendicularment. Es compleix que d(r,s) = d(zo, o).

Demostracio. Com hem indicat ja, podem considerar punts variables:

r=a+Au€Er,

y—bives (5.3.20)

i imposar que 7 -u = v = 0 (en altres paraules, que el vector Z{ és ortogonal a u,v).
D’aquesta manera, obtenim punts tnics g € r i yg € s determinant I'tinica recta que talla i és
perpendicular a r i s simultaniament. Diem que aquesta recta és la perpendicular comuna a r i
s. Tenim, doncs, que d(r,s) = d(zo, yo)- |

Demostracio alternativa. Posem Ly = a; + Fy i Ly = ay + Fy. Es suficient demostrar que
existeixen 79 € Ly i yo € Ly tals que xoyy € Fi- N F;-. Podem expressar aras com la suma
directa de dos vectors u, v: OTCL; =u+vambu € Fi+F,ive (F+ FQ)J—. Ara posem
u = uy + ug tals que uy € Fi i ug € Fy. Considerem, doncs, els punts xg = ay +uq i yg = x¢ + v.
En conseqiiéncia, ag € IL;. Operant:

Yo=a1F+u +v=a1+u—uUs+v=a;+ aa5 — Uy = ay — Us. (5.3.21)
Per tant, yy € Lo. Com que Zoyp = v € (Fy + Fy)* = F{-N F3-, la demostracio esta acabada. M

Observacio 5.3.12. La perpendicular comi de r i s també es pot pensar com la intersecci6
dels plans a + (u,u Av) 1 b+ (v,u Av). El teorema, doncs, es pot provar de la segiient manera:

Demostracio alternativa. Considerem els plans L = a + (u,u Av) i M = b+ (v,u A v) on el
producte vectorial esta referit a la base canonica d’'R®. Notem que r C L i s C M. Com que
u,v,u A v é una base d’R? els plans L i M no sén parallels. Sigui t € L. N M. Si posem
t = c+ (w), llavors:

(w) = (u,u Av) N {(v,u Av) = (uAv) (5.3.22)

i, per tant, ¢t és perpendicular a r i a s. A més:

rcl,tCL = rNt#0 = Ip=rnt,

SCM,tCM:Sﬂt%@:qusmt' (5323)

Si existis una altra recta t’ que tallés r i s perpendicularment, llavors ¢ tindria la direccié (uAv).
Posant p' =t' Nr, ¢ =t N s tindriem que:

/ —
peracr = ap € (u).

— (5.3.24)
t'=p +uAv)=a+ap + (uAv) Ca+ (u,uAv).
Obtenim ¢’ C IL i, analogament, t' C M i, per tant, ' = LN M = ¢. [ |
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5.3.2 Espais afins euclidians

Per calcular la distancia entre les rectes r = a + (u) i s = b+ (v) considerem un vector
w € (u,v)* ortogonal a u,v. Observem que w i Zoyy sén proporcionals.

perp. comu

Proposicié 5.3.13. Es compleix que

(wAv-ab) det(u,v,%).

lunoll ual

d(r,s) = (5.3.25)

Demostracio. Descomposem % = cz_>x0 + oo —i—%‘o_g, 1 com a—>m0 € (u) i yob € (v) 1 Toyy €

(u)yt N (v}t = (u Av). Ara, considerem (u A v) - ab i resolem:

(u/\v)'a?:(u/\v)~a—>x0+(u/\v)-iﬁy_>o+(u/\v)~ﬁ:(u/\v)~x_0_y_>0

[(uAv) - abl = [(uAv) - Zoyo| = [[(wAv)|| - | Zowll (5.3.26)
_ lu Al - ab det(u,v,z)
d(r, s) = ||[zowol = -
[ Ao [l Al
|
p

Figura 5.2: Distancia entre un punt i un hiperpla

84



V1

Endomorfismes ortogonals

6.1
DEFINICIO I PROPIETATS

La desigualtat de Cauchy-Schwartz ens diu que

LAl 1< U <1 (6.11)

ju- o < lull- vl = =llull- vl <w-o <l - o] ==
[l - o]

Aleshores, existeix un tnic nombre real « € [0, 7] tal que:

u-v

cos(a) = (6.1.2)

el - {lofl
El valor de 'angle o entre dues rectes r = a + (u) i s = b+ (v) que es tallen en un espai aff
euclidia esta definit a [0, 7] per I'expressio

Ju- ol (6.1.3)

COS(O[) = m

Observaci6 6.1.1.

e Hi posem un valor absolut perqué els vectors directors u, v estan determinats només llevat
del signe, o = 5.
e L’angle entre dues rectes té sentit encara que no es tallin.

€9 7 7

oriTeE&;:i()el @5'7 v

Definici6 6.1.2.
e L’angle entre dos hiperplans es defineix com l'angle entre dues rectes perpendiculars a
el s: I@ = 7175.
e L’angle entre una recta r i un hiperpla IL es defineix com el complementari de ’angle entre
r i una recta s perpendicular a L.

Definicié 6.1.3 (Endomorfisme ortogonal). Sigui £ un espai vectorial amb un producte esca-
lar. Es diu que un endomorfisme f : E — E és ortogonal si f(u) - f(v) =u-v,Vu,v € E. Si f
és ortogonal, aleshores preserva normes:

1F (@) = VF( — Voo =|v|, Y eE. (6.1.4)
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6.1 Endomorfismes ortogonals

Una de les propietats més interessants dels endomorfismes ortogonals és que la condici6 de
preservar el producte escalar implica la linealitat:

Proposicié 6.1.4. Sigui f : E — E una aplicacid qualsevol, on E és un espai vectorial
euclidia. Si f preserva el producte escalar, aleshores f €és lineal.

Demostracio. Per provar la linealitat respecte la suma, anem a veure que per a tot u, v, f(u +
v) — f(u) — f(v) té norma zero i, per tant, és el vector zero. En efecte:

(flutv) = flu) = f(v) - (flu+v) = flu) = f(v) = flutv) flut+v)=flutov)- f(u)
—flutv)- f(v) = fu) - flu+tv) + flu)- f(u) + f(u)- f(0) = f(0) - flutv) + f(0) - f(u)
+f(w)- flv)=(u+v) - (u+v)—(u+v)-u—(u+v)-v—u-(u+v)+u-utu-v
—v-(ut+v)+v-utv-v=_(u+v)—u—v) - (u+v)—u—v)=0-0=0.

(6.1.5)

Analogament tenim:

(kf(u) = f(ku)) - (kf(u) = f(ku)) = Kk f(u) - f(u) = kf(u) - f(ku) = kf(ku) - f(u)
+f(ku) - f(ku) = kku-u — ku - (ku) — k(ku) - u + (ku) - (ku) = (ku — ku) - (ku — ku) =0,

(6.1.6)
d'on kf(u) — f(ku) =01 f(ku) = kf(u). |
Propietat 6.1.5. Tot endomorfisme ortogonal té les segiients propietats:

1. és bijectiu;
2. la composicio de dos endomorfismes ortogonals f,g també és ortogonal;
3. el conjunt O(E) ={f : E — E, f ortogonal} és un grup amb la composicid;
Demostracio. Tot endomorfisme ortogonal és bijectiu, ja que
f)=0 = [|[f(v)]|=0 = |jv]| =0 = v =0, (6.1.7)

i, per tant, ker(f) = 0. Com que dim(ker(f)) 4+ dim(im(f)) = dim(E), deduim que im(f) = E.
Per tant, f és injectiu i exhaustiu.
La composicié g o f de dos endomorfismes ortogonals f, g també és ortogonal:

9(f(w) - g(f(v)) = f(u)- f(v) =u-v, Yu,v € E. (6.1.8)

A més, f ortogonal implica que f~! també és ortogonal:
f7Hu) - ) = W) F(FH ) = v, Yu,o € B (6.1.9)
Per tant, el conjunt O(E) és un grup amb la composicio. n

Notaci6 6.1.6 (O(n)). Denotarem O(n) = O(R™), on R™ té el producte escalar ordinari. Els
grups O(n), n > 2 es diuen grups ortogonals.

Proposicié 6.1.7 (Propietats de les matrius ortogonals). Donada una matriu M € M, xn(R),
les afirmacions segiients son equivalents:

1. M és una matriu ortogonal,
2. MTM =1,
3. M és la matriu d’un endomorfisme ortogonal en una base ortonormal.
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Definici6 i propietats 6.1.11

Demostracio. Escollim una base eq,...,e, a E i diem Gy(p) a la matriu de Gram d’aquesta
base. Sigui f : F — E un endomorfisme i sigui M la matriu de f en la base ey, ..., e,. Llavors,
f és ortogonal si, i només si,

flx) - fly)=x-y, Yo,y € E;
(MX) ' Gu()MY = XTGu(p)Y, VX,Y € R™;

6.1.10
XTMTGa(p)MY = X7 ()Y, ¥X,Y € R"; (6.1.10)
M" G ()M = Gu(p).
En el cas particular que la base e, ..., e, sigui ortonormal, tenim que Gg () = I i ens queda la
condicio MTM = 1. [ |

Proposicio 6.1.8. Sigui (E, ) un espai vectorial euclidia. Sigui f : E — E una aplicacid
lineal de matriu A respecte d’una base By = (e1,...,e,) de E. Sigui Gg(p) la matriu de ¢
respecte de la mateiza base. Llavors f conserva el producte escalar si, i només si, ATGyp(p)A =

G ().

Demostracio. Amb la notacié habitual, tenim:

A= M(f.B1,B1), Gu(p) = M(a,B1). (6.1.11)

Suposem primerament que f conserva el producte escalar. Llavors, f és bijectiva i By =
(f(e1),..., f(en)) és una base de E. Segons la formula del canvi de base, tenim:

M(p,B5) = M(By,B,)" - M(p,B,) - M(B,,B,), (6.1.12)

pero és clar que M (B2,B1) = M(f,B1,B1) = A i, per tant, la formula del canvi de base ens
diu, en aquest cas, que M(p, By) = ATGx(p)A. Pero com que o(f(e;), f(e;)) = (e, €;), tenim
que M(p, B2) = M(p, B1) = Gu(yp) i, aixi: Gu(p) = ATGxn(p)A.

Reciprocament, la igualtat matricial Gy () = ATGg(p)A ens diu que:

pleie;) = o(f(e), f(e;)), (6.1.13)
i f conserva el producte escalar. ]

Corol-lari 6.1.9. Sigui (E,p) un espai vectorial euclidia. Sigui f : E — E una aplicacio
lineal de matriu A respecte d’una base ortonormal (e, ...,e,) de E. Llavors, f conserva el
producte escalar si, i només si, ATA =1.

Exemple 6.1.10. Es pot veure que la matriu

() )

és ortogonal, Vo, aplicant la propietat que acabem de veure:

(i i) (e i) = (0 1) 6119

Observacio 6.1.11. Si M és una matriu ortogonal, aleshores:

(6.1.14)

1 = det(I) = det(MT M) = det(M") det(M) = det(M)* <= det(M) = 1. (6.1.16)
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6.1 Endomorfismes ortogonals

Definicié 6.1.12 (Endomorfismes propis i impropis). Els endomorfismes ortogonals f amb det(f) =
1 es diuen propis. Els de determinant —1 s’anomenen impropis.

Definici6 6.1.13 (SO(E)). SO(E) és un conjunt d’endomorfismes sobre E tals que sén orto-
gonals i el seu determinant és 1, en altres paraules:

SO(E) = {f € O(2) | det(f) =1}. (6.1.17)
SO(FE) és un grup ortogonal especial i un subgrup de O(E), ja que det(g o f) = det(g) - det(f).

Teorema 6.1.14. Sigui E un espai vectorial euclidia amb dimE = 2. Si f : E — FE és
ortogonal, llavors els inics valors propis a R que f pot tenir son 1. A més, si u,v son vectors
propis de f de valors propis diferents, aleshores u -v = 0.

Demostracio. Suposem que f(v) = Av, v # 0. Llavors:
[oll = [If ()l = Xl = [A[ - [lo]] == [A] = £1. (6.1.18)
Ara suposem que f(u) =u, f(v) = —v. Llavors u-v = f(u) - f(v) = —uwv = w-v=0. W

Exemple 6.1.15. Sigui M una matriu tal que:

L (1 2 -2
M==--{2 1 2|, M"M =1,det(M) = —1. (6.1.19)
3\ 2 2 1

Definici6é 6.1.16 (Adjunt de f). Donat un endomorfisme f : F — E amb matriu M en una
base ortonormal, denotem per f® I’endomorfisme amb matriu M7 i 'anomenem adjunt de f.
Es compleix:

fw)-v=M-uwl' -v=u" (M) =u-f*(v), Yu,v € E. (6.1.20)

Observaci6 6.1.17. Observem que MTM =1 <= M7T = M~!. Per tant, f és ortogonal si,
i només si, f@ = f~L

Proposicio 6.1.18. L’endomorfisme adjunt f* es correspon amb el dual f* a través de l’iso-
morfisme E = E* donat pel producte escalar: ® : E — E*, ®(u)(v) = u - v.

Demostracio. Com tenim f*: E* — E*| f*(p) =¢o f i f*(p)(v) = p(f(v)). Aleshores:

f(u)-v=2()(f(u)) = f*(P(v))(u) (6.1.21)

I, per tant, obtenim: f*(®(v)) = ®(f*(v)),Vv € E. |
Acabem la seccié amb dues caracteritzacions més dels endomorfismes ortogonals:

Proposicio 6.1.19. Un endomorfisme f és ortogonal si, i només si, preserva normes; || f(z)| =
||| per a tot x € E.
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En dimensi6 2 6.2.2

Demostracio. Ja hem vist que si f és ortogonal, aleshores es conserven les normes. Suposem ara
que les normes es conserven i siguin x,y € E. Per hipotesi, || f(z+ )| = ||z +y||. Calculem per
separat cada membre, elevat al quadrat:

fle+y) - fla+y) = (@) + W) (f@)+ fy) = f@) fl2)+ fy) - fly) +2f(2) - f(y)
= F @I+ IF WP+ 2f (@) - fy) = 2 + Wy lI* + 2 (@) - f(y).

(6.1.22)

Per altra banda,
(@ +y) - (@+y) = llz)* + [ly|* + 22 - y. (6.1.23)
Comparant, f(z)- f(y) =z y. |

Proposicié 6.1.20. Una afinitat (f, f) manté la distancia si, 1 només si, f és ortogonal.

6.2
CLASSIFICACIO DELS ENDOMORFISMES ORTOGONALS

EN DIMENSIO 2

Recordem que els endomorfismes ortogonals f compleixen que det f = 1. Ens tocara dividir
la classificacié en aquests dos casos: el cas en qué det f = —1 i quan det f = 1. Comencem pel
primer.

El polinomi caracteristic de f és

p(z) = 2* — (tr(f))x + det(f) = 2> — to — 1. (6.2.1)
El discriminant d’aquest polinomi és
A=t +4>0. (6.2.2)

Per tant, p(z) té dues arrels reals diferents, que només poden ser +1 perqué f és ortogonal, i f
diagonalitza. En cas que f € O(2) tingui det f = —1, es dona el segiient.

Definicié 6.2.1 (Reflexio). Es aquell endomorfisme f amb matriu associada:

M = (é _01) , Mt =MT. (6.2.3)

On la base v, vy de E és ortonormal.

Observaci6 6.2.2. Fixem-nos que M? =1 i, per tant, es tracta d'una simetria. Els subespais
de VEPs de VAP 11 —1 s6n, respectivament:

El = <(b7 1— CL)), E—l - <(_b7 1+ CL)> (624)
Aquests subespais son ortogonals i, per aix0, aquestes simetries es diuen simetries ortogonals.

Ara treballarem el cas que det f = 1. Escollim una base ortonormal e, es i escrivim la matriu
de f:

a c
M = <b d) , ad —be = 1. (6.2.5)
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6.2.1 Endomorfismes ortogonals

Per hipotesi, MT = M~'. Per tant,

MT =Mt e (PO (T ) e a=d, b= —c. (6.2.6)
c d)\-b a
Aleshores,
M= (Z _ab) adbesl, 2 4 =1 (6.2.7)

Proposicié 6.2.3. SO(E) és un grup commutatiu si dim E = 2.
Demostracio. Plantegem:
606 )-606 DG Sien) o
b a q p q p b a bp+aq —bg+ ap
Per tant, f i g commuten. |

Proposicio 6.2.4. Si f € SO(E) amb E orientat i dim E = 2, llavors f té la mateiza matriu
en totes les bases ortonormals positives.

Demostracio. Sigui M la matriu de f en una base ortonormal positiva ey, e5 i sigui N la matriu
de f en una altra base ortonormal positiva vy, vy. Llavors, M, N € SO(2). Ens ajudem de:

Lema 6.2.5. La matriu de canvi de base C' entre dues bases ortonormals €s ortogonal.

Demostracio. Si eq,...,e, 1 v1,...,0, sOn bases ortonormals, llavors la matriu C' de canvi de

base és C' = (\yj) st v = 3 ;(Ajie;). Per tant, CTC = 1. |

La matriu de canvi de base C' és una matriu ortogonal perqué envia una base ortonormal a
una altra base ortonormal, i det C' = 1 perqué les dues bases tenen la mateixa orientaci6. Per
tant, C' € SO(2). Ara, tenim que N = C'MC = C7'CM = M, ja que SO(2) és un grup
commutatiu. Per tant, si f € SO(F) amb E orientat i dim £ = 2, existeix un tnic nombre real
0 < a < 27 tal que f té la matriu

~ (cos(a) —sin(a)

- (sin<a> cos(a) )

en qualsevol base ortonormal positiva. Direm que f és una rotacié d’angle o. En el cas particular

M= (‘01 _01) (6.2.10)

i f és una simetria vectorial central. [ |

(6.2.9)

a = 7, tenim que

Proposicio 6.2.6. S’obté un isomorfisme de grups escollint una base ortonormal eq,..., e,
d’E: O(FE) =2 O(n) per a tot espai vectorial euclidia E de dimensid n.

Demostracio. A cada endomorfisme ortogonal f : E — E li fem correspondre la seva matriu
M en la base eq, ..., e, que es pot veure com un endomorfisme M : R — R™ que és ortogonal
respecte al producte escalar ordinari, ja que M* M = 1. La correspondéncia

O(E) — O(n), 6(f) = M (6.2.11)

és un morfisme de grups perqué ¢(go f) = ¢(f) - ¢(f) 1 és bijectiu perqué cada endomorfisme
esta determinat univocament per la seva matriu en la base eq,...,e,. [ |
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En dimensi6 2 6.2.11
Proposici6 6.2.7. Sigui f € SO(2) i

(Z _ab) (6.2.12)

la seva matriu en la base ortonormal e1,es. Aleshores, si u és un vector unitari qualsevol,

a=u-f(u), b= deeit(u, f(u)). (6.2.13)

Demostracio. Sigui u = aey + Bes amb o? + 42 = 1. Llavors:

F(u) = (aa — bB)er + (b + aB)es, (6.2.14)
d'on
u- f(u) = alaa — bB) + B(ba + aB) = a(a® + B*) = a, (6.2.15)
i
det(u, /(1) = | ZZ‘;;’S _ba®+ ) = b. (6.2.16)
[ |

Aquesta proposicio ens diu, en particular, que a és independent de la base ortonormal esco-
llida i que b varia, com a molt, en el signe. En efecte, si ui, us és una altra base ortonormal:

det(u, f(u)) = det(ey, e3) - det(u, f(u)) = £b, (6.2.17)
Uq Usq €
ja que det,, (e1,e2) = £1. Aquest determinant és 1 quan ey, e i ug, uz son de la mateixa orientacio
1 —1 en cas contrari.

Proposicié 6.2.8. Donats dos vectors u,v € E que tenen la mateiza norma, ||ul| = ||v| # 0,
existeir una f € SO(2) i només una tal que f(u) =v.

Corol-lari 6.2.9. Si f € SO(2) deiza un vector fix, aleshores f = 1.

Definicié 6.2.10 (Angle). Un angle en un espai vectorial euclidia £ de dimensi6 2 és una classe
d’equivaléncia de parells de vectors unitaris (u, v) on definim (u,v) ~ (v',v") si hi ha g € SO(FE)
tal que g(u) = v’ 1 g(v) = v'. Denotarem per

Teorema 6.2.11. Si dimE = 2 i E és orientat, hi ha una correspondencia bijectiva entre
SO(E) i el conjunt dels angles a E.

Demostracio.

= Donat f € SO(FE), li fem correspondre 'angle (u, f(u)) on u és un vector unitari qualsevol.
Aquesta aplicacié esta ben definida: si v/ és un altre vector unitari, llavors (u.f(u)) ~
(u/, f(u')), ja que si escollim un g € SO(FE) tal que g(u) =/, llavors

9(f(w) = flg(u)) = f(), (6.2.18)

perqué SO(FE) és commutatiu quan dim F = 2.
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6.2.1

P—

Endomorfismes ortogonals

Reciprocament, donat un angle uv, hi fem correspondre 1'tnic f € SO(F) tal que v = f(u).
Hem de veure que f és tnic. Suposem que f,g € SO(E) satisfan f(u) = v, g(u) = v.
Posem e; = u i diem ey a I'inic vector unitari tal que ey, e és una base ortonormal positiva.
Aleshores, f(e1), f(e2) i g(e1), g(es) son bases positives, ja que f,g € SO(E):

deet(f(el),f(eg)) =det f=1>0. (6.2.19)

Com que f(e1) = g(e;) = v, també ha de ser f(es) = g(ez). Aleshores, f = g perqué
coincideixen en els vectors d'una base.

Corol-lari 6.2.12. Donat un angle wv, li podem assignar l"inic nombre real o € [0,27) tal que
[inic endomorfisme f € SO(E) amb f(u) = v té la matriu:

M = (COS(O‘) _Sm(o‘)) (6.2.20)

sin(a)  cos(a)

en qualsevol base ortonormal positiva.

Observaci6 6.2.13.
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Si E no és orientat, llavors aw només queda determinat a [0, 7].

Si u, v son vectors no nuls no necessariament unitaris en un espai vectorial F euclidia de
dimensi6 arbitraria, definim I'angle wv com Dangle (ﬁ, ﬁ) en 'espai vectorial (u,v).
L’espai vectorial (u,v) té el producte escalar induit per E, pero en general no tindra cap
orientacié canonica.

En cas que u, v siguin linealment dependents, uo = 0 si v = Au amb A > 01 uv = 7 si
A <O.

Siu=0o0béwv=0,llavors uv no esta definit.

Suposem que E és orientat i dim E' = 2. Sigui eq, e5 una base ortonormal positiva. Siguin
U = U161 + Uges 1 U = V11 + g€y 1 Suposem que u, v soOn unitaris: u% + u% = v12 + v% = 1.
Sigui, per tltim, o« = wv. Llavors, I'anic f € SO(F) tal que f(u) = v té la matriu

<cos(a) — sin(a)) _ (6.2.21)

sin(a)  cos(a)

() = (Gnle) sy (1) P

Calcularem el producte escalar entre w i v amb la matriu de f(u) = v:

wov= (un u) (”1) — (wr u) (COS(O‘) _Sin(o‘)) (“1) — (2 +122) cos(a) = cos(a).

Per tant,

Uy sin(a)  cos(a) Us
(6.2.23)
Si u, v no sén unitaris, aleshores:
) - fJoll - e = ] - [0 cos(a), @ = @ (6.2.24)
U"UZU'U'——:U'UCOSQ,OZZUU. L.
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En dimensié 3 6.2.15

e Finalment, observem que la composicié de rotacions ens dona férmules trigonomeétriques.
Utilitzant la definici6 de suma de dos angles, ens queda:

(o2 5 “amiasy) =007 = (3 7)oty i)

B ‘ _ (cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) —sin(a) cos(B) — cos(a) sin(f)
=M, - My = <sin(Oé) cos(f) 4 cos(a) sin(3) — sin(«) sin(3) + cos(a) cos(ﬂ))
(6.2.25)

A més, tenim que

- (Lnle o))

L’angle O correspon a I'endomorfisme I € SO(FE). Per tant, si « correspon a f, llavors
—a correspon a f~!. Aixo ens diu que:

(cos(a) — sin(a)) - (6.2.26)

sin(a)  cos(a)

vu = —uv, cos(—a) = cos(a), sin(—a) = —sin(a). (6.2.27)

Definicié 6.2.14 (Suma de dos angles). Definim la suma de dos angles «, § amb endomorfis-
mes f,g € SO(F) com I'angle associat a g o f.

EN DIMENSIO 3

Teorema 6.2.15 (Teorema espectral). Si un endomorfisme f : E — E és ortogonal, hi ha

alguna base ortonormal ey, ..., e, on [ té la matriu segient:
1 0 0
0 1
-1 0
f= - (6.2.28)
0 -1
LA ]

o
cos(a;) —sin(ay) .
A; = . , O<ao;<m, V. (6229)
sin(a;)  cos(ay)
Demostracio. Sigui f : E — E, f ortogonal. Considerem els subespais propis:
Et={veE|flv)=v}, E-={veE]| f(v)=—v} (6.2.30)

Llavors Et i E~ sén ortogonals (perqué VEPs de VAPs diferents son ortogonals). Sigui F =
E* @ E~. El subespai F és invariant per f. Aleshores, F* també és invariant per f. Podem
escriure F = E* @ E~ @ F+. Considerem la restriccié de f a F* i sigui p(z) el polinomi minim
de la restriccio: p(z) no té arrels reals, ja que b; > 0, Vi, i

p(r) = (° + a1z + by) - (2 + agz + by,). (6.2.31)
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6.2.2 Endomorfismes ortogonals

D’aquesta manera, el determinant de la restriccio d'f a F* és igual a 1. Posem p(z) = (2% +
a1z +by) - r(x) i escollim u € F* tal que vy = r(f)(u) # 0. Sabent que ens surt p(f)(u) = 0:

() =0 = (fP+af+uD)r(f)(w) = (f*+af+bhl)(v)=0 62
— [(f(n)) = —arf(v1) = bron. 2.

Aleshores, (vy, f(v1)) és invariant per f. Aixi, E = ET®E~® (vy, f(v1))® {v1, f(v1))*. Repetint
el mateix raonament iterativament, ens queda:

E=E"®E @ (v, f(n)) @ @ (vp f(wr))- (6.2.33)

Escollint una base ortonormal de cadascun d’aquests subespais obtenim una base ortonormal
d’FE on la matriu de f és la donada per I’enunciat del teorema. ]

Hem de veure alguns aspectes que hem usat en la demostracié6 d’aquest teorema. Sigui
f: E — F ortogonal amb dim E = 3. Com que f conserva el producte escalar i F té dimensio
3, el polinomi caracteristic de f té una arrel real i aquesta ha de ser 1. Dit aixo, f té una de
les matrius segiients en una base ortonormal ey, es, e3 adient:
1r cas : det f = 1. Es poden diverses situacions:

1. Que la matriu de f sigui la identitat:

1
0 . a=0, f=1L (6.2.34)
0

S = O
_ o O

2. Posem f és una simetria axial vectorial, de tal manera que e; és un VEP de VAP 11
e9, €3 son VEPs de VAP —1. La matriu del sistema en qualsevol base és:

1 0 0
0 -1 0], a=m. (6.2.35)
0 0 -1

3. f és una rotacio6 vectorial, de tal manera que e; és un VEP de VAP 11 ey, e3 pertanyen
a (e1)*. La matriu del sistema és:

1 0 0
M =10 cos(a) —sin(a) | . (6.2.36)
0 sin(a) cos(a)

Observacio 6.2.16. La traga de M, tr M, és tr M = 1+ 2cos(a) <= cos(a) =
%(tr M —1). La traga d’'un endomorfisme no depén de la base.

2n cas : det f = —1. Tornem a distingir situacions:
1. f és una simetria especular vectorial, ey, e5 son VEPs de VAP 11 e3 és un VEP
de VAP —1:
1 0 0
01 0 (6.2.37)
00 -1
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En dimensié 3 6.2.17

2. f = —I en qualsevol base, i f esdevé una simetria central vectorial:
-1 0 0
0o -1 0 ]. (6.2.38)
0o 0 -1

3. f ésunarotoreflexi6 vectorial d’angle «, e; és un VEP de VAP -11 ey, e3 pertanyen
a (e1)*. Una rotoreflexié és composicié d’una rotacié amb una reflexié respecte
al pla de la rotaci6. La matriu del sistema és:

—1 0 0
M=10 cos(a) —sin(a) |, 0<a<m. (6.2.39)
0 sin(a) cos(a)

Lema 6.2.17. Si f : E — E és ortogonal © un subespai F' C E és invariant per f, aleshores
F* també és invariant per f.

Demostracio. Per definicio, F' és invariant per f si, i noméssi, f(F) C F <= f(F) = F, donat
que f és invertible. Amb el mateix argument, f~!(F) = F. Volem demostrar que f(F*) C F*:
sigui u € F+ qualsevol, hem de trobar que f(u) € F'*. Ara, sigui v € F' arbitrari:

fu)-v=u-fv)=0, (6.2.40)

on hem usat que f és ortogonal implica que f~! és ortogonal a la primera igualtat i que f~1(v) €
F perqué F' és invariant per f, a la segona. [ ]
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VII

Desplacaments

7.1
DEFINICIO I CLASSIFICACIO

Definicié 7.1.1 (Desplacament). Sigui (A, E) un espai aff euclidia. Una afinitat f: A — A
és un desplagament si 'endomorfisme f : £ — E és ortogonal.

Proposicio 7.1.2. Els desplagaments conserven les distancies:

d(f(p), f(q)) = d(p,q), Vp,q € A (7.1.1)

Demostracio.
d(f (), 1(@)) = 17 @) F (@) = 1@ = 17 = d(p, q). (7.1.2)

on en la tercera igualtat hem utilitzat que f és ortogonal. [ ]

Proposicio 7.1.3. Sigui un punt p € A i sigui f : E — E definida per la férmula f(u) =
f(a)f(b; amb b= a+u. Aleshores, f és lineal i f una aplicacid afi amb endomorfisme associat
f.

Demostracio. Per veure que f és lineal serd suficient provar que preserva el producte escalar.
Sigui u,v € F'iposem p=a+uiq=a-+v. En particular, u = @ iv= @. Aleshores:

d(p,q)* = p4-pG = (ph+af) - (pa+aq) = d(p,a)’ +d(a, )’ +2ph-ag = d(p,a)’ +d(a, )" — 2u-v.
(7.1.3)
Calculant de la mateixa manera, utilitzant el punt f(a) en lloc d’a, trobem que:

d(f(p), f(0))* = d(f(p), f(a))* +d(f(a), f(q))* — 2f(u) - f(v). (7.1.4)

Comparant, arribem a f (u) - f (v) = w-v. Velem ara que f és una aplicacio afi: fixem dos punts
p,q € A i aleshores,

\ AN

F@)F(@) = FO) (@) + F@)f(d) = F@t) + F(al) = (@t +at) = F(78). (7.15)

Exemple 7.1.4.

1. Les translacions sén desplacaments: si 7 és una translacioé, llavors £ = I = 7 ortogonal.

2. Les homotecies h., de centre c¢ i rad r sén desplagaments si, i només si r = £1, ja que
heyp =71

Definici6 7.1.5 (Desplacament propi). Es propi (impropi) si det f = 1 (det f = —1).

Proposicio 7.1.6. Una simetria central és un desplagament propi si, © només si, dim E és
parella.
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7.1.1 Desplagaments

Demostracio. Una simetria central f és una homotécia de ra6 r = —1. La matriu de f és

—1 -+ 0
: , det f=(~=1)", n=dimE. (7.1.6)
0o --- —1

CLASSIFICACIO DELS DESPLACAMENTS

7.1.1.1 En dimensié 2
Sigui f: A — A un desplacament amb dim E = 2. Llavors, f € O(E) = O(2).

1r cas det f = 1. Llavors, f € SO(E). En qualsevol referéncia ortonormal, f s’expressa com:

()= (i) ) )+ ) "

1. Sia=0, f és una translacio, o bé f = 1.

2. Sia# 0,7, f no té cap valor propi a R (en particular, no té VAP 1) i, per tant, f té
un unic punt fix p. Llavors, f és una rotaci6 de centre p i angle . Aquestes afinitats
son el-liptiques. Si prenem p com a origen del sistema de referéncia, aleshores f queda

o (@) —sin(a)
T* cos(a) —sin(a x
(y*) - (sin(a) cos(a) ) (y) ' (7.1.8)
El cas particular o = 7 correspon a una simetria central, i aleshores f =—I
2n cas det( f) = —1. Llavors, f té valors propis, i han de ser necessariament +1, ja que f és
ortogonal. Si escollim una base e, e5 de E'amb f(e1) = ey, f(ea) = —es 'expressio de f és
¥ 1 0 T a . .
(y*>_(0 _1) <y>+<b>’ r=xz+a, y=—-y+b. (7.1.9)
Estudiem els punts fixos que compleixen x = x 4+ a, y = —y + b:

1. Sia=0,llavors y = %b és una recta de punts fixos i f és una simetria axial (també es
diu reflexi6). f és una homologia general de rad6 —1 amb el feix de rectes invariants
perpendicular a la recta de punts fixos.

2. Sia # 0, llavors f no té punts fixos. La recta y = %b és invariant per f: x* =r+ai
y* = —y+b. f és composicié d'una simetria axial amb una translacié en la direccio

de la recta invariant. Es diu que f és una reflexi6 amb lliscament. El vector de la

translacio és:
1—
v = épp**,p qualsevol. (7.1.10)

A més, la recta invariant passa pel punt mitja de p i p* per a p arbitrari. Comprovem

la descomposicié de f en una reflexié i una translacio:

1 0 a 10a\ /1 0 0O
0 -1 b|l=[0o10][0o -1 (7.1.11)
0 0 1 001/ \o 0 1
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Classificacié dels desplacaments 7.1.8

Punt mitja de P i P*
eix

P

[}

Figura 7.1: Simetria axial seguida d’una translaci6.
Exemple 7.1.7. Trobem el vector de la translacié del sistema

* _r _2 1
D D0 (5). wvvow-s o
Yy 25 25 Yy 25

Resolucio. Aixi doncs, f és un endomorfisme ortogonal impropi. f no té punts fixos implica que
f és una reflexié amb lliscament. Per tant:

32, 24 1 _
%2x 2§y + =Y no té solucions. (7.1.13)
B A VR S
25
La recta invariant passa pel punt mitja de (x, y) i (z*,y*) per a x,y arbitraris. Per exemple:
g r: 100z + 75y +1 = 0. 7.1.14
1= (0.1), ¢ = (B y (7-1.14)
—
El vector de la translaci6 és v = 3pp™ = (22, 52 )- [

Exemple 7.1.8. Trobem les equacions d’una rotacio f a R? de centre (2, —1) i angle %.
Resolucio. La matriu de f en una base ortonormal positiva ha de ser:
1 =3
M = 25 i : (7.1.15)
2 2

Com que (2,—1) ha de ser un punt fix de f, obtenim:

(g) - <2§ ?ﬁ) (gyc) * (%1?}3) : (7.1.16)

[ |
7.1.1.2 En dimensidé 3
Sigui f: A — A un desplacament amb dim E = 3. En aquest cas, f € O(E) = O(3).
1. det f = 1: com que f € SO(FE), el teorema espectral ens assegura que existeix una
referéncia ortonormal {p; ey, ey, €3} on f s’expressa com
¥ 1 0 0 T a
y*| =0 cos(a) —sin(a) yl+10]- (7.1.17)
2 0 sin(a) cos(a) z
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7.1.1 Desplagaments

1. Si a =0, llavors f és una translacié o bé la identitat.
2. Sia#01ia=0, aleshores f té una recta de punts fixos de direccié (e;). En aquest
cas, f és una rotacié d’angle « al voltant de la recta de punts fixos.
Com que, en general, la base eq, 5, e3 ’haurem de trobar nosaltres, convé observar els fets
segilients:

1. El vector e; és un vector propi de f de valor propi 1.

2. Els vectors ey, e3 poden ser qualsevol base ortonormal del subespai {e;)~.

3. L’angle « es pot obtenir immediatament (ja que la traga no depén del canvi de base)
de la igualtat:

cos(a) = %(trM - 1), (7.1.18)

on M és la matriu de f (en qualsevol base). En el cas particular « = 7, resulta que f
¢és una simetria axial (una rotaci6 de 180 graus al voltant d’una recta de punts fixos).
Sia#0ia#0, llavors f no té punts fixos, ja que x = x + a no té solucions, i f és la
composicié d'una rotacié d’angle « al voltant d’un eix de direcci6 (e;) seguida d’una
translacio en la direccio (e;):

1 0 0 a 1 00 a 1 0 0 0

|0 cos(a) —sin(a) ] [0 1 0 O 0 cos(a) —sin(a) b

/= 0 sin(a) cos() ¢ |0 0 1 0] |0 sin(a) cos(a) ¢

0 0 0 1 0 001 0 0 0 1
(7.1.19)

Un desplagament d’aquest tipus es diu desplagament helicoidal.

Definicié 7.1.9 (Helicoidal). Un moviment helicoidal té una recta invariant i no té punts
fixos.

L’angle o satisfa cos(a) = £ (tr M — 1), on M és la matriu de f € SO(3) en qualsevol base.
La rotaci6 i la translacié en un moviment helicoidal commuten.

\}

det f = —1. Sidet f = —1, llavors el teorema espectral afirma I'existéncia d’una referéncia
ortonormal {p; ey, es,e3} on f s’expressa com:

x* —1 0 0 x a
yv'| = 0 cos(ar) —sin(c) yl+10]- (7.1.20)
z* 0 sin(a) cos(w) z
1. En cas que a = 0, les equacions d’f queden aixi:
rr=—-r+a
v =y+0b (7.1.21)
Z*=z+4c

Si b= c =0, llavors f té un pla de punts fixos de direccié (e;)*, on e; és un VEP de
VAP —1. En aquest cas, f és una simetria especular. Si b # 0 o bé ¢ # 0, llavors f no
té punts fixos. Es una simetria especular seguida d’una translacié de vector paral-lel
al pla de la simetria, que és I'tinic pla invariant d’f.
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2. Si a # 0, aleshores f és la composici6 d'una simetria especular i una rotacié d’angle
a al voltant d’un eix perpendicular al pla de la simetria. La reflexi6 i la rotacio

commuten:
-1 0 0 a 1 0 0 0 -1 0 0 a
0 cos(a) —sin(a) b| |0 cos(o) —sin(a) b 0 100
0 sin(a) cos(a) c¢| |0 sin(a) cos(a) ¢ 0 010
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
(7.1.22)

Com que f no té valor propi 1, deduim que f té un tnic punt fix, que és la interseccioé
de T'eix de la rotaci6 amb el pla de la simetria. En el cas particular a = 7, resulta
que f és una simetria central. L’angle de la rotaci6 s’obté de la igualtat:

cos(a) = %(trM +1), (7.1.23)

on M és la matriu de f en qualsevol base. Rotaci6 i translaci6 en un moviment
helicoidal commuten.

Exemple 7.1.10.

x* 1 2 =3 6 T 2
y | = z 3 6 2 yl + 12 (7.1.24)
2* 6 -2 -3 z 2

f és un desplacament impropi amb un punt fix. Per tant, f és una simetria especular seguida
d’una rotacio:

MTM =1,
det M = —1, (7.1.25)
tr M = %
L’angle de la rotaci6 s’obté fent:
1 6
cos(ar) = §(trM +1)= - = a= 0,5411. (7.1.26)

El punt fix de f s’obté resolent el sistema d’equacions X = MX + B. El resultat és p =
(—=2,6,—1). El subespai propi de f de valor propi —1 és generat per e; = (2,0, —3). Per tant,
la recta invariant és p + (e;) = (—2,6,—1) + ((2,0,—3)). El pla invariant és:

p+le)t 22 -32+1=0. (7.1.27)

Si escollim com a referéncia {p; e, ez, €3} on ey, e3 és una base ortonormal de (e;)*, aleshores
Iexpressio de f queda aixi:

T* -1 0 0 0
vl=10o ¢ —¥E|ilo], (7.1.28)
=) o k)

una rotoreflexié d’angle 312, on 'origen de coordenades és un punt fix. Podem fer explicit, si
volem, el canvi de base:

e = L(Q’(L —3), e2=1(0,1,0), e3 =e1 Neg = L(&O’Z)'
13 V13
) \/% 0 _\%3 9 _3 ¢ \/Lﬁ 0 \/iﬁ -1 0 0 (7.1.29)
AL o e 2 r o)l )
VE Vi = 2/ \"Ts Y UB 0 =% 3
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7.2 Desplagaments

on C~' = C7, ja que C és ortogonal. Amb l'orientacié corresponent a la base ey, e, €3 que hem
escollit, I’angle de gir és negatiu.

7.2
RESULTATS FINALS

Denotem per FE(n) el conjunt dels desplagaments f : R” — R™ amb el producte escalar ordinari.
Si f € E(n), llavors I'endomorfisme associat f : R — R" és ortogonal; és a dir,

feEn) = feOo(n). (7.2.1)

Proposicié 7.2.1. El conjunt E(n) és un grup amb la composicid. A més, Uaplicacio
d: E(n) — O(n)

- 7.2.2
P a(f) = (7:22)
és un morfisme de grups.
Demostracio. La demostracio és directa:
®(gof)=gof=gof=2a(g)o®(f), Vf, g€ En). (7.2.3)
[ |

Proposici6 7.2.2. Aquest morfisme ® és ezhaustiu, és a dir, Vo € O(n)3f € E(n) | f=e.

Demostracio. Donat ¢ € O(n), escollim un punt p € R” qualsevol i definim f(z) = p + o(pd).
Llavors:

fla+v)=p+p@d+v) =p+edd) + ) = fla)+ e(v), (7.2.4)

d’on f és una afinitat amb f = . Com que ¢ és ortogonal, f és un desplacament. [ |

Aleshores, @ : E(n) — O(n) és un epimorfisme de grups. El seu nucli és
ker(®) = {f € E(n) | f =1} = {translacions a R"}. (7.2.5)

Per tant, les translacions son un subgrup normal de E(n). Si el denotem per T'(n), lla-
vors E(n)/T(n) i O(n) tracen un isomorfisme entre ells. Si escollim un sistema de referéncia
{p;e1,....e,} cada f € E(n) s'expressa com X* = MX + B i 'endomorfisme f € O(n) és el
que té la matriu M en la base eq, ..., e,.

Observacio 7.2.3. L’isomorfisme E(n)/T(n) = O(n) ens diu que dos desplagaments f, g tenen
el mateix endomorfisme associat si, i només si, g~'o f és una translacio; és a dir, si g és composicio
de f amb una translacio.

Cada endomorfisme ortogonal ¢ € O(n) determina un desplacament donat per X* = M X,

on M és la matriu de ¢ en la base eq,...,e,. Aixd ens dona un morfisme de grups:
v FE
Oln) — Bl (7.2.6)
[ V(f)=f

que és injectiu i satisfa ® oW = I. En aquesta situacié: Es diu que el monomorfisme ¥ escindeix
I'epimorfisme ® i que el treu E(n) de desplacaments de R™ és el producte semidirecte del grup
O(n) d’endomorfismes ortogonals i el grup 7'(n) de les translacions. Tot i que el grup T'(n) és
commutatiu, en general els seus elements no commuten amb els de E(n).
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Resultats finals 7.2.3

T(n) —— E(n) — O(n)

N

Figura 7.2: Cadena de morfismes: la segona correspon a ® i la tercera, a .
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