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Introduccio

I prove a theorem and the house expands:

the windows jerk free to hover near the ceiling, the ceiling floats away with a sigh.
As the walls clear themselves of everything but transparency, the scent of
[carnations leaves with them. I am out in the open

and above the windows have hinged into butterflies, sunlight glinting where
[they ve intersected.

They are going to some point true and unproven.

Rita DOVE, Geometry

Primer de tot, trobareu que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
seguint el meu propi criteri i, de tant en tant, seguint l'ordre cronologic del curs. Hi ha capitols,
seccions, subseccions (i fins i tot subsubseccions). Us faig cinc céntims de com he organitzat els

encapgalaments de cada pagina:

1. el namero de I'altim capitol/secci6/subseccio, depén de la profunditat que hi hagi definida
en aquell moment, figurara en cada cantonada superior de pagina parella (per exemple,
1.2);
2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per
exemple, «Divisibilitat i nombres primers»);
3. el nom de l'tltima secci6/subsecci6 de la pagina, a la cantonada dreta superior de les
pagines parelles (per exemple, «Polinomis: algorisme d’Euclides»);
/. el nimero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiliestio es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta, destacat en el color de la seva capgalera corresponent
(per exemple, 1.2.3).
A més, hi ha una taula, la taula de continguts. En aquest sentit, tal com acabem de dir,
es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per poder treballar de manera
més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. D’aquesta manera, si busqueu
una definicio, un teorema... podreu distingir que estan destacats amb colors diferents (ara els
introduim) i trobar-los molt rapidament:
1. Teoremes, proposicions, lemes, corol-laris, propietats, conjectures, processos i exercicis

tindran aquest format (capgalera destacada amb color gris fosc):

Teorema. Compte! L’enunciat del teorema també sera en cursiva! Jove xef, porti whisky

amb quinze glagons d’hidrogen, cot!
2. Les definicions i notacions tindran aquest format (capgalera de color gris clar):

Definici6. Aqueix betzol, Jan, comprava whisky de figa.
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5. Les remarques i exemples tindran aquest format:
Observacio. Zel de grum: quetxup, whisky, café, bon vi; jal

Després de molts anys fent-ho malament, ara sol quedaran numerades aquelles equacions a les
quals em referiré més endavant. Es la filosofia dominant en la majoria de textos matematics (té
nom i tot, es diu la regla d’Occam).

Per ultim, m’estalviaré de comentar 'index terminologic perque el seu proposit és clar i, en
efecte, paral-lel al de 'organitzacié d’aquest document: poder facilitar-vos al maxim la feina
per localitzar qualsevol concepte que desitgeu. Espero que us serveixin d’alguna cosa aquests

apunts, els he fet amb tot 'amor del moén. Sort!

Mario VILAR
Sitges, Barcelona
2 d’agost de 2023
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Integracio de Lebesque

Comencarem introdunt una nova manera d’integrar, forca natural, i que té diversos tipus d’a-
vantatges, principalment de tipus teoric (permet integrar més funcions, els passos al limit a dins

de la integral son més senzills, s’estén més facilment a altres contextos, etc.).

1.1
INTRODUCCIO

Per comencgar recordem els trets principals de la integral que coneixem fins ara: la integral de
Riemann, més en detall a I’Apéndiz. Donada una funci6 f : [a,b] — R amb f > 0 fem una
divisi6 del domini [a, b] (una partici6) i calculem una aproximaci6é amb rectangles per sota (suma
inferior) i una per sobre (suma superior).

La funci6 es diu que és integrable Riemann sempre que el suprem de les possibles sumes inferiors
coincideixi amb I'infim de les possibles sumes superiors (i a aquest valor se ’anomena integral

de [ ala,b].

Exemple 1.1.1 (Exemple d’Arquimedes). Sigui f : [-1,1] — R tal que assignem z ——
f(x) := 2% Volem veure la diferéncia entre el métode de Lebesgue i Riemann. En el cas
de Riemann, dividim el domini d’integraci6 en intervals petits equiespaiats (en particions amb
amplada %), prenem nodes z, = % Amb aix0, l'interval [—1,1] queda partit en els intervals
[%, %) Per a la suma inferior, el minim s’assoleix a la cantonada superior esquerra)i per a la
superior, el maxim s’assoleix a la cantonada superior dreta). Per a distingir entre z > 0ix <0

escrivim aquests intervals de la segiient manera:

i1 | i
Igb:{Jn ,%),I;J:{_%_JT)’]': ke

Com ja déiem, com el valor maxim d'f a I} és f(L)ia I;7 és f(—2%), tenim que la suma superior

associada a aquesta particio és:
D=31(2) 0 21 () = r i m

n(n—i—é)(n—&—l

Un calcul amb el métode d’'induccié mostra que Z?Zl g = B ), de manera que fent la

partici6 cada cop més fina (n — o0), tenim:
) 2
lim U,(f) = =.
n—00 3

Analogament, tindriem que la suma inferior és:
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Obtenim, doncs, que U, (f), L.(f) — % sempre que n — 00, de manera que f(x) és integrable
Riemann, tot i que el valor que obtenim és justament el de f_ll 2% dx i mai no utilitzem la definici6
d’integral de Riemann.

Per altra banda, la nova integral, anomenada integral de Lebesgue, en lloc de dividir el domini de
definicié de f, divideiz d’una manera concreta i particular el recorregut d’f. En aquest exemple,
f[-1,1] = [0,1]. Fixat n € N, dividim ara el tros [0, 1] de l'eix y en intervals consecutius de
longitud L. Prenem la particié amb intervals J; = [] ! J) per a j =1,...,n. En aquest sentit,

diem E; = f~1(J;) format pels x € [-1,1] amb f(z) €

Ej={ze[-11]| f(x) € J;}

7 . . 7
:{xe[—l,l]“/] §x<\/zi—\/z<x§— J }
n n n n

La idea és ara fer una aproximaci6 inferior 1’area damunt de E;, L=1|E;|. on |E;| indica la
iy T 15D j

longitud de E; (en aquest cas, |E;| = 2 % — /L1 ). L’aproximacié total de l'area sota f a

partir d’aquesta particio és de [0, 1] = f([— . Ens queda que:
J—1 J =
Ly=Y_ <\/j— ) ]—1 (Vi-vi-1)
Jj=
2 V14 f 24+
:__(nJ‘—EZVF>_2<1— VF) 3

3
2 n2

On en I'altim limit hem aplicat Stolz (és estrictament creixent i tendeix a +00).

Observaci6 1.1.2.

1. Aquesta aproximacié de I’area és empre inferior; és a dir, per a tot n € N tenim L,, < % =
[

2. La dificultat a I’hora de calcular aquestes aproximacions rau en el calcul de la longitud del
conjunt E; (que, en general, a R™ s’anomena la «mesura de Lebesgue» de E;). En aquest
cas particular, F; és la uni6 de dos intervals (de manera que la seva longitud és facil de
calcular, perd generalment no és aixi).

5. La mesura de Lebesgue ens introdueix una manera sistematica de mesurar conjunts a R"

(longitud a R, area a R?, volum a R3...).

Definicié 1.1.3 (Com hauria de ser una mesura?). Diem m una mesura a una aplicacié lineal

que assigna un conjunt mesurable de R” a un nombre real nul o positiu:

{mesurables de R"} — [0, +0o0]
A — m(A) = |A|

I té les segiients propietats:
1. m((a, b)) =b—a;
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2. m(1,(A)) =m(A), on7,(A) ={y e R |y =a+=z,a € A}, per a tot Aiz € R (invaridncia
per translacions);
9. St A=, Aii A;N A =0 per a tot ¢ # j, de manera que m(A) = > m(A;).

Observacio 1.1.4 (Contraexemple de Vitali). Si en lloc de prendre el conjunt de subconjunts
mesurables ens quedéssim amb el conjunt de les parts de R™, P(R™), no és possible trobar cap
mesura de Lebesgue que compleixi totes tres propietats. Vitali va proposar el segiient: definim
m : P(R") — R* U {+o0} i sigui la relaci6 d’equivaléncia x ~y <= = —y € Q. Diem que
E C[0,1] que esta constituit per un tnic element de cada classe.
I. (E4r)N(E+s)=0sir,s € Qperar # s. Perreduccié al’absurd, si z € (E+r)N(E+s),
en particular 2 € E+r iz € F + s simultaniament; és a dir, 2 = e; +1r = ey + s, amb
e, e0 € F.
e1+r=e+s < e —ea=5—1€Q = e ~ es.

Per tant, tenim contradiccio i (E +r) N (E + s) = 0.
2. Peratotz € [0,1] tal quex € E4+rire Qn[—1,1]. Per atot x € [0,1] existeix y € £
tal que = ~ y i, per tant, x = y + r per a r € Q. Sigui S una unié numerable:

S= U E+r) = mS) =) mE+r)=> mE).
re(—1,1)NQ n=1 n=1

Per tant, si m(E) = 0, se segueix que m(S) = 0 i si m(F) > 0, m(E) = oo. Aleshores,

[0,1] € S C [-1,2], de manera que 1 < m(S) < 3, contradiccio.

1.2

MESURA EXTERIOR DE LEBESGUE

Definicié 1.2.1 (Mesura i interval a R™). La mesura (longitud) d'un interval [a,b] (o bé [a,b),
(a,b], o (a,b)) a R és |[a,b]] = b — a. Diem interval a R™ a qualsevol conjunt de la forma
I =lay,b1] X -+ X [an,b,], amb a; < by,...,a, < by, 0 a qualsevol obtingut de manera semblant
reemplagant qualsevol dels intervals [a;, b;] per [a;, b)), (a;,b;] o bé (a;,b;). D’aquests intervals,
a vegades també se’n diuen rectangles.

L’interval és obert si els intervals a R que el produeixen sén tots oberts; és a dir, si I té la forma
I =(a1,b1) XX (an,b,). Analogament, I és tancat si és de la forma I = [ay,b1] X -+ X [an, by).

Definici6 1.2.2 (Volum d'un interval). Sigui I = (ay,b1) X -+ X (an,b,) un interval obert.
Definim la mesura exterior per intervals o volum d’un interval i la denotem per m*(I) o v([)

com el producte de les seves llargaries, és a dir:
m(1) = o(I) = 1" = (b1 — a1) -+ (b — @),

A R? un interval és un rectangle, i la seva mesura és I'area. A R? un interval és un paral-lelepipede

1 la seva mesura és el volum.
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Recordem que volem donar sentit a la mesura d’un conjunt arbitrari A C R™. El primer intent,
que funciona gairebé sempre, és utilitzar els rectangles com a unitat de mesura, recobrint el

conjunt A.

Definici6é 1.2.3 (Mesura exterior de Lebesgue). Sigui A C R™. Diem mesura exterior de Le-

besgue d’A a I'infim:

|A|* _ m*(A) = inf {Z m(-[z) ‘ A g U_[“ -[7, interval Obert} .
i=1

i=1
Per tant, de tots els possibles recobriments d’A per intervals, en calculem la suma de volums

dels intervals i en prenem 'infim.

Exemple 1.2.4. Volem veure que la mesura exterior d’'un punt p = (p1,...,p,) € R" és 0.
Formalment, m*({p}) = 0. Per provar aquest resultat, utilitzem la definicio:

{p}|* = inf {Z v(1y) | pE U Iy, I intervals oberts} :
k=1 k=1

Observem que cap recobriment de p amb intervals té volum 0; per a veure que [{p}|* cal veure
que I'infim que defineix [{p}|* és 0. Es a dir, cal veure que:

Ve > 03{I),};2, intervals | p € U Iy i Zv([k) <e.
k=1 k=1

Fixem, per tant, ¢ > 0 i intentem trobar un recobriment de p amb intervals de volum menor
que €. De fet, per no complicar-nos, recobrim p amb un sol interval. Sip = (p1,...,pn) 19 >0
considerem l'interval:

](5:(p1_57p1+5)><'”X(pn_57pn+5)'

Obviament, p € I i |I5| = (26)". Triant & prou petit per a qué (26)" < ¢ ja tenim un recobriment

de p (amb un sol interval) de volum més petit que ¢.

En resum, per veure que la mesura exterior d’un conjunt és 0 cal veure que té recobriments per

intervals amb volum tan petit com vulguem.

Observacio 1.2.5.
1. Donat A C R™ qualsevol, el conjunt:

{Z v(1ly) ‘ I}, intervals oberts, A C U Ik} CR

k=1 k=1

és acotat inferiorment (per 0, per exemple) i, per tant, 'infim que defineix |A|* existeix.
Es a dir, |A|* esta ben definit per a tot A C R™.
2. JA|* > 0 per a tot A C R". Aixo és immediat de la definicio.
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Propietat 1.2.6.
1. La mesura exterior del conjunt buit és 0.
2.8 A BCR" i AC B, llavors |Al* < |B|*.
3. 81 A és finit o numerable, |A|* = 0.

Demostracio. Aixd és aixi perqué tot recobriment per intervals de B és també un recobriment
per intervals d’A i, per tant, I'infim que defineix |B|* s’agafa sobre un conjunt de recobriments
més petit que el conjunt de recobriments d’A. L’altim apartat es resol de manera semblant a
com hem vist que la mesura d’un sol punt és 0: sigui {x;} un conjunt numerable. Per a tot k,
tenim I, = (zx — 5,7 + §5) ¢és un interval obert que conté zy; és a dir, || = . Si calculem,

doncs:
o o 1 -0
e :gzﬂzg%o.
k=1 k=1
Obtenim |{z)}| = inf{}", [Ix| | 2x C U, I} =0, ja que tots sén 0. |

Propietat 1.2.7 (Invariant per translacions). A més, m* és invariant per translacions; aixo
és, per a tot A C R" i per a tot x € R™ tenim m*(A + x) = m*(A). Existeix un recobriment en

el desplagat si, 1 només si, existeix un recobriment en el mateix conjunt:
0 o0
AcUL = At+zc|JUi+e
i=1 i=1

També, el volum és el mateiz, v(I) = v(l + z).

Demostracio. Tot ve del fet que donat x = xy,...,2,, [ = (i1,...,1,), la translaci6 I + z =
(i1 + x1, ..., 1, + x,) queda ben definit i, per tant, m* és invariant per translacions pel que ja
comentavem. |

Propietat 1.2.8 (o-subadditivitat). m* és o-subadditiva:

m' (U Ak> <> m*(Ay), VA CR"
k=1 k=1

Demostracio. Fixem € > 0 qualsevol. Per a tot Ay existeix Ay C |J32, I¥ recobriment per

Jj=1 ]
intervals oberts tal que:
€

Ak SZU Ik <m Ak) 2k
7j=1

Sidiem A = J,2, A, 1 Ay C U;’;l I ,Z, la uni6 de tots aquests recobriments [ ]k és un recobriment

per intervals i, d’aquesta manera, podem fitar la mesura exterior d’A:

0l

Jj=1

gi(iv(fg)) i Ak+—<Zm (Ag) +

k=1 \j=1
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jaque Y o, 2% = 1. Com aix0 val per a tot € > 0, fent servir ¢ tan petit com vulguem obtenim
el resultat. ]

Observacio 1.2.9. En definitiva, existeixen A, B C R" tal que ANB = 0 i m*(AUB) # m*(A)+
m*(B). En aquest sentit, si d(A, B) > 0, aleshores si es dona que m*(A4) +m*(B) = m*(AU B).

1.9
MESURA DE LEBESGUE

Sigui X un conjunt ambient (habitualment X = R™) i sigui P(X) el conjunt de parts d’X; és a
dir, el conjunt que té per elements els subconjunts de X.

Definicié 1.3.1 (o-algebra). Si X' és un espai X = R", un familia ¥ C P(X) és una o-algebra
si:

1. X eX.

2. Si E €Y, aleshores E¢ € ¥.

3. Si{Eg}, C X, aleshores ;- , By € X.

Definicié 1.3.2 (Mesura positiva). Sigui X' i sigui ¥ C P(X) una o-algebra. Una funcié p :
Y — [0, +00] és una mesura positiva si:

1. (@) = 0.
2. p és o-additiva: si E; € X son disjunts dos a dos, llavors:

«(Un) - Soum
j=1 j=1
A tall d’observacio, la mesura exterior €s positiva. Definim tot seguit els subconjunts de R™ on

la mesura exterior té les bones propietats que calen per a integrar.

Definicié 1.3.3 (Conjunt mesurable Lebesgue). Sigui £ C R™. Diem que E és mesurable Le-
besgue si per a tot A C R" es dona el segiient:

A" = JANE[* + |AN E°|".

Els conjunts E que tenen aquesta propietat formen una o-algebra, denotada M(R™) i anomenada

la o-algebra de conjunts mesurables Lebesgue.

Definicié 1.3.4 (Conjunt mesurable Lebesgue, alternativa). Un conjunt A és mesurable Le-
besgue si per a tot € > 0 existeix un obert & D A tal que m*(U \ A) < e. Si A C R" és
mesurable, definim m(A) = |A| = m*(A).

Observacio 1.3.5. Se segueix directament que qualsevol obert en R™ és mesurable, ja que
m*U\U)=0<e.
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Definicié 1.3.6 (Mesura de Lebesgue). La mesura exterior restringida a M(RR™) és una mesura

positiva, anomenada mesura de Lebesgue.

1 n®Y) — [0, 4]
B — u(E)=|E]

Per a £ € M(R"™) denotarem |E| en lloc d’|E|* (tot i que siguin el mateix valor).

A partir d’aqui enunciem, sense demostracions, una série de propietats teoriques de la mesura de
Lebesgue. La majoria son forca intuitives, sobre tot si pensem que estem formalitzant la nocié

de volum d’un conjunt a R™.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Carathéodory).
1. M(R"™) és una o-algebra a R™.
2. | -] és una mesura positiva a M(R™).
3. La mesura | - | és completa si z € M(R"™) té mesura 0, |z| = 0 i 2/ C z, llavors també
2z e M(R") i|| =0.

Observacio 1.3.8. Els conjunts de mesura 0 s’anomenen nuls, i son invisibles per la mesura (i,

com veurem, invisibles per a l'integral).

Notaci6 1.3.9 (Almost everywhere). Quan una propietat es compleix a tot arreu, llevat potser
d’un conjunt excepcional de mesura zero, diem que es compleix gairebé per a tot o, en anglés,

almost everywhere.

Propietat 1.3.10.
1. St A,Be M(R") i AC B, |A| <|B|.
2. 81 A Be MR") i AC B, |B\ Al = |B| — |A| sempre que |A| < 40o0.
3.8t E; € M(R™),5 > 1, formen una successio ascendent, E; C E;i1, per a tot j > 1,
lavors |\ U2, Ej| = lim o0 | Ejl.
4. Invariancia per translacions i simetria respecte l'origen. Com ja hem vist per a mesures
exteriors, 1.2.7, si E € M(R™), aleshores:
cx+E={z+y|lyeEe MR") i|x+ E|=|E|
e —E={-z|x¢e€FE} e MR") i|-E|=|E| (la mesura positiva és una funcié
parella).
5. St 1 ésinterval, I € M(R™) @ |[I| = v({).

Observaci6 1.3.11.

/. La mesura d’un conjunt depén de l’espai ambient en qué es miri. Un segment a R té
mesura positiva, pero a R? té mesura (area) zero.

2. Les figures geometriques planes (a R?) habituals sén mesurables i la seva mesura de Le-
besgue a R? és ’area. Analogament, els solids habituals de R? sén mesurables i la seva
mesura de Lebesgue a R? és el volum.
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3. Els conjunts oberts (i, per tant, tancats) son mesurables. Ja ho hem esmentat a 1.3.5.

Essent M(R™) una o-algebra, també soén mesurables els conjunts anomenats:

e (G, ¢és la interseccié numerable d’oberts.

e F, ésla unié numerable de tancats.

Acabem amb alguns resultats que caracteritzen els conjunts mesurables en aquests termes.

Proposicié 1.3.12.

1. Els conjunts mesurables de Lebesgque formen la o-algebra M(R™) que conté els oberts de
R"™.

2. Tot conjunt de mesura exterior 0 és mesurable.

Demostracio.

1. Si Ej son mesurables, £/ = U;il E). també. Per a tot € > 0 per a cada Fj hi ha un U,
obert Ej C Uy, tal que m*(Uy, \ Ey) < 5. Prenem U = |J;o Uy amb £ C U. A més,
U\ E C Upe, U \ Ei. Com m* és submesurable:

mUN\E) < iU\ By < Z% — e

2. Sim*(E) =0,

o0

m*(E) = inf {Zv(m | EC UIZ} = 0.

i=1

Aleshores, per a tot € > 0 existeix E C |J;o; Li, 1 >, |;| < e. Hem usat que m*(U \ E) <
m*(U) <e. SiAC B, m*(A) < m*(B), de manera que m(A) < m(B). Si A, B mesurables
iAC B, B=AU(B\A. N

Teorema 1.3.13. Sigui E C R™. Son equivalents:
1. Ee MR").
2. Ve >0 existeix T C E CU, C tancat i U obert, tals que m*(U\ C) < €.
3. FE ésigual a G\ Z, on G és un conjunt G, i |Z] = 0.
4. E ésigual a FUZ, on F és un conjunt F, i |Z| = 0.

Pel segon apartat, podem aproximar tot £ € M(R") amb tancats per dins i amb oberts per
fora.

1.4
FUNCIONS MESURABLES
Volem estudiar la integral segiient, el valor de la qual resulta ser |Al:

1, sizeA

/ xa ACR, XA(x)_{ 0, sizgA

10



Funcions mesurables 1.4.1

Aquesta funcié només té sentit si A € M(R"). En definitiva, per a definir la integral que hem
esbossat a la introduccié necessitem reduir-nos a la classe de funcions per les quals funciona bé
I’esquema indicat. Aquesta és una classe molt amplia, més que suficient per a poder calcular les
integrals que apareixen de manera habitual.

Suposem que, a partir d’ara, £ € M(R"); és a dir, £ és un conjunt mesurable, i diem R =
[—00, +00]. En general, tindrem funcions f : £ — R i, per ser rigorosos, ens caldra estendre
la relacié d’ordre de R a tot R.

—00 < a < 400, Va € R.

També cal estendre-hi les operacions suma i multiplicacid, de la manera que ja coneixem:
1. a o0 ==200+a==x0c0.
2. a-(£o0) és 400 si a > 0, — < 0o sempre que a < 0 i, finalment, una indeterminaci6 si
a=0.

3. La resta de casos se segueixen facilment prenent oo en lloc d’a.

Proposicié 1.4.1. Sigui f : E — R, E C R™ mesurable. Son equivalents:
1. Ya € R, el conjunt f~'(a,+o00] = {z € E| f(x) > a} és mesurable.
2. Yo € R, el conjunt f~'a,+00] = {z € E| f(z) > a} és mesurable.
9. Yo € R, el conjunt f~[—oc0,a) ={z € E | f(z) < a} és mesurable.
/. Va € R, el conjunt f~[—o0 a] ={z € E| f(z) < a} és mesurable.
Quan es compleiven aquestes condicions, també es dona que per a tot « € R, f~1({a}) = {z €

E| f(z) = a} és mesurable.

Idea de la demostracio.

1 =2 Observem que:

o0

{xGE‘f(a:)Za}:ﬂ{xEE‘f(x)>a—%}

n=1

= (o, +o0)) = fjf ((a - %’WD |

Com que, per hipotesi, {z € £ ‘ flz) >a— —} és mesurable, les propietats de o-algebra
de M(R") ens asseguren que {z € E | f(z) > o} (¢s interseccié numerable de conjunts
mesurables).

4 =1 Tenim
{xGE’f(a:)>a}:E\{x€E}f(:1:)§a};

és a dir, {r € F ’ f(z) > a} és el complementari d’'un conjunt mesurable i, per tant,
també ho és. De fet, el tercer i el quart conjunt sén els complementaris de f~!(a, +o0] i
e, +00] respectivament, i el complementari d’un mesurable també és mesurable.

11



1.4.8 Integracio de Lebesgue

La resta es demostren de manera analoga. Quan aquestes propietats es compleixen tenim, fixat
a e R:
weB|f@)=a}={r e B| fl) > a}n{z e B | f(z) < ak

per tant, aquest conjunt és mesurable. Analogament,

{re B | f(e)=+oc} = ({z e E| f(x) > n),

{weB|f(x)= -0} = (€ B | fx) <n},

son també mesurables. [ |

Definicié 1.4.2 (Funci6 mesurable). Una funcié f : E — R és mesurable si E és mesurable;

equivalentment, es compleixen tots els apartats de la proposicié anterior.

1.4.1 FUNCIONS CONSTANTS

Sigui f.: E — R donada per f.(z) = ¢ € R. Aqui, fixat o € R:

E sia<c
re K r)=c>a}l= o ’
wer|fw=-cxa={ § 03¢
En ambdos casos tenim un conjunt mesurable.
1.4.2 FUNCIONS CARACTERISTIQUES DE CONJUNTS MESURABLES

Sigui A C E un conjunt mesurable. Definim la funcid caracteristica x4 : E — R mitjancant
I’assignacio:

T yalz) = 1, sizeA,
XAl =00, siz ¢ A

Aleshores, fixat o € R,

0, sta>1,
{zeE| flz)=xal®)>z}=¢ A, siae(0,1),
E, sia<0.

En tots tres casos tenim un conjunt mesurable.

1.4.3 FUNCIONS CONTINUES

Si f: E — R és continua, f'(a,+00] = {z € E | f(z) > a} és 'antiimatge de 'obert

(o, +00) i, per tant, també és un obert. En particular, és mesurable.

Proposici6é 1.4.3. Si g, f : R — R son funcions mesurables i F : R> — R tal que F €
C(R?), aleshores F(f,g) : R® — R és mesurable.

12



Funcions gairebé iguals a una funcié6 mesurable 1.4.4

‘/:11 ‘/;14

Figura 1.1: Per definicié de compacte, el podem recobrir amb un nombre finit d’entorns oberts.

Demostracio. Definim h(x) = F(f(z),
cadena d’assignacions = — (f(z), g(x)
lobert (o, +00].

g(z)), tal que G : R* — R?* i F : R — R, amb la
) — F(f(x),g(x)). Sigui Q I'obert de R? antiimatge de

W ((a, +00]) = GHFYa, +00]) = G7HQ) = G} (U fk) = Ja '),

on, per definicio, sabem que podem posar €2 com a uni6 numerable d’intervals oberts (2 =
U, K,iK,cU™mT). |

1.4.4 FUNCIONS GAIREBE IGUALS A UNA FUNCIO MESURABLE

Sigui f : E — R mesurable i sigui g : E — R tal que g = f llevat d’un conjunt Z amb |Z| = 0
(és a dir, g(x) = f(x) si z ¢ Z). Llavors, g també és mesurable: per a tot x € R tenim:

{zxeE|glx)>a}t={z e E\Z| f(z)>a}U{zeZ]|g(x)>a}
=[{zeE| flx)>a}n(E\Z)|U{z e Z|g(zx)>a}.

Essent {z € Z | g(z) > a} C Z1i|Z| = 0la completitud de la mesura diu que {z € Z | g(z) > o}
també és mesurable i amb mesura 0.

Per altra banda, {z € E | f(z) > a} N (E \ Z) és interseccié de conjunts mesurables i, per tant,
és mesurable. Com que {z € | g(x) > a} és interseccio de dos conjunts mesurables, també
és mesurable. Examinem un cas particular d’aquesta mena de funcions que, probablement, hem

vist anteriorment.
Exemple 1.4.4. Sigui f : [0, 1] — R definida per:

f(x):{ 1, sizeR\Q,

0, sizeq@.

El conjunt [0,1] N Q és mesurable i de mesura zero. Aixd és aixi perqué aquest conjunt és
numerable; és a dir, és de la forma [0,1] N Q = {x,}32,. Com que el conjunt format per un sol

13



1.4.4 Integracié de Lebesgue

punt E, = {x,} és mesurable i de mesura zero (com ja hem vist al parlar de la mesura exterior),

llavors, per la o-additivitat:

0,1]NQf =

Z |En| =0.
n=1

Amb aixo, tenim que f(x) =1 llevat del conjunt Z = [0, 1] N Q, que té mesura 0; per tant, f és

mesurable.
Propietat 1.4.5. Siguinc € R,E € M(R") i f,g: E — R funcions mesurables. Aleshores:

f1

cf, f+g, f-g =" max{f, g}, |f], f¥, f~

son funcions mesurables.

Observacio 1.4.6. Recordem que, donada f, tenim f* = max{f,0} i f~ = max{—f,0}.
D’aquesta manera, f = f* — f~i|f|=fT+f".
Propietat 1.4.7. Siguin f, : E — R, k € N, funcions mesurables. Aleshores:
Hlfflm Sllpflm Lim fy, hm ks hm i
k—o00

son funcions mesurables (sempre que aquests infims, suprems i limits existeizin almost everyw-
here, v € E).

El resum de tot aixo és que totes les funcions que trobem habitualment sén mesurables. De fet,
com és molt dificil construir un conjunt no mesurable, també és molt dificil trobar-se una funcio6

no mesurable.

Exercici 1.4.8. Raoneu st son mesurables © calculeu la mesura dels segiients conjunts:
e RxQ aR2%
o A={(z,y) € R? : max{|z|,|y|} = 1}.
o UiZ5 Ai, on Ay = {(2,9) €R*: } <ol +y| <1~}

Demostracio. PRIMER APARTAT. Sabem que Q és mesurable; aixo és, Q = {¢;}52,, de manera
que podem representar R x Q com una familia numerable de rectes:

RX@ZU(RX{%})~

Una recta és una unié numerable de segments semi-oberts, que sén també mesurables per Ca-
ratheodory. Aixi, cadascun dels j-conjunts és un tancat i mesurable. La uni6 numerable de
conjunts mesurables és mesurable, de manera que R x Q és mesurable. Per determinar la me-
sura, |R x Q|, sabem que una recta té mesura 0; per tant, la uni6 numerable de rectes (per cert,
tals que (R x {¢;}) N (R x {qx}) =0, per a j # k), sera |R x Q| = 0.

SEGON APARTAT i TERCER APARTAT, queden com a exercici. ]

L Cal suposar que g(z) # 0 almost everywhere.
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Funcions gairebé iguals a una funcié6 mesurable 1.4.11

Exercici 1.4.9.

o Demostreu que si un conjunt mesurable A C R té algun punt interior, llavors m(A) > 0.
o Demostreu que si Z C R té mesura zero, llavors R\Z és un conjunt dens a R.

Demostracio. Si A és un conjunt mesurable que té un punt interior xy, existeix un interval obert
I tal que 9 € I C A. Com I = (a,b) per a certs a, b tals que a < b, tenim que |[I| =b—a >0
té mesura positiva. Per tant, com I C A, |A| > |I| > 01 |A| > 0.

Prenem Z C Ri |Z] = 0. Denotem F = R\ Z. Recordem que E és dens en R si, i només
si, £ = R. Raonem per reduccié a absurd. Si E # R, E és subconjunt propi dR i R\ E és
un obert no buit. Aleshores, R \ E té punts, tots interiors. Pel primer apartat, |R \ E| > 0.
Podriem acabar ja, pero si volem seguir amb ’absurd:

IR\ E|<[R\E|=|Z|=0

EC — Y
R\ECR\FE Z:>{ R\ E| > 0

On hem usat que |Z| = 0 per hipotesi. De manera que obtenim 0 < [R\ E| < 0, absurd que ve
de suposar E # R. Per tant, E =R iR\ Z dens en R. [

Lema 1.4.10 (Lema de Borel-Cantelli). Siguin Ey, k € N, conjunts mesurables de R" tals que
Y s Bkl < 00 i sigui E = {x € R":x € E} per a infinits k € N}. Comproveu que E =
ﬂNzl UkzN L.

Demostracio. Tenim que (J,cn Er és mesurable i, en concret, el podem posar com Ay. A més,
per a tot N € N se segueix que £ C (J,»ny Er. A la vegada, la intersecci6 numerable de
mesurables és mesurable; aixo és, E = [\y_; An.

U

k>N

|B| < <> |E| =0, N = oo

k>N

Si recordem, una successié és convergent si, i només si, la seva cua tendeix a zero a mesura que

augmentem el nombre de termes. Es a dir:
o0 o0
Zak convergent —» Z ap — 0, N — oo.
k=1 k=N

Per tant, sabem que |Ej| és convergent i, per tant, la cua de la successio |Fj| tendeix a 0, com

voliem. [ |

Exercici 1.4.11. Digueu si son certes o falses les afirmacions segiients (si son certes proveu-les,

i st no doneu un contraezemple).

1. 8t A,k > 1, son o-algebres a R™ aleshores A := Ni>1.Ai, també és una o-algebra a R™.
2. Per a tot A,B € M (R"™) amb |Al,|B| < 400,

1Al = [B] < [A\ B +|B\ 4]
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1.4.4 Integracié de Lebesgue

3. 81 f: R — R és integrable, aleshores lim,_, ., f(z) = 0.
4. Sigui E C R™ tal que la seva frontera OF té mesura exterior zero. Aleshores E és mesu-

rable.

Demostracio. PRIMER APARTAT. R™ € A, ja que R" € A per a tot k& € N i, per tant,
R" € Moy A = A Si E € A E € A per a tot k € N. Com que Aj és una o-algebra,
]R”\EETA;C per a tot k € N i:
R"\ E€ (A=A
k>1

Utilitzem el mateix argument que abans, partint del fet que Ei,..., E, pertanyen a les k-o-
algebres, arribem finalment al fet que ens interessa.
SEGON APARTAT. Usem el fet de teoria de conjunts que A = (A\ B) U (AN B) i viceversa,
B = (B\ A)U(AN B), per a tot conjunt A, B. A més, aquests dos conjunts son disjunts:

Al = [A\ B| + [AN B

— = — < .
A VA TR} = 1A= Bl = 1A\ BI = 18\ Al < A\ B+ 1B\ A

Intercanviant els papers d’A i B, obtenim una desigualtat complementaria |B| — |A| < |A\ B|+
|B\ A|. Aixi, obtenim el resultat.

QUART APARTAT: Sigui E C R” subconjunt. La seva frontera é¢s OF = E \ E. Podem posar
E=EU(E\E). Usant que £ C E C E,

(E\E)c (E\ E)=0E.

En particular, |E\ E|* < |OE|* = 0, la ultima igualtat per hipotesi. Per tant, E és obert i, per
tant, mesurable, i E'\ E té mesura exterior 0 (i, per tant, és mesurable). La uni6 de mesurables
és mesurable; aixi, E/ és mesurable. ]

Exercici 1.4.12. Sigut f; : R" — R una successio de funcions mesurables. Demostreu que el
conjunt {z € R" | (f;(x)); és de Cauchy} és mesurable. (Indicacio: Escriviu la definicio de suc-

cessio de Cauchy i poseu el conjunt com a unid i interseccié numerable de conjunts mesurables.)

Demostracio. Recordem que una funcié f : R® — R és mesurable si, i només si, per a tot

a € R el conjunt f~*((a, +00)) és mesurable. Al seu torn,

{f;(2)}32, és de Cauchy <= Ve > 03N e N |Vj k€N, |f;(z) — fulz)] <e.

Podem canviar € per %, amb m € N. La part dreta de 'equivaléncia és equivalent (valgui la

re MU N feer im0 - fwl<}

meN NeN j,k>N

redundancia) a:

Aixo és perque Ym e N= (0, .y 13IM € N =, .. Que f sigui mesurable implica que |f] és
mesurable. En efecte, |f| < a si, i només si, —a < f < a, per a a > 0. Com f;, f; mesurables,
| f— fx| és mesurable i f~((—o0, L)) és mesurable i, justament, {z € R™ | |f;(z) — fi(z)| < £ }.

[ |

1
’'m
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Funcions simples 1.5.4

1.5
FUNCIONS SIMPLES

Definirem la integral d’una funcié mesurable qualsevol per aproximacié mitjancant les anome-

nades funcions simples, que sén combinacions lineals de funcions caracteristiques.

Definicié 1.5.1 (Funcio simple). Una funcié s : E — R es diu simple si és de la forma

N
S(LE) = ZakXAk(x)7 T e E,
k=1

on ay,...,ay € R x és la funci6 caracteristica i Ay, ..., A, € M(R™) séon disjunts dos a dos.

Exemple 1.5.2.
e A la funcio f : [-1,1] — R, f(z) = ?, prenem per a j = 1,...,N, E; = {z €
[-1,1 | &t < 2% < L]} i la funcié simple:

N ]—1
S:Z NXE]

Jj=1

Aquesta funcié dona una aproximacioé per sota de 22 que es va fent més precisa a mesura
que N creix.

e Sigui A = (0,2) i B = (1,3) tal que f(x) = xa(x) + xp(z). Prenem A, B C E tal
que E és mesurable. Aleshores, podem escriure f, equivalentment, de la segiient manera:
f(x) =3xaB(x)+4xans(x)+Xxp\a(z). Hem usat el fet que AUB = A\BUANBUB\ A.

e La funci6 f:[0,1] — R donada per f(z) =1siz € R\ Qi f(z) = 0 sempre que z € Q
és simple, ja que f = Xx[0,1n®\Q)-

Observaci6 1.5.3.

1. Totes aquestes funcions sén mesurables per les propietats que hem enunciat al final de
I’apartat anterior.

2. Els possibles valors d'una funci6 simple s = > 77 agxa, son 0, aq,...,ay. A més, per a
k=1-+n:

s ({an}) = A s ({0)) = B\ | A

3. Segons les propietats que hem vist, tota funcié que sigui limit de funcions simples també
és mesurable. Es important que, reciprocament, tota funcié mesurable i no negativa és

limit d’una successio creixent de funcions simples.

Teorema 1.5.4. Sigui f : R" — [0,400] mesurable. La successid {s,(x)}5, de funcions

simples 1 positives:
m2™

k—1
Sm = Z om XE(km) + MXF@m), m €N,
k=1
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1.6.1 Integracié de Lebesgue

amb E(k,m) = {z € R" | & < f(2) < &} i F(m) = {z € R" | f(z) > m} és creivent

(Sni1(x) > su(x) per a tot x) i lim,, o0 sm(;)m: f(z).

Demostracio. Com que E(k,m) i F(m) son mesurables, es dona que s, és simple. Veiem que
sp(x) < f(z) per a tot x € R™ i per a tot m. Si z € F,, sp(x) = m i f(z) > m. Si
v € E(k,m), sm(z) = 211 21 < f(2) < £. Adonem-nos que dividim Pinterval [0,m] en

gm 1 gm 2m

una partici6 de fragments equidistants i de mida, tots, 2%,1 (és a dir, amb punts de contacte
_ m . . s N

0, Q%n, cee %, 2%, cee % = m). Ara considerem s,,1(z), de manera que la partici6 es fara

més fina; en concret, el doble de fina (cada interval es dividira en dos de petits). Siz € E(k,m),

podem dividir en dos casos:
1. Si x pertany a la primera meitat de E(k,m), sp(2) = Spmy1(2).
2. Si x pertany a la segona meitat de E(k,m), s;,(x) < spmi1(x).
Siz e E(k,m),
£(@) — sul@)] < 51

Com que E(k,m) esta fitat per m, qualsevol valor d’z la imatge del qual sobrepassi m viura en
F(m); és a dir, si f(z) > m, z € F(m). En més detall, si f(z) = +o00, z € F(m) per a tot m i
Sm(2) = m. En canvi, si f(z) < 400, € E(k,m) quan m > f(z):

]f()—sm()|<——>0 m — 00. [
Propietat 1.5.5. Siguinc € R,E € M(R") i f,g: E — R funcions simples. Aleshores:

ef. frg fg g max{f.g}, ||, F*. I~

son funcions simples.

1.6
LA INTEGRAL DE LEBESGUE DE FUNCIONS MESURABLES

Utilitzarem I’aproximacié de funcions mesurables per funcions simples per a definir la integral

de Lebesgue. Ho fem per passos.

1.6.1 PRIMER PAS

Funcions simples. Sigui s = Zgil TpXa,Tr > 01k =1,...,N i A mesurables (és a dir, s
és una funcio simple positiva). La integral de s es defineix de la manera que esperem:

N
/ S:ZOzk' |Ak|
R k=1

2 Tal com hem fet abans, cal suposar que g(z) # 0 almost everywhere.
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Primer pas 1.6.2

En general, si £ € M(R"), definim:

5= ak|AkﬂE]:/s~XE.
fo=3 \

k=1
Per estar segurs que contemplem tots els casos possibles, convindrem que si aj = 0, aleshores la

contribuci6 d’ayya, és també 0, encara que |Ay| = +o0.

Observaci6 1.6.1.

1. Important. Si |Ax N E| = 001 a; =0, entenem que el producte oy | A N E| val zero també.
Es compleix en cert sentit 0 - oo = 0.

2. Si|Z| =0, llavors [, s = 0.

3. 81 EC M(R™)is > 0 simple, llavors:

o<

Aquestes dues propietats son directes a partir de la definicio.

Propietat 1.6.2. Siguin s,t > 0 funcions simples, i sigui { E;}; una col-leccid finita o numerable

de conjunts mesurables 1 disjunts dos a dos, tenim:

1. St A>0,
/ )\3:)\/ S.
R n

Aquesta propietat és certa, de fet, per a tot A € R, pero de moment només tenim dret a

integrar funcions simples positives.

2. Additivitat:
/ s—l—t:/ s—l—/ t.
R'n n n

3. Monotonia: si 0 < s <t, aleshores:
/ s < / t.

/. o-additivitat (respecte el conjunt d’integracid):

Aquests resultats, que es comproven directament de la definicid i de les propietats de la mesura

ja donen, juntament amb el resultat d’aproximacio per funcions simples, la idea del segiient pas.

Demostracio. SEGON APARTAT. El podem expressar de la segiient manera, per a £ = |, E;, E;
mesurables. Si Ay U---UA, 1By U---UB,,. Sigui s constant en E it també:

E = U {AiN Bj}i=t1,.n -
i,J

7j=1,....m
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1.6.2 Integracio de Lebesgue
De manera que queda (s +t)(x) = > (s; + ;)X g, com voliem. En altres paraules, es té:
s+t=> (w+bB) xars, = [ (s+1) =) (w+p) 14N B

k.j R? kj
+E 5j'|AkﬂBj|—/S+/ t.
k,j " "

TERCER APARTAT, t = s + (¢t — s) i, com s i (¢t — s) son simples i no negatives, usem el segon
apartat. El quart apartat resulta d’usar la definici6 i la o-additivitat de la mesura de Lebesgue:

N N
/ s:Zak-Akﬂ<UEi)‘=Zak'Z!AkﬂEi|
U; Ei k=1 i k=1 i

1.6.2 PAS SEGON

Sigui f : R"™ — [0, +00] mesurable no negativa. Considerem la familia de funcions simples que

queden per sota de f:
S(f)={s:R" — [0, +oc] simple i amb 0 < s < f}.

En general, si £ € M(R"), aleshores:

f= sup /R”s:/fz fxe= sup /
R s€S(f) E R s€S(fxr) JR?

A continuacio, una série de resultats i observacions.

Propietat 1.6.3 (Observacions i propietats).
1. Quan f = s simple, aquesta definicio coincideiz amb la del primer pas.

2. Monotonia. Si0< f<giFE e M(R"), llavors:

<[

381 f >0 és mesurable i+ A > 0, llavors:

/E)\f:A/Ef.

. St f >0 mesurable i Ey, Es € M(R™) amb Ey C Es, llavors:

Jre )

5. 8i f >0 és mesurable i Z és tal que |Z| =0, llavors:

/ f= [ f YEe€ MR
E E\Z

S
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Pas segon 1.6.6

Totes les anteriors propietats son heretades de les analogues per a funcions simples, que ja hem

anat explicant.

Demostracio. Comentarem la segona, tercera, quarta i cinquena.

2. Se segueix de la definici6 i de la demostraci6 del tercer apartat de 1.6.2.

9. Pel que fa a la tercera, tenim que [, f = [o fyp 1 [of = Jg fxr, de manera que podem
aplicar ’apartat anterior.

/. Podem en una integral afegir o treure un conjunt de mesura zero sense que afecti al
resultat. Es directa quan ens adonem que £ = (E\ Z) U (E N Z) o, equivalentment,
EFEuZ=FU(Z\E). |

Proposicié 1.6.4. Si f >0 és mesurable i [, f < 400, llavors |{z € E | f(z) = +oo}| = 0.

Demostracio. Per a veure aixo, definim Z = {z € E | f(z) = 400}, que sabem que és mesurable.

Per la monotonia, tant respecte al conjunt d’integracié com a la funcid, tenim:

+oo>[Efz/Zf=/Z<+oo>,

d’on deduim que |Z| = 0. Més formalment, considerem A, = {z € E | f(z) > n},n € N, de
manera que Z = ()~ A,. Llavors:

/Efz/Anfz/An:nMnL

Per tant, |A4,| < % — 0 sempre que n — oo. Com que Z C A,, també tenim que |Z| <
|A,| = 0 quan n — oo. |

Proposicié 1.6.5. Si f >0 és mesurable i [, f =0, llavors |{z € E | f(z) # 0} = 0.

Demostracio. Per a veure aixo, si diem A, = {z € E | f(z) > 1} tenim {z € E | f(z) # 0} =

UZOZIAni:
o= [z 1= [ S-tas
E An A, T n

per tant, |A,| =0 peratot n > 11

[ee)

U

n=1

Proposicié 1.6.6 (Additivitat). Sigui E € M(R"™) i siguin f,g > 0 mesurables. Aleshores:

/E(f+g)=/Ef+/Eg.

Idea de la demostracio. La prova depén de 'anomenat Teorema de la Convergencia Monotona:

{ze B | fx) £0)] = =0 o

si f, : B — R s6n mesurables i 0 < f; < -- -, aleshores:
lim | f,= / lim f, |
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1.6.3 Integracio de Lebesgue

Demostracio feta a classe. Siguin f, g > 0 mesurables. Existeix s, C f tal que:

/f: sup /s:lim Sn
Ogsgf n—o0

s simple

/g: sup /t:lim tn
0<t<g n—0o0
t simple

Com s+t < f+g, [f+ [g— [sn+ [tn=[5,+t, <[+ g. Ens falta resoldre l'altra
meitat, que s’ha de fer amb el Teorema de la Convergéncia Monotona igualment. Construim dos
funcions simples que convergeixen puntualment cap a f(z), g(x), respectivament: si(x) * f(x)
iti(z) / g(x) per a tot « € R™. Obtenim, doncs, que sx(z) + tx(z) — f(z) + g(z). Ara si,
apliquem el TCM:

[sx+ [th ————— [se(@) +ti(a) ——— [ f+g u
TCM

Propietat 1.6.7 (Més propietats).
1. St Ee MR") i f,: E—[0,400],n € N, son mesurables; llavors,

ST A

2. Si {Eg}32, son conjunts mesurables disjunts dos a dos i f : Ur—, Ex — [0,400] és
mesurable, llavors:
f= f-
/UioﬂEk ; By,

1.6.3 TERCER PAS

Prenem una funcié mesurable f : £ — R. Donada f amb signe arbitrari, escrivim f = f+—f.
Com que [T = max{f,0} i f~ = max{—f,0}, aquestes funcions séon mesurables i, per tant,
també ho és |f| = fT+ f~.

Ara definim la integral de f com la resta de les integrals de f™ 1 f~ (cosa que sabem fer per la

subseccié anterior), sempre que aquesta resta no porti a una indeterminacio.

Definicié 1.6.8 (Integral de Lebesgue). Sigui E € M(R") i sigui f : E — R mesurable tal
que almenys un dels dos valors | L f » f 7 sigui finit. Llavors, definim la integral de Lebesgue

ol fr

de f com:
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Tercer pas 1.6.12

Definicié 1.6.9 (Funcié integrable). Una funcié f : E — R mesurable és integrable si:

[E|f|=/Ef++/Ef‘<<oo-

Denotem per L£(E) el conjunt de funcions integrables a FE.

Observacio 1.6.10. Atencié. Pot passar que f no sigui integrable pero que fEf sigui ben
definit. De fet, amb les definicions que acabem de veure, aixd passa quan una de les integrals

S [T, [, [ és finita i Ialtra no.
Proposicio 1.6.11. Sigui E € M(R"), un conjunt mesurable.

1. LY(E) és un espai vectorials sobre el qual la integral de Lesbesque és una aplicacid lineal.
Es a dir, sio, B €R i f,g € LYE), llavors af + Bg € L(E) i:

[@resn=afr+5/0
/EfS[Egi/EfﬁfE\fl-

3. Invariancia per translacions i simetries. Siv € R™ és fiv i f € LY(E), llavors f(x —v) €
LYE +v) i

2.8 f,ge LYE) i f<g:

[ fa—vde= /Ef@) d

De manera semblant, f(—x) € L'Y(—F) i:

/Ef(—x)dm:/Ef(a:)dx.

Aqui, E+v={z+v |2z €E} i—E={-z|z€E}.
Idea de la demostracio. El primer apartat s’ha de fer per casos. El cas més facil per a les
desigualtats segiients: (af + 89)" < aft + g~ i (af + 89)” < af” + Bg~. D’aquesta manera
obtenim que:

(af +B9)* < |af + Byl < lal- (f* =) +18l(g" —g7)-
El segon apartat surt del fet que f* < ¢" i g~ < f~. Com que les desigualtats es conserven
amb la integral:

fr-fre Lo -fo =L fr

La segona desigualtat del mateix apartat se segueix directament del fet que:
/f*—/f“é/f++/f‘- o
Proposici6 1.6.12.

1. Si f e LYE) ig és mesurable tal que |g| < f, llavors g € LY(E).
2. i f és mesurable i acotada i E € M(R") tal que tenim |E| < oo, llavors f € LY(E).
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1.8 Integracio de Lebesgue

1.7
RELACIO ENTRE RIEMANN I LEBESGUE

Teorema 1.7.1 (Relaci6 entre Riemann i Lebesgue). Si f : [a,b] — R tal que f € %Z([a,?]),
aleshores f € L(|a,b]) i
b
[ tai=[ ;.
a [a.b]
Observaci6 1.7.2.

1. Aixo diu, en primer lloc, que la integral de Lebesgue de les funcions integrables Riemann és
precisament el valor de la integral de Riemann. Per a funcions integrables Riemann podem
continuar utilitzant sels métodes d’integracié que coneixem (canvi de variable, integracio
per parts, etc.).

2. Hi ha funcions integrables en el sentit de Lebesgue que no ho sén en el sentit de Riemann

(i, per tant per a funcions f : [a,b] — R la integral de Riemann és més general).

Exemple 1.7.3. Considerem la funci6 segiient:

ro={ g rE'®

0.
Per tant, f no és integrable Riemann (la integral de Riemann no esta definida), ja que R, =
Srl-t=11R,=>",0-1=0iR,— R, 4 0 quan n — oo. Per altra banda, com que

f =1 almost everywhere per a z € [0, 1] tenim que f és integrable Lebesgue i:

/01 An]

Teorema 1.7.4 (Integral impropia i integral de Lebesgue). Sigui f : [a,b) € R amb —c0 <

La integral superior de Riemann fab f(z) dx, mentre que la integral inferior és 0: f; f(z)

a < b < +oo, localment integrable Riemann. Son equivalents:
1. f; f(z)dx és absolutament convergent.
2. f € LYa,b)).

Quan aizo passa, f;f fl@)de = [, f

Observaci6 1.7.5.

e Quan ambdues coincideixen els métodes de calcul son els mateixos.
e Pot passar que la integral impropia sigui convergent (Riemann) pero la funcié no sigui
integrable Lebesgue; per exemple, f : [1,00) — R tal que 2 — Sm(m)

1.8
INTEGRAL DE LEBESGUE I TEOREMES DE CONVERGENCIA

Un del principals avantatges de la integral de Lebesgue, comparada amb la integral de Riemann,
és el bon comportament per processos de pas al limit. Veurem tot seguit una série de resultats
que mostren aquest bon comportament.
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Integral de Lebesgue i teoremes de convergéncia 1.8.2

Teorema 1.8.1 (Teorema de la convergéncia monotona). Sigui E C R™ mesurable i siguin f, :

E — [0,4+00], n > 1, funcions mesurables tals que
0< file) < fole) <--- < fu(x) < -+ ae z€F

Aleshores:

lim [ f,= / lim f,
E

n—o0 E n—o0

Exemple 1.8.2. Provem que:

La successio:

2

et 1 1 1

fulz) = = < = fu1(2).
(ene® +m)ad/2 1+ m/ens® 2%/ (1 + —EMIM) s

és creixent en n, per a tot « € [1, +o0], i:

. . 1 1 1
am folw) = m S am ~

Per tant: . , .
, o et * dx
nh_?;o . (enx2 + 7r) x?,/zdx - /1 r3/2 2
Demostracio de 1.8.1. Observem, en primer lloc, que f(z) := lim, f(x) estd ben definit a.e.

x € FE, per la condici6 de no-decreixement, ja que tota successié monotona té limit. A més,
f = lim, f,, és mesurable, per les propietats de les funcions mesurables (és mesurable perqué
és continua en el domini d’integracio). Per tant, podem parlar de la integral | 5 f- Hi ha una
desigualtat trivial: com que f, < f, per la monotonia de les integrals tenim | 2 fn < Il [ 1, per
tant,

lim [ f, < / .

Ens cal veure la desigualtat contraria; volem veure que per a tot funcioé simple s € S(f)(s < f),

/s < lim [ fp, (1.8.1)
E

n—oo E

la qual cosa implicara que

/f: sup/sglim fn
E seS(f) JE n—0o0

Prenem, doncs, s € S(f) i anem a demostrar que (1.8.1) es compleix. Suposem que s =
Z;V:l ajxaamb A; mesurables i a; € R. Per a tot 0 <t < 1 definim:

N

t

S, = Q;

" Zl JXA]-O{:ceE}taijn(a:)}
j:
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1.8 Integracio de Lebesgue

Es clar que per a tot x € E tenim:

tst (z) < fo(2).
Com que {z € E : ta; < f,(x)} és un conjunt mesurable, s’ és una funcié mesurable, i usant la
monotonia, obtenim:

lim [ ts!, < lim [ f,. (1.8.2)

De fet, s és una funci6 simple, amb integral:

N
/Szzzaj |A; N {zx € E:ta; < fo(x)}].
E j=1

Observem també que si x € A; aleshores ts(z) = ta; < a; < f(x), 1 per tant, existeix un n tal
que ts(z) < fu(z), ésadir,z € AjN{zr € E : ta; < fr(z)}. Per tant:

A= U(Aj N{z € £ :ta; < fu(x)})

n

Com que la de la dreta és una successi6 creixent de conjunts, per la llista de problemes, sabem

que:
|A;] = lim |A;N{z € E:ta; < fo(x)}].

n—0o0

Per tant,
N
7}1_)1210 Esf;b = 7}1_)120;% |A;N{z € E:ta; < fo(x)}]
N
=> lim [A;N{z € E: ta; < fu(2)}] (1.8.3)
j=1

N
:ZZE:CQ|/Q|:=h/mS.
j=1 E
Ajuntant (1.8.2) i (1.8.3), obtenim el segiient:

/ s=1lim [ st =t"1lim [ s& <t 'lim [ f,.
E

n—oo E n—oo E n—oo E

Com que aixo0 és cert per a tot ¢ < 1, prenent el limit per ¢ /1 obtenim finalment que:

s< lim [ f,. |
E n—oo E
Una conseqiiéncia directa del teorema de la convergéncia monotona és el segiient resultat referent

a séries de funcions positives.

Corol-lari 1.8.3. Sigui E C R"™ mesurable i siguin f, : E — [0, +00],n > 1. Aleshores:

= fhe T

n>1 n>1
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Integral de Lebesgue i teoremes de convergéncia 1.8.8

Demostracio. Per a provar aquest resultat tan sols cal considerar les funcions Fy = Ziv:l fn
tals que Fy = E — [0,400] (son positives) son mesurables, i formen una successio creixent
perqué ¢p+1(x) = gn(x) + far1(z) > gn(x). Pel teorema de la convergéncia monotona tenim:

lim Z/fk 1im /Qn /ka(:c) u
e E 1

Exemple 1.8.4. Calculem, per a o > 0,

Z/ "(1—x)%x

n>1

Com que les funcions f,(z) := 2"(1 — x)® sén positives a (0, 1), pel resultat anterior,

Z/ 1—Q:O‘dx—/ (Z:{;) 1—x°‘d:c—/01(1—:r;)a1d:v—é.

n>1 n>1

Continuem amb un resultat auxiliar que es demostra facilment amb el teorema de la convergéncia

monotona.

Lema 1.8.5 (Lema de Fatou). Sigui E C R™ mesurable i siguin f, : E — [0,+0o0],n > 1,
funcions mesurables. Aleshores:
[ g < im [ g,
E n—oo n—oo JE
Exemple 1.8.6. Ezemples senzills mostren que la igualtat no és certa en general. Per exemple,
prenem E = [0,1] C R i definim

X[o,%}(x) si n és parell
fulw) = X[ (x) si n és senar.

Aqui f[o I fn = % per a tot n > 1, perd en canvi lim  f, = 0.

Teorema 1.8.7 (Teorema de la convergéncia dominada). Sigui E C R™ mesurable i siguin f,
E — R,n > 1, funcions mesurables. Si existeiz g : E — [0,+00] integrable (g € L}(E)) tal
que per a totn > 1, fu(x) — f(z) quan n — oo i:

|fu(2)] < g(x) ae z€E.
Aleshores, f, € LY (E) i:
lim fn = / lim f,.
E

n—oo n—oo

Exemple 1.8.8 (Exemple negatiu). SlgUI Jn(2) la funcié caracteristica xnoc)(2); és a dir, que
envia a 0 tot aquell valor entre (—co,n)ia 1 [n,400). En teoria, podem aplicar que lim,, [, f, =
limg f,. Aixo és; per una banda, fE lim,, .o fn =0, ja que lim,_, f, = 0; d’altra banda:
lim [ fu(z) = lim ldx = oo

E

n—o0 n—oo n

Tindriem que 0 = oo, la qual cosa és absurda.
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1.8 Integracio de Lebesgue

Exemple 1.8.9 (Exemple positiu). Calculem:
. nsin(%)
lim [ ———\n/_
n—oo Jp x (22 4+ 1)

Diem:

nsin(%)  sin(%) 1
fo(z) == 5 = — 5 )
z(x?+41) L (22 +1)
Com que lim;_, Si?t = 1 tenim, per a tot z € R fixat,
lim fu(r) = 5
im f,(z) = ——.
A més, utilitzant que |sint| < |¢t|,t € R, tenim també:
1
()] < ———.
1O < oy
Com que g(x) := 1/(2? + 1) és integrable a R podem aplicar el teorema de la convergéncia

dominada i deduir que:
nsin( d
lim #dx = / o [arctan x> = T_ (—z> =T.
n—oo Jp x (22 4+ 1) r (2 +1) 2
Exemple 1.8.10. Calculem, per a k € N:

lim v (1 + E) - dzx.
n

n—oo 0

Per evitar I'inconvenient que el domini de les integrals depén de n, prenem:

T —n
fulz) = X[om](x)a:k (1 + ﬁ) .
Observem que, fixat x > 0, la successié (1 + %)™ creix cap a e”, i per tant, fixat z > 0:

. _ Lk _—x
8, Jule) = e

Com que la successio (14 )" creix, no podem acotar (1+ )" per e~*. Utilitzant la monotonia

~ —(k+2)
A n xr
1 —) < (1 .
( +n _( +/€+2>

Amb aixo queda, si n >k, | f,(x)| < g(z), on:

(x) - xk X N T —(k+2)
L) = k+2 '

tenim pero, per a n > k,

Observem que aquesta funcio6 és continua a [0, +00) i que té un creixement a U'infinit comparable

amb x—12:
zF (1 + = )_(k+2) h2
. k+2 _ E+2 1 _ k+2
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Integral de Lebesgue i teoremes de convergéncia 1.8.11

Per tant, pel segon criteri de comparaci6, g és integrable i podem aplicar el teorema de la

convergencia dominada per deduir finalment que:

n

—n +oo
lim " <1 + %) de = / e dr =T(k+1) = k!
0

n—o0 0

Observacio 1.8.11 (Funcio gamma). La funcié I' és la integral segiient:

F(a):/ t*te tdt.
0

Per a a > 0, tenim unes propietats forga importants: I'(1) = 11 I'(n + 1) = nI'(n). Podem

definir una altra funcié a partir d’aquesta, la funci6 B, amb a,b > 0 tenim:

1
B(a,b):/ 11— gyt gy = LWL
0
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[

Metode d’integracio

2.1

CALCUL D’INTEGRALS DE FUNCIONS DE MES D’UNA
VARIABLE

Comencem amb un exemple per il-lustrar el métode d’integracié que després generalitzarem.

Exemple 2.1.1 (Integracio iterada). Sigui @ = [0,1] x [0,1] C R? (quadrat unitat) i sigui
f(xz,y) = 1—=. La funci6 és continua (i, per tant, mesurable) independent de y i la seva grafica

és un tros del pla 2 = 1 —z. Tenim f € L£}(Q) i esperariem que el volum sota el tros de pla,

fo,fos%-Ll:%.
Amb les eines que tenim dins ara, per calcular f 0 f hauriem de construir una successio creixent

de funcions simples s,,  f, a.e., x € @ i calcular:

/ f= lim Sm.-
Q m—0o0 Q

Una forma ttil de fer els calculs, aprofitant el que ja sabem d’una variable, és pensar el volum
com una mena de suma continua d’arees. Aqui, fixant zy € [0, 1], 'area de la lamina que va del
pla z =1 — z fins a () sobre el pla x = x( és:

1
/(1—x0)dy:1—x0.
0

Fent aix0, per a cada x € [0, 1] tenim:

/01(/01(1—x)dy)d:c:/ol(l—x)dle—%:%.

També podem canviar els papers d’x i y i comprovar que dona el mateix resultat:

/01 </01(1_x)dx)dy:/01%dy:%.

Aquesta manera de procedir es coneix com integracid iterada.

Observacio 2.1.2. Laintegraci6 iterada no funciona sempre, cal alguna hipotesi sobre la funcio.
2

Per exemple, sigui f : £ — R, amb £ = (0,1] x (0,1] i f(x,y) = ﬁ Llavors:

1 1 1 7t L dy X -
/O/Ofmy)dawdy—/o {—ﬁWLOdy——/O s = [arctan(y)l} = T

Analogament, es comprova que:
1,1
T
| sy do=7s
o Jo

és a dir, que si canviem l'ordre d’integraci6 el valor de la integral també canvia.
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2.1 Meétode d’integracio

Vegem tot seguit que la integracié iterada funciona bé almenys en dos casos: funcions positives

(o negatives, val amb qué no canvii de signe) i funcions mesurables.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Tonelli). Sigui f : R» = R? x R? — [0, +0o] = R mesurable tal
que (z,y) — f(x,y). Llavors:

1. Per a gairebé tot x € R la funcié f(z,-) : R? — [0,400] és mesurable. Analogament,
per a gairebé tot y € RY la funcid f(-,y) : RP — [0, 400| és mesurable.
2. Les funcions ¢y : RP — [0, 4+00] i ¢y : R? — [0, 4+00]| definides per:
o) = [ fa,) acreRr?
R4
rly) = | f(y) aeyeR
RP

son mesurables i pr wr = qu Y= fRn f.
3. Obtenim les segiients iqualtats:

[t= [ estor=[ ([ steaim)) o)

~ [ o= [ ([ snan,w) dno.

e La notaci6 [, g(x)dm,(x) indica que integrem g respecte la mesura de Lebesgue a R?.

Observaci6 2.1.4.

o Usant el resultat general que R" = R" ! x R, aquest teorema a la practica gairebé s’utilitza
amb p=n—11iqg=1. Aleshores, el tercer apartat diu que:

/ f= flzy, .o ) dmy(z1, ... x,) =
n Rn

:/n <4f(x1,...,xn)dm1(xn)) dmy, 1(21,.. ., %0 1).

A partir d’aqui es va iterant la integracio per a les variables restants.
e El tercer apartat és el que diu que podem calcular la integral fRn f fent integracio iterada
i en 'ordre que més ens convingui. La resta d’apartats només diuen que totes les funcions

que intervenen a la integraci6 iterada sén mesurables i, per tant, tenim dret a integrar.
El segiient resultat és analeg al teorema de Tonelli, canviant funcions f > 0 per f € L}(R").

Teorema 2.1.5 (Teorema de Fubini). Sigui f : R® = R? x R? — R integrable a R™. Llavors,
els dos primers apartats del teorema de Tonelli valen canviant mesurable per integrable i el tercer

val sense canvi. Aleshores, podem integrar iteradament.

Exemple 2.1.6. L’ordre d’integracié pot ser important a ’hora de fer el calcul. Sigui T =
{(z,y) eR? |0 <y <x < /Z}isigui f: T — R donada per f(z,y) = sin(z?). T triangle
és tancat i, per tant, mesurable; f és continua a T i, per tant, també és a L'(T) (ja que T té
mesura finita, més concretament [, < area(7) < +00).
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Calcul d’integrals de funcions de més d’una variable 2.1.10

Mirem primer la integral iterada en la que per a cada = € [0, 4/ %’r] integrem y € [0, z| (el triangle

que parteix de 'origen té diagonal (z, ), aixi que aix0 ens limita la primera integral).

/0\/? (/Ox sin(z?) dy) do — /Oﬁmsin(g;?) dr — {_% COS($2)] a=\/% _ Z

=0

Si ho volguéssim fer en sentit oposat, fent x € [y, 4/ %’r] per a cada y € [0, %’T] seria prou més

dificil:
/ / sin(z?) dz | dy
0 y

Exemple 2.1.7. Sigui £ C R? la regi6 limitada per la parabola y? = zilesrectesz = 0iy = 1.
Calculem 'area d’E. L’area d'un conjunt de R? és la seva mesura de Lebesgue i la podem en
forma d’integral de la manera segiient:

area(E) = |E| —/ 3

E

Podem integrar per seccions verticals:

/E1:/01 (/;1dy)dx:/ol(1—\/§)dm: [z—%xg]::%

També podem fer-ho amb seccions horitzontals.

1 y? 1 1
/1:/ / ldx dy:/ yidr = .
E 0 0 0 3

Els limits d’integraci6 surten a partir de les desigualtats o > 0,y < 1i 2 < y?.

Observacio 2.1.8 (Comentari sobre el teorema de Tonelli). L™anica hipotesi sobre la funcié f
a integrar és f > 0. Si una de les integrals iterades és finita, les altres també, totes coincideixen
ivalen [, f= [,|f|. En particular, f € £L(E). Si una de les integrals iterades és +oo, llavors
ho son totes i f ¢ L1(E).

Observaci6 2.1.9 (Comentari sobre el teorema de Fubini). Que f € £}(F) és una hipotesi, no
es dedueix del fet que alguna de les integrals iterades sigui finita. Per a comprovar si f € L(FE)
podem aplicar el teorema de Tonelli a |f|. Un cop veiem que alguna de les integrals iterades de
Sz |f] és finita, ja tenim que f € L'(F) i, per tant, podem calcular [, f iterant integrals d’una
variable.

Exemple 2.1.10. Tornem a mirar la funcié f : E — R, on E = (0,1] x (0,1] 1 f(z,y) =

22 —y?

(@2 +y?2)2"
Fubini implica, doncs, que f ¢ L£'(F). Aixo també ho podem veure directament.

Haviem vist que les dues integrals iterades tenen valors diferents +7%. El teorema de
Acotem inferiorment [, |f| per [, |f| on T és la part ’E on = > y (i, per tant, |f| = f);
explicitament:

T={(z,y) eR*|0<z<1,0<y<a}.
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2.2 Meétode d’integracio

Pel teorema de Tonelli, tenim:
|2 — ¢’ / 2% — ¢’ /1 /”” 2% — y°|
—d ) > | ——=d JY) = ——dy|d
/E(ﬂf2 +y?)? mal@y) 2 r (2% +y?)? ma(,9) o \p @ry?2™) "
1 y=r 1 1
1 d
—/ [%} dl?—/%dx—— —:E:—l—oo.

2.2
CANVI DE VARIABLES

Explicarem tot seguit com fer canvis de variable per a integrals de funcions de diverses variables.

Recordem, en primer lloc, com funciona el canvi a dimensi6 1.

Definici6 2.2.1 (Canvi de variable, dimensié 1). Suposem que tenim una funci6 f : [a,b —
R integrable Riemann (amb a < b). Un canvi de variable és una aplicacio ¢ : [c,d] — [a, ] de
classe C!, bijectiva i amb ¢! també de classe C'. Aleshores:

[6(c), p(d)], i ¢’ >0,
Wb@:{ d), ¢(c)], sid <0,

Llavors, (f o ¢) - ¢’ és integrable Riemann i

d o(d) o(d) #(d)
/ F(6(2))d' () dx = / f(y) dy ( / F)dy sid > 00 — / Fl)dy sidf < o) .
¢ ¢(c) @(c) #(c)

Una manera alternativa d’escriure aixo, tenint en compte el signe de ¢’, és:

/f W|M—/f

Veurem tot seguit que, en aquesta forma, la igualtat s’estén a diverses variables.

Teorema 2.2.2 (Canvi de variable). Siguin U,V C R™ oberts de R™ i sigui ¢ : U — V un
difeomorfisme de classe C'. Sigui E C U mesurable i sigui f : ¢(E) — R funcié mesurable.

Aleshores:

o ['=¢(F) és mesurable.
o La segiient funcio és mesurable:

(fog) |det(Dg)|: E — R
z o+ f(¢(x)) - |[det(Dg())].

e Sif>00sifeLNo(F))), laigualtat segiient se sosté:

L=, o0 1o
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Canvi de variables 2.2.5

Observaci6 2.2.3.
1. Sidiem F = ¢(E) i tenim f: F — R tal que f > 00 bé f € L'(F), aleshores:

Jim@ = [ s 1deDow)imty),

on ¢ : E — F assigna y — ¢(y) = z és un difeomorfisme de classe C'. Es normalment
en aquesta forma que utilitzem el teorema del canvi de variable.
2. 51U C R™ és oberti¢p: U — R, el teorema de la funcié inversa diu que séon equivalents:

o V=o¢(U) ésobert de R"i¢:U — V és un canvi de variable.
e ¢ ¢és injectiva de classe C! i det(D¢(x)) # 0 per a tot z € U.

Exemple 2.2.4. Calculem [, (z+y)dmy(z,y) on R és la regio trapezioidal de vertexs (0, 0), (5,0),
(g, g), (g, —g) Fem un canvi de variable (lineal) que passi el trapezi a un quadrat amb els cos-
tats parallels als eixos de coordenades (on és facil integrar). Fem v = z+yiv = = — y.

Observem que tenim, de manera equivalent, r = “T*” iy = “*. En la notaci6 de 'enunciat

utv u=v) " que és clarament una aplicaci6 lineal

2 7 2

de teorema tindrem, doncs, (z,y) = ¢(u,v) = (
¢ : R? — R? bijectiva.

Per a aplicar el teorema del canvi de variable, mirem quin és el domini d’integracié expressat
amb les noves variables (formalment, ¢~!(R)). Les condicions y < z iy > x — 5, donades per
dos dels costats del trapezoide, equivalen a 0 <z —y < 5; és a dir, 0 < v < 5.

Les altres dues condicions, y > —z i y < —x + 5, donades pels altres dos costats del trapezoide,
equivalen a 0 < z +y < 5; és a dir, 0 < u < 5. En altres paraules, R es transforma en la regio
on (u,v) € [0,5] x [0,5] (quadrat al pla (u,v)).

Falta calcular el determinant de D¢(u,v), el jacobia. Tenim:

¢ 91 11 1 1
| det(De(u, v))| = || 4, &HZ P :'_5‘:5
ou v 2 2

Tot plegat queda, pel teorema de Tonelli:

/R(SUer)dmz(fU’y) Z/[()75}X[075] 2u~%-dm2(u,v) :/05 (/05udu) dv = (/05udu) : </05dv>

1
=-5.5=—"".
2

Observacié 2.2.5. Com que D¢ (u,v) = Dp(¢~1(x,y)) i, per la regla de la cadena,

Do(¢~ (z,y)) - Do~ (x,y) = Id.

Tenim que det(Do(u,v)) = m. Aixo vol dir que si ho preferim, o ens convé més,
podem calcular |det(D¢(u,v))| fent invers |det ¢~ (z,y)|. A Uezemple anterior, ¢~ (z,y) =

(u,v) = (x +y,x —y) i, per tant:

jaet(oa ol = ;4 =2
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291 Meétode d’integracio

[dea de la demostracio, 2.2.2. Observem en primer lloc que si T : R™ — R és lineal i bijectiva
(isomorfisme) llavors, per a tot E mesurable, |T(E)| = |det(T)| - |E|. Es suficient veure aixo
pera E =1=(ay,by) X -+ X (a,,b,) interval, ja que, aleshores, podem veure-ho per a oberts i,

llavors, per aproximacio, a F mesurable qualsevol. Tot T' és composicié de transformacions de

la forma:
Ti(x1,...,x0) = (kx1, 29 ..., 2y)
To(x1, ... Tp) = (T1, ., Tjy oo Ty, X))
Ts(x1,...,2,) = (1 + 22,29 . .., Ty)

Per a la primera:
I T1(1)] = [(kar, kbi) X (az,ba) X -+ X (an, by)| = |k| - |I| = [det(T1)] - |1].

Per a la segona és evident que:

[ To(1)| = [(ax, kby) X (ag,b;) x - -+ X (a5, b:) X (an, bp)| = || = | det(T2)[ - [1].
Finalment,

bn ) b1+x2 bn ba
|T3 ’_/ / </ > —/ / bl—al d;E
a1+x2
= || = |det(I3)] - |1].

rtir ui un mposicié mini noves vari n interv
A partir d’aqui, es fa una descomposicié del do d’E de les noves variables e tervals
petits, on D¢ és un isomorfisme, s’aplica la propietat que acabem de veure i, per aproximacio,

es dedueix el teorema. [ |

Sigui A un obert, reuni6 de @; diferents i.e. A =J;2, Q;. Se segueix el segiient:

Vol(¢(A)) = /A | det(Dg)],
Vol(¢(A)) = ZVol(ch),

Voltg(4) = 3 | Jdet(D)}

2.2.1 CANVIS DE VARIABLES HABITUALS

2.2.1.1 El sinus i cosinus: coordenades polars

Posem = = rcos() i y = rsin(f), on r és la distancia de (z,y) a (0,0) i 0 angle que formen el
vector (z,y) i el vector (1,0). Per a qué (z,y) = ¢(r,0) = (rcos(#),rsin(f)) sigui bijectiva cal
que r > 016 € (0,27) i, per tant, tenim estrictament una bijeccio:

¢ (0,400) x (0,27) — R*\ {(2,0) | = > 0}.
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Canvis de variables habituals 2.2.7

Es a dir, no tenim un canvi per a tot R?, sin6 per a R? llevat d’una semirecta. Com que el conjunt
que no recobrim té mesura zero (i és irrellevant a la integracio) a la practica accentuarem com

si fos un canvi a tot R?; és a dir, utilitzarem que per a f mesurable:

/R2 /= /R2\[o,+oo> 4

Tal com la tenim definida més amunt obtenim, per tant, ¢ de classe C! i bijectiva. Calculem el

determinant jacobia:

|9l %y cos(8) —rsin(d)]]|
[det(De(r 0D = || 4 8| = || sin(s) rcosw)H_wo'

Com que el jacobia és no nul, ¢ és un difeomorfisme; és a dir, un canvi de variable. Aleshores,

si A C R? és mesurable, el teorema del canvi de variable dona:
/ f(z,y)dma(z,y) = / f(rcos(8),rsin(0))r - dodr.
A »~1(A)
De manera que amb aquestes dues noves variables obtenim un calcul equivalent. De fet, com ¢
és bijectiva, I'expressio de la inversa és ¢~ ' (z,y) = (\/22 + y?, arctan(£)).
Exemple 2.2.6. Sigui A = {(z,y) € R? | z,y > 0,2 < y < 3z,zy < 3}. Calculem [[,(2? +

y*)dmsy(x,y). Intentem expressar el domini d’integraci6 en coordenades polars.

Exemple 2.2.7. Les coordenades polars es poden utilitzar per a calcular I = ffooo e du, que
és una integral d'una variable sense primitiva immediata. Calcularem primer I? i després en

farem 1’arrel quadrada:

+o0 ) +oo ) +oo +o0 ) )
I? = (/ e d:v) (/ e Y dy) :/ / e eV drdy
22 a2 g2 oo p2m 2 too 2
= e V= e v = e " rdrdd =27 re " dr
R2 R2\[0,+00) 0 0 0

P2 oo dt
= 27T/ e t— =1.
0 2

Per tant, ens queda que I = /m. A la segona igualtat, hem aplicat que cada integral és
independent, de manera que el producte d’integrals és el mateix que I'integral del producte. En
la tercera, apliquem Tonelli. En la quarta, una semirrecta té mesura zero i la podem treure de
la integral. En la cinquena, fem el canvi de variable habitual, que acabem d’estudiar. La resta

surt sol.

2.2.1.2 Coordenades cilindriques a R?

Aqui fem coordenades polars en x,y (o en una altra parella de variables) i deixem z sense
canviar. Tindrem x = rcos(f),y = rsin(f),z = z tal que r > 0,0 € (0,27),z € R, tal que
r=+/x?+y? 0 = arctan(¥), z = z, i un difeomorfisme de classe C':

¢ (0,400) x (0,27) x R — R*\ {(,0,2) | z > 0}.
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291 Meétode d’integracio

Es a dir, aqui deixem de recobrir la meitat del pla y = 0, que és un conjunt de mesura zero a R3.
Per tant, podem pensar, a efectes d’integraci6, que recobrim tot R3. Observem que el jacobia

també és r:
01 9P 0d1

cos(f) —rsin(d) 0
e = & % & = ||sin T COS =r
| det (Do) A 0(9) 0(9) (il .

or 00 0z

Exemple 2.2.8. Calculem el volum de la regi6 tancada pel paraboloide z = 1 — (2% + 3?) i el

pla coincident z = 0, és a dir, volem:
V:/ldxdydz:/ 1-|detD¢|-d|detD¢|d0dz.:/ 1-r-drdfdz.
A ¢~1(A) ¢~1(4)
El conjunt A és A = {(z,y,2) € R® | 22 +3* < 1,0 < 2 < 1 — (22 + ?)}, de manera que
¢ H(A) = {(r,0,2),0 <r <1,0 <z <1-—1r?}. Havent determinat el domini d’integracio, la
integral passa a ser:

1 p2m pl—r? 1 p2n 1—r2 1 p2n 1
// / rdzdgbdrz// 7“/ dzd¢dr:// T(I—TQ)deT:/QW(T‘—T3)dT
o Jo Jo o Jo 0 0o Jo 0
1 1 T
W(z 4) 2

2.2.1.3 Coordenades esfériques a R?

Aqui agafarem les segiients coordenades: x = 7 cos(#) cos(p), y = rcos(f)sin(p) i z = rsin(0).
Recordem, r és la distancia de (z,y, 2) a l'origen (0,0,0), € és la latitud (angle amb ’equador) i
¢ la longitud (angle amb el meridia) que correspon a y = 0. Observem que 0 va de —% (pol sud)
fins a § (pol nord) i ¢ va de (0,27) (fa una volta sencera). Per a tenir la injectivitat prendrem

r>0,0¢c(-5,%5)ipe(0,2r) i tindrem:

6 : (0, +00) X ((—g g) x (o,zm) — B3\ {(2,0,2) | = > 0}

Com als altres casos, com que el tros que queda fora de la bijecci6 és de mesura zero (la meitat

d’un pla), a efectes d’integracié podem pensar que és un canvi a tot R3.

Exemple 2.2.9. Calculem el volum d’una bola de centre (0, 0,0) i radi R; és adir, B((0,0,0); R) =
{(z,y,2) € R?| Va2 + 42+ 22 < R}. La condici6 que defineix B((0,0,0); R) escrita en coorde-
nades esfériques és simplement r < R (i, per tant, 6 i ¢ no tenen cap restriccio). 6 és 'angle del
vector (x,y, z) amb el pla z = 0. Aplicarem el canvi de variable segiient:

: — y : :
z=rsind, ¢ = arctan(%), cosfcosp —rsinfcosey —rcosfsinp
x = rcosfcos 0 = arcsin(——"=), |Dp| = |cosfsing —rsinfsing —rsinfcos
()07 x2+y2—‘,—z2 SO - (10 ()0 90

y = rcosfsin p. r= /22 + y% + 22. sin rcosf 0

= | —1r%cosf| = r*cosf.
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Exercicis finals 2.3.1

El teorema del canvi de variable dona, aleshores:

B(©.0.05 R = [ R / ! ( / K ( / TQCOS(H)d9> dgo) "

s
2

Hi ha també coordenades esfériques a R™:

x1 = rcos(0) cos(6s) - - - cos(f,,_1),
x9 = 1 cos(fy) cos(by) - - - sin(6,_1),

. 0n—1 € <_gag>7 017"'7071—26 (OaQﬂ-)
Tp_1 = rcos(f)sin(bs),

x, = rsin(6y).

Vs

El jacobia d’aquest canvi és |J| = r" ! cos™2(6;) cos™3(6y) - - - cos(,_»). Amb aixo es pot, per
exemple, calcular el volum d’una bola n-dimensional. A mesura que la dimensi6 augmenta es

produeixen diversos fenomens.

Exemple 2.2.10. Agafem el cub unitat, dividim cada costat per dos i posem una bola tangent
a cadascun dels nous cubs generats. Aleshores, hi ha una bola al centre que és tangent a totes

les boles anteriors. A mesura que n — oo, el volum d’aquesta bola tendeix a +oo.

2.5
EXERCICIS FINALS

Exercici 2.3.1. Sigui la funcié f(z,y) = (22 4+ y2)2.
1. Sigui B la bola de centre (0,0) i de radi 1. Per a tot k € N trobeu una funcid simple sy
tal que:

0 S sup (f(:r,y) - Sk’(xay)> < Q_k'
(z,y)€EB

2. Calculeu mitjancant aproximacions per funcions simples la integral fB f, on B és com a

l'apartat anterior. Es pot utilitzar la igualtat:

Z]_Q _ N(N +1)(2N + 1)'

Demostracio.

e Sabem que 2% — 0 quan & — oco. Prenem j € N tal que j = 1,...,2% i definim el conjunt
C; = {(z,y) € R? | L < f(z,y) < &} Tots ells formen en conjunt una particié de
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2.8 Meétode d’integracio

2k . . .
B: B = i1 C;. Cadascun d’aquests C; constitueix una corona o anell diferent que
recobreixen una certa distancia i, totes unides, recobreizen B. Definim:

2k

g—1
Sk’(x7y) = Z 2k XCj(x7y)'

j=1

En concret, f(x,y) > si(z,y). En efecte, donat ( ,y) € B, existeix un unic C; tal que
(x,y) € C;. Aleshores, com en Cj, sg(x,y) = < f(z,y), si(z,y) = L < f(z,y). A

més,

j—1 5 45-1 1 _
0< f(x.y) = silw,y) = @) -5 < 5p g = =2 "

e Per a calcular la integral, sabem per I'apartat anterior que f(z,y) > si(x,y) i sg(z,y)
f(x,y) (que sk(x,y) sigui una successio creixent vol dir que si(z,y) < ski1(z,y)) quan
k — oo. La integral de f es pot calcular amb el limit de les integrals de les s, i ho podem

posar com ’area del disc gran (j) menys l'area del disc petit (j — 1). Per tant:
;2

IS Z‘j% !C!—ng (2% f‘l) 29—1 J—%—n

S G (P G- 1) = > (1 Z?ﬂ +9)

j=1

El resultat, doncs, és la suma geométrica el resultat de la qual ja coneixem. Al seu torn,
hem usat que ma({(z,y) € R? | r < /2% + 3> < R}) = nR? — 712,

N-1

m 9 N1
Jim, s 2 (7" ) = fim 2
]:

(2F — )2k 1 1) (28 —1)2*k 2
6 + 5 =T < ) . [ |

Exercici 2.3.2. Calculeu el valor de les integrals segiients:

/ (Vy+x—3zy®)dady i / |sin(z + y)| dz dy .
[0,1]x[0,1]

[0,7] x[0,7]

Demostracio. Sabem que 0 < x +y < 27, ja que x € [0,7] i y € [0,27]. Hem de desenvolupar
eltrosz+y<mdeltrosmt<ax+y: x+y=miy=m—2x. Enshem dimaginar una recta a R?
tal que x +y = 7, de tal manera que el que queda per sobta és v +y < 7 i, per sobre x +y > .

/ / |sin(x+y)\d:z:dy:/ (/ sin(x—i—y)dy—l—/ —sin(:r;—i—y)dy> dx .
0 0 0 0 T—T

Si operem aquesta expressié acabem obtenint 27. L’altre apartat es deixa com a exercici. M

Exercici 2.3.3. Calculeu el volum de la regic R = {(x,y, 2) ‘ 0<z<1,0<y<3,0<2<
[, y)}, on f(x,y) = e cos(z,y).
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Exercicis finals 2.3.6

Demostracio. Sigui V(R) el volum de R, que correspon a la seva mesura |R|. Aix0 és justament:

/// ldzdydx—// e® cos(y) dy dz .

Una vegada aqui, podem usar el teorema de Tonelli en el sentit segiient:

/01 (/0 cos(y) dy) dr = </0§ cos(y) dy) /01 o

Es a dir, la integral iterada esdevé el producte d’integrals ja que els intervals d’integracié son

vl

completament independents. El resultat és e — 1. [ ]

Exercici 2.3.4. Calculeu el volum del solid delimitat per la segiient superficie: x =0,y =0,z =
0,x+y=1,2z=2xy. Indicacio: feu un dibuiz.

Demostracio. No posarem el dibuix, perd adjuntem la resolucié. El volum que busquem esta
contingut en el prisma x = 0,y =0,z = 0,2 +y = 1, i esta determinat per z = 2xy. Utilitzem
I’expressio del volum tot utilitzant els limits d’integracio:

2xy
V(R):|R|:/1diﬂdydz:/ (/ 1dz) dxdy:/ 2zy dx dy

z+y<l z+y<l1

1 11—z 1 1
= / / 2xy - dy dx = / x- [Py “dr = / (1 —x)*dr.
o Jo 0 0

Si resolem la integral anterior, obtenim 112 |

Exercici 2.3.5. Calculeu l’area del subconjunt segiient: A = {(z,vy) ‘ %%—gf <l,y>0,y >z}
Demostracio. Rutinariament tenim |A| = [, 1dz dy. La forma és semblant a la d’un semicercle
on li hem tret una regi6. La intersecci6 entre el semicercle i la recta y = x és un punt que compleix

%2 +y* =11y =z, que resulta ser (x,y) = (\/lg, \%) Podrem calcular el valor de la segiient

forma:

/_Z/Oﬂldydxjt/f/m o 1dydx—/ \/1——dx+/ (\/1———x>d:c
:/0 (/_Zde)dynL/:(/_z\/\/i_de)dy

V5

2v/5 1
=/ <y+2\/1—y2>dy—l—/ 41 —y?dy.

01

El valor de la integral surt directament de 1'iltima igualtat. ]

Exercici 2.3.6. FEstudieu, segons els valors de o € R, la integrabilitat de les funcions f, se-

glients. A més, quan siguin integrables, calculeu el valor de la integral.
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9.3 Meétode d’integracio

1. falz,y) = (x2+y2)o‘ al disc unitat B(0,1).
2. falz,y) = 22 — y|* al conjunt A = (0,1) x (0,2).

Demostracio. El primer apartat, exercici. Com f és acotada i A té mesura finita, f és integrable a
A; enefecte, [, |f| < [, K = K|A| < 00, on K és una constant. Considerem la recta 22—y = 0,
és a dir, y = 2z. Els valors que quedin per sota compliran 2z — y > 0; analogament, per dalt,
2z — y < 0. Podem aplicar el teorema de Tonelli:

/AlfaIZ/AfaZ/Ol/OQIQSE—yI“dydx:/01 (/02x<2x—y>“dy+/;<y—2a:>ady) dr.

Anem a calcular f02$(2x — y)*dy amb cura. Fent el canvi de variable y = 2zt ens queda el

seguent:
1 1 - 1

/ (22 —2xt)*2x dt = (Qx)a“/ (1—t)*dt — (2z )QH/ s*ds integrable <= a > —1.
0 0 0

Comencem a desfer els canvis de variable per obtenir la condicié d’integracio:

/;@—2:5)‘“ dy = (2z)** /f(t—l)a dt = (2z)°* (/0;_1 5@ ds) _ (2x>a+10%1 (i B 1)““ |

Ens queda:

/1 (2 )a+1 1 + (2 )a+1 1 l—x ot d 20! /1( a+1 + (1 >a+1) d
x e x —_— xr = xr — X xZ .
0 a+1 a+1 T a+1 /g

Concloem que si a 4 1 és positiva, aquesta integral no és impropia; és a dir, és convergent si, i

a+2
només si, « > —1, i el valor de la integral sera - [ |
a+1 oat2”

Exercici 2.3.7. Considerem el conjunt A = {(z,y, z) ‘ r,y,2 >0, 22+ y? + 2% < 1}. Segons
els valors del parametre a € R, estudieu la integrabilitat en A de la funcio:

42
sin®(22 4+ y2 + 22)’

falz,y,2) =

Demostracio. Com que |f,] > 0 podem fer la integracio6 iterada pel teorema de Tonelli. Per a
r=0, folz,y,2) =z i % ~ 1, si 22 + 3%+ 22 — 0. Podem utilitzar el canvi de variable
a coordenades polars, de manera que el jacobia queda aixi:

cos —rsinfcosp —rcosfsinp r=\/x?+y?+ 22 x =rcosfcosy
|J| = |cosfsinp —rsinflsing 1 cosfcosp ¢ latitud, 0 € (—%,5). y=rcosfsingp
sin 0 r cos 0 0 ¢ longitud, ¢ € (—m, ). z =rsinf.

Si calculem el determinant (no ho farem aqui) acaba sortint que | — 72 cosf| > 0. Anem ara a
trobar el domini d’integracio:
x>0 = cosfcosp >0 = cosp >0

y>0 = cosflsing >0 = sinp >0 :>S0€0<90<—0<9
2’

wm

z>0 = sinf >0 <— 0<0§g
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Exercicis finals 2.3.8

2?2 + 9%+ 22 < 1si, inomeés si, r < 1.

0 0
/|fa| _/ / / 7 COS Cosgpg 7 sin (r2 cos ) - drdfdip
sin®(r?)

:/ / / Sn7 (%) (cos™™ @ - sin 0)(cos® p)drdfdyp
sin®(r

_ ( /0 cos® smecm) ( /0  cos® g0d90> ( /O 1 %dr)

Estudiarem cadascuna de les integrals per separat:

3. Sabem que fo és convergent si, i només si, a < 1. Al seu torn, lim;_,o ‘?ag—()a) =1, ja que

lim;_o ¥ = 1. Per tant, sin®(r?) ~ (r%)* i:

1 a+3 1 a+3
r r dr
/ —dr:/ —dr:/ — convergent <= a—3 <1
0 o’

sin®(r?) rlo 3

2. Podem tenir un problema a l'extrem 7. Notem que cosf ~ 7 — 6 quan ¢ — 7. Per tant,
estudiar la segona integral és el mateix que determinar la convergéncia per a la segiient:

g % s «@
/ cos® pdp ~ / (— — gp) de.
0 0o 12

Aquesta ultima convergeix si, i només si, a > —1.

1. Finalment, I'altim cas ens donara l'interval on es troba a:

s

3 3 3
/ cos® @ sin OdO ~ / cos® @ sin OdO ~ / cos®t1 9de.
0 0

La convergéncia es donara si, i només si, a +1 > —1.

Per tant, a € (—1,4). [

Exercici 2.3.8. Sigui A C R? la regid acotada delimitada per les paraboles y = ””z, y = 422 i les

2
/y—dxdy.
AT

Demostracio. Farem un canvi de variable, ens interessa convertir la regié A en un quadrat. Hem

hipérboles xy = i, xy = 4. Calculeu:

de reescriure les equacions per substituir dos variables per dues altres variables. Notem que
H=4, 5= %1 i, per altra banda, xy = 1 i 2y = 4. Per tant, provem el canvi u = % i v = zy.
Volem provar que la funcio definida a sota:
o: A  — ¢(A)
(z,y) — olz,y) = (u,v)) = (&, zy)
és C'(A) (que ho és) i que és bijectiva. Mirem si per a cada (u,v) el sistema v = % i v = zy
té soluci6 tnica (z,y) € A. Operant obtenim y = uz? i, substituint, v = ruz? = ux?; per tant,

2? =% = x = (2)5. Veiem directament la injectivitat i la inversa:

6w = () = ((2) et

Wi
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9.3 Meétode d’integracio

és, també, de classe C! lluny del 0. Si apliquem el Teorema de la Funci6é Inversa a ¢ : A —
¢(A), |det Do(z,y)| # 0 si, 1 només si, existeix U entorn de (x,y) i V entorn de (x,y) tal que
¢ : U — V és bijectiva amb inversa de classe C'. Ara si, podem calcular la integral:

c > [ Basay= [ [t cauto = (13 (o) 2

Hem necessitat el |J|, que podem obtenir de dues maneres, com a conseqiiéncia del TFI també:

2

2 4
Y U3V3
xr

<
Wl

= 1 u
V3

. 71 2z . . _ i . _ 3 Nz N
a partir de ¢~ '(u,v) o bé a partir del canvi u = % i v = xy. Aixo és perque:

¢ ¢plogp=1Id
A== p41(4(u,v))Do(u,v) = Id

Ho farem a partir de la segona perqué és més senzill:

Una vegada aqui, apliquem rutinariament el teorema del canvi de variable per obtenir (2.3.1).
El resultat és %785. ]
Exercici 2.3.9. Calculeu el volum de la regié D = {(z,y,z) € R? ‘ 202 + 4y* + 322 e R% y >
V222 4322},

Demostracio. El volum de D el podem calcular aixi: Vol(D) = [, 1. Fixem la x i la z primer

i, finalment, la y. Ens quedaria que v2z2? 4 322 <y < \/w i les altres dues variables
queden acotades per
/ R272962273z2
/ / / ldy | dedz.
224322<R2

V224322

A part que, d’entrada, ja sembla complicada de calcular, es veu que els dominis d’integracié sén
incompatibles; haurem d’intentar un canvi de variable, en particular, de coordenades esfériques:

| = 7% cos 0 r= /1% + y? + 22 V2x = rcosf cos ¢
2\/522\@ 0 latitud, 6 € (=%, 7). V32 = rcosfsin g
<R ¢ longitud, ¢ € (—m, 7). 2y = rsinf.

Aplicant el canvi de variable a la condici6 y > v/222 + 322 trobem el domini d’integracio:

1 1
oY sin @ > \/rQ cos2() cos?(p) + r2 cos?(0) sin®(p) = 57 sinf > rv/cos?(0) = rcosé,
1
= §sin9 > cosf) <= 0 ¢ (arctanQ, g) )

Ara podem substituir de manera que la integral ens queda aixi (no la resoldrem):

/R/g /Tr L 2 0 - dpdbd L </R2d) /3 0do | -2 [ |
rTcosv - ap r=— r-ar COS © LT,
0 arctan2 J —m 2\/6 2\/6 0 arctan 2
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Exercicis finals 2.3.10

Exercici 2.3.10.
1. Provem que les equacions u = % i v = xy defineizen un canvi de variable a (0,+00) X
(0, +00).

2. Sigui A={(z,y) €R* |0 <z <y <2x,1<ay<2}. Caleulem: [,(z* —y?) dz dy.
Demostracio. Definim: ¢ : A — ¢(A) que envia (z,y) — ¢(z,y) = (g, zy). Hem de veure el
segiient, per poder aplicar el teorema de canvi de variable:

1. ¢ € CHA).

2. ¢ bijectiva (com ja és exhaustiva, solament ens fa falta comprovar la injectivitat).

3. ¢~ e Clg(A)).

Com estem en el primer quadrant, la injectivitat se segueix directament. Intentem veure que el
sistema % = wu i xy = v té una unica solucié a A. Per la mateixa raé que acabem de comentar,

la solucio és tnica:

y:

uv v v ..
y = - \/i — y= \/j (arrel positiva).
U U U

Per a tot (u,v) € (0,+00) x (0,00) existeix un tnic (x,y) € A amb ¢(x,y) = (u,v). La inversa

ISHRS

T
— 11— =v <= 1z = /uv (arrel positiva).
u

és o~ Hu,v) = (yuv, \/g) A partir d’aqui, per a procedir amb el problema, tenim dues opcions:

/. Comprovar directament % = 2‘\//%.
2. Amb el teorema a de la funci6 inversa. (Recomanada.)
1 T
2 =% oz oz x
det Do(z,y) = |V V' |==4+==25#£0, V(z,y) € A.
y T y oy )

Pel teorema de la funcié inversa, per a cada (r,y) existeixen entorns Upy) i Viz,) tals que
¢ : Uiry) — Viwy) €s bijectiva, de classe C', amb inversa de classe C*.

Pel segon apartat, tenim A = {(z,y) € R? ! 0<z<y<2z1<azy <2} Utilitzarem el canvi
de variable que acabem de veure: u = %,azy =v,x = uv,y = \/g

)
v
<y <= \/uvg\/j<:>u§1,
U

—_
8
no
|
<@
no
Il
/N
<
e
|
SO
N—
Il
e
VRS
IS
|
SRS
~_

1
y§2x<:>—§E — u< -,
2 7y 2

1 <2y <2 <— 1§v§2.)

No ens oblidem de calcular el jacobia. Si dubtem d’en quin sentit I’hem de fer, recordar que les

variables que han de sortir han de ser les noves.

9z dz| 11
i =50
Ju  Ov u
Notem que aquest calcul ja el teniem, perqué det(Dé(¢p~t(u,v))) = WM‘ Amb tot, ja

podem escriure la integral i calcular-la:

A(xQ—yz)da:dy:/%l/lzv<u—%> %mm:%(/% (1—%@)) </12vdv) :—g. N
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2.3 Meétode d’integracio

Demostracio alternativa. Podem intentar un altre canvi de variable, potser més intuitiu, pero a
escala calculistica bastant semblant: prenent r = /222 + 322 obtenim que y > r i 4y* +r? < R?

V2x = rcosf
oY /1:>// /2W1d0dd 2”// drd
7. . —rdfdr dy = — . ordrdy.
Vaz=rsind 1y el V6 Vo LS Ve
—vivs'
El calcul d’aquesta integral s’hauria de fer amb un altre canvi de variable. [ ]

Exercici 2.3.11. Calculeu l'area de la regid tancada per r = 1+ cos8,6 € |0, 27].
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Integrals de linia @ teorema de Green

3.1
CORBES PARAMETRITZADES

De moment, per situar-nos, pensem en la regla de Barrow per funcions d’una variable: si F' és

una primitiva de f (F’ = f), aleshores:

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Es a dir, la integral de f a (a,b) equival a integrar (en aquest cas, avaluar) la primitiva a la
vora de (a,b) formada pels punts a i b. Veurem generalitzacions d’aquest principi on, a més
de segments (a R o a R") tindrem corbes, superficies o regions senceres a R? i R3. Per aquest

motiu, haurem de parlar en primer lloc d’integrals damunt de corbes i superficies.

Definicié 3.1.1 (Corba parametritzada). Una corba parametritzada a R™ (n > 2) és una apli-
caci6 continua:
v: [a,b] — R
t = () = (), ., m@).
Es diu parametre de la corba a la variable t. Al conjunt imatge v* = {y(t) | t € [a,b]} se'n diu
recorrequt, o trajectoria, de la corba.

Treballarem quasi sempre amb corbes per les quals hi ha un vector tangent ben definit (llevat

potser d'uns pocs punts).

Definici6 3.1.2 (Corba de classe C'). Diem que una corba 7 : [a,b] — R™ és de classe C! si
cada component 7;(t) amb j = 1 +n és de classe C' (derivable i amb derivada continua). En

aquest cas, el vector:

(1) = Tim V(t+h) — ()

tim T2 — (o4 0), ()

s’anomena vector tangent a la corba 7 en el punt ~(t).

¥'(t)

Figura 3.1: Vector tangent a la corba.
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3.1 Integrals de linia i teorema de Green

Sovint en tindrem prou amb tenir corbes de classe C! a trossos; és a dir, corbes per a les quals
existeix una particié de l'interval del parametre a =ty < --- < t,, = b, tal que les restriccions
Vit 4] SO0 de classe C' per a tot ¢ = 1+ n. Sigui com sigui, seguirem demanant que sigui C en
[a, b].

Definicié 3.1.3 (Corba tancada, corba simple). Diem que una corba 7 : [a,b] — R™ és tan-
cada si y(a) = 7v(b). Diem que la corba o és simple si és injectiva (és a dir, si la trajectoria no té
autointerseccions). Li diem tancada simple si y(a) = ~(b) i la trajectoria no té autointerseccions
(a part de 'a i b).

Y(a) ~(b) v(@) 7(b)
Figura 3.2: Corba simple i no simple.

Observacio 3.1.4. Si « és tancada i I'inic punt on « no és injectiva, és a v(a) = v(b), encara

diem que v és simple.

Exemple 3.1.5.

1. Segment entre dos punts py, ps € R™. Considerem el vector v = p, — p; a R™. Els punts de
la recta que passa per aquests dos punts son de la forma = = p; +{v, i els que corresponen
al segment entre els dos punts que tenen ¢ € [0,1]. Aixi, tenim:

v: [0,1] — R”
t — () =p1+tlp2—p1)-

Aquesta corba és de classe C! i v/(t) = py — p1 = ©.

\S)

Circumferéncia de centre (0,0) 4 radi 1. Parametritzem mitjangant I’angle de les coorde-
nades polars:

/ ¥(0) = v(27) v: [0,27] — R2

t —  y(t) = (cos(t),sin(t)).

Tenim una corba tancada (simple) amb vector tangent +'(¢) = (—sin(t), cos(t)). Observem
que els vectors de posicio y(t) i tangent 7/(¢) tenen la mateixa longitud, ||v(¢)|| = |7/ (¢)]| =
1 i sén perpendiculars: y(t) o 7/(t) és 0.
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Corbes parametritzades 3.1.6

3. Helix a R3. Sigui:

v: (—o0,400) — R?
t —  y(t) = (cos(t),sin(t), t).

Observem que la projeccié d’aquesta trajectoria al pla z = 0 és la circumferéncia de centre
(0,0) i radi 1. Perd aqui la corba no és tancada, ja que 'alcada z passa de 0 a 27:

~(0) = (1,0,0) i y(2r) = (1,0, 27).

Observem que el vector tangent 7/(t) = (—sin(t), cos(t), 1) té longitud constant ||7/(¢)|| = 2.
/. Grafica d’una funci6é d’una variable. Donada f : [a,b] — R funci6 de classe C! considerem

la grafica:
v: [0,27] — R2
t — ()= f1)).
Aqui el vector tangent és v/(t) = (1, f'(t)), que té longitud |7/ (¢)|| = /1 + (f'(¢))%.

Amb les corbes parametritzades hi podem fer diverses operacions.

1. De la corba recorreguda en el sentit invers se’n diu corba oposada o inversa. Sila corba és
v : la,b] — R™, la corba oposada es pot parametritzar facilment de la manera segiient:

—v: [a,b] — R
t — () =rla+b-1) =70~ (- a))

La trajectoria és la mateixa: (—v)* = 7%, i la regularitat també.
2. Juzxtaposicio de corbes. Siuna corba acaba alla on en comenca una altra, podem definir una
nova corba, la juztaposicio. Siguin « : [a,b] — R™ 1 3 : [¢,d] — R", amb a(b) = 5(c).

Definim:
_ . n _ Oé(t), aStSb
y=aVp:lab+ (d—c) — R, 7<t)_{5(t—(b—c)), b<t<b+d--c
b— d—
i a } c C T - B
a b b+d—-c

Figura 3.3: Representacio grafica.

Es clar que (aV 8)* = a* V 3* i que si v : [a,b] — R" és una corba, aleshores: v =
Viaa] V V) PET a tot z € (a,b).

Exemple 3.1.6. Parametritzem el triangle de vertexs (0,0), (1,1),(—1,1). El segment
que va de (0,0) a (1,1) es pot parametritzar amb «; : [0,1] — R? tal que «a;(t) =
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3.2 Integrals de linia i teorema de Green

t((1,1) = (0,0)

) = (t,t). El segment horitzontal de (1,1) a (—1, 1) el podem parametritzar
com as(t) = (1,
1

+(t—1)((-1,1) = (1,1)) = (3 — 2t,1). Finalment, parametritzem el
a (0,0) com as : [2,3] — R? tal que az(t) = (—=1,1) + (t — 2)((0,0) —

1)
segment de( ,1)
3 —t). Tot plegat, quedaria:

(t,t) 0<t<l1
(t—3,3—1t) 2<t<3
3. Canvi de parametres o rerparametritzacié. Donada una corba 7 : [a,b] — R"™ podem fer

un canvi de variable al parametre ¢.

Definicié 3.1.7 (Canvi de parametre). Un canvi de parametre o reparametritzacid és una

funcio:
v: [e,d CcR — [a,b

.. . . 1
< — o(s) =t @ bijectiva i de classe C",

i amb inversa també de classe C!.

La corba v; : [¢,d] — R™ donada per la composici6 1 (t) = v(¢(s)) s’anomena reparame-

tritzacio de . Observem que vj = 7.

Observacio 3.1.8. Cal fer atenci6 a qué si el canvi de parametre ¢ té ¢'(s) < 0 per a tot
€ [c,d], aleshores el sentit de la corba canvia; és a dir, obtenim de fet una reparametritzacio
de —v. En aquest sentit, —v es pot considerar com una reparametritzaci6 .
3.2
LONGITUD D’UNA CORBA I PARAMETRE ARC

Definici6 3.2.1 (Longitud de la corba). Donada una corba v : [a,b] — R" de classe C!, i
assignem t — y(t) := (71(t),...,va(t)); definim la seva longitud com:

b
- [Ivwiar. (3:2.1)

En termes fisics, la longitud és la integral de la velocitat ||7/(¢)|. Sil(y) < oo, diem que v és
rectificable.

Observacio 3.2.2. Podem veure la longitud com el limit de les longituds de corbes poligonals
que aproximen 7: si tenim una particié d’[a,b], a =ty < t; < --- < t, = b, tenim una poligonal

formada pels segments v(t;) —y(t;_1) per a tot j = 1-+n. La longitud de 'aproximaci6 poligonal

=>_Ih(t) =2t = 10 —sup{ZHv mn}-

Teorema 3.2.3. Siv:[a,b] — R™ és de classe C*, llavors ||7/(t)|] € L' ([a,b]) i la seva longitud
ésl(7) = J, I/ (@]l dt.

és:
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Longitud d’una corba i parametre arc 3.2.5

Demostracio. Com que v € C! podem aplicar el teorema del valor intermig de Lagrange, per a
cada interval [t;_;,t;]: existeix &; € [t;_1,t;] tal que:
V() = v(ti-1) = 7§t — t-1).

Aleshores, [[y(t;) — (t-1)l| = [7/(€)(t; — tj-1) i, per tant:
L(P) = S IV It = ti1).
j=1

Aquesta ¢és una suma de Riemann de la integral f; |7/ (t)] dt, associada a la partici6 a = ty <
s <ty = |

Observaci6 3.2.4. Automaticament, aixo dona també la longitud d’una corba de classe C! a

trossos: si cada tros ~,1ésdeclasse C', j =1+ n, tenim:
[t] 1,t]} ’ )

) =3 [ ol

Exemple 3.2.5.
1. Circumferéncia de centre (0,0) i radi 1. Teniem ~y(t) = (cos(t),sin(t)) tal que ¢ € [0, 27].
Per tant, ||7/(t)]] = ||(—sin(t),cos(t))|| =1 i:

1) = | Tl de = / T = om

2. Grafiques de funcions. Donada f : [a,b] — R tenfem 7 : [a,b] — R? donada per
v(z) = (z, f(x)). Llavors:

() = / I (@)l dz = / VITF@Pde.

3. Heélir a R3. Teniem ~(t) = (cos(t),sin(t),t), tal que t € [0,2xr]. Llavors, |7 (¢)|| =
V(= sin(t))? + cos?(t) + 1 = V2 i, per tant:

z(w:/:ﬂw(wudt: 02ﬂx/§dt:2\/§7r.

/. Cardioide. Considerem la corba definida en coordenades polars per r = 1 4 cos(f),6 €

[0, 27). Llavors, tenim:

x =rcos(f) = (14 cosf)cosb,
y =rsin(f) = (1 + cosf)sinb,

i ens queda una corba v : [0, 27r] — R? que assigna 'instant 6 a v(6) := ((1+cos(6)) cos(6), (1+
cos(f)) sin(f)). Aquesta és una corba tancada i simétrica respecte 1’eix horitzontal.
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3.2 Integrals de linia i teorema de Green

Volem parametritzar una corba donada de manera que el nou parametre s coincideixi amb la
longitud del tros de corba des de l'inici fins a y(s). En altres paraules, volem fer un canvi de
variable de manera que la nova corba, I'(s) = (1 71(s)), el parametre s coincideixi amb la
longitud transcorreguda.

Definicié 3.2.6 (Corba regular). Una corba v : [a,b] — R" és regular si ||7/(¢)]] # 0 per a tot
t € [a,bl.

Observacio 3.2.7. Als exemples anteriors, totes les corbes son regulars llevat de la cardioide,
que ¢ [|7/(m)[| = 0.
Donada una corba v regular, amb longitud L = [(v), considerem la reparametritzacid (inversa):
s: la,b) — [0,L]
b s(t) = 1) = [ 11 (W) du.
Es a dir, el nou parametre s queda definit per la igualtat s = fat |7 (u)|| du. La funcié s = s(t)

¢és derivable amb §'(t) = [|[7/(t)|| # 0; és a dir, aplicant el teorema de la funcié inversa trobem
que s(t) és estrictament monotona creixent i de classe C?.

to
th <ty = s(t2) —s(t1) = / 19 (w)]] du > 0.
t1
Per tant, s és una bijeccio, un canvi de parametre i, aixi, la seva inversa local també és de classe
Cl:
t: [0,L] — Ja,b] tect
s > t(s)

Definicié 3.2.8 (Parametre arc). El parametre s s’anomena parametre arc i la parametritzacio
global ¢ : [0, L] — R" tal que 9 (s) = y(t(s)) s’anomena parametritzacié per l’arc.

Observacio6 3.2.9. Clarament, s(a) = 0 i s(b) = L. Comprovem que la corba reparametritzada

té velocitat 1; és a dir, que ||¢/(s)|| = 1, usarem que ¢t = s~

/(s) () (8) = 7 (6 () =7 0 g5 = T

= [[¥'(s)] = 1.
Per tant, tal com voliem:

100 = [ I ldu= [ du=s
0 0
Exemple 3.2.10.
1. Clircumferéncia de centre (0,0) i radi 1. Teniem ~(t) = (cos(t),sin(t)) tal que t € [0, 27].
Per tant, ¢ ja és el parametre arc.
2. Heliv a R3. Teniem v(t) = (cos(t),sin(t),t), tal que t € [0,27] i ||7/(¢)|| = v/2. Llavors, el

parametre arc és:
t t
5= / 17 (w)]] du = / V2du = /2t
0 0

i la parametritzacié amb ’arc és:
7o [0,2v271] — R2

s — 71(s) =7 <i2) = (cos 75 5in 75, \%)
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Integrals de funcions i camps sobre corbes 3.3.2

3.8
INTEGRALS DE FUNCIONS I CAMPS SOBRE CORBES

Definicié 3.3.1 (Integral sobre una corba). Sigui A C R"™ i sigui f : A — R una funcié
continua. Sigui, també, v : [a,b] — R" corda de classe C' a trossos amb v* C A. La integral

/fds—/f DI ()] dt.

Es a dir, integrem f a la trajectoria de 7 respecte de 'element de longitud de v, ||y'(t)|| dt.

de f sobre v és:

St pensem que v* €s un fil de densitat f, aleshores f,y f ds representa la massa total del fil.

Propietat 3.3.2.

1. El valor de la integral no depén de la parametritzacid triada. Sigui ¢ : [c,d] — [a,b] tal

que assignem s — @(s) = t, i.e. canvi de parametre. Denotant T' =~ o ¢:

[ @@l = [5G0 NI eI I ds
[ 1o oeniuoerenas= [ e e

2. Propietats heretades de les integrals:

o Si f1, fo son ambdues continues,

/7(f1+f2)d8=/7f1ds+/7f2ds.

Si A € R, el producte escalar amb la integral és la integral del producte escalar:

A(Af)ds:xlfds.

El valor absolut de la integral de la funcio és la integral del valor absolut de la funcio:

< / |flds.
v
SiaV B =~ tenim el segiient:

/fds—/(lfds—l—/ﬂfds.

Aquest és un cas particular de la independéncia per parametritzacions:

/_ fds—/fds.

1 No confondre amb la notacié de Geometria Projectiva, aqui el simbol V indica la unid de les dues corbes.

fds
2!
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3.8 Integrals de linia i teorema de Green

Exemple 3.3.3. Sigui f(z,y,2) = 2% + y* + 22, funci6 continua a tot R?, i sigui I'helix a R?
considerada anteriorment: (t) = (cost,sint,t), t € [0,27]. Com que ||7/(t)|| = v/2, tenim:

Lfds = /:ﬂ FOY) Y @) dt = /OZW(COSZt+sin2t+t2)\/§dt = \/5/0%(1 + %) dt
=2 <27r + %87#”) .

A part d’integrar funcions, també voldrem integrar camps vectorials sobre corbes. Aix0 sera
especialment important en els resultats que seguiran.

Definicié 3.3.4 (Camp vectorial). Sigui A € R™. Un camp vectorial a A és una aplicacio
F:A—R" FeC(A), tal que x — F(x), on F(x) és (Fi(x1,...,2Zn), ..., Fp(z1,...,2,)).
Es a dir, a cada punt = € A li assignem un vector de R”.

Exemple 3.3.5.

1. F:R? — R? de-
finit per F(z,y) =
(z,y) (vector posi-
cio).

2. F:R? — R? do-
nat per F(z,y) =
(y, —z) (vector or-
togonal al vector

POSICIO). Figura 3.4: Primer i segon apartat, respectivament.

Definicié 3.3.6 (Integral d'un camp sobre la corba). Sigui~ : [a,b] — R" una corba de classe
C! a trossos i sigui ' un camp continu definit almenys a v*. La integral d’F al llarg de -y és:

/7 Fas= [ ) (1) dr

Observacio 3.3.7. Observem que integrem la funci6 que surt de fer el producte escalar de
F(y(t)) i+/(t), és a dir, (F(v(t)),~'(t)). En particular, si el camp és perpendicular a la corba a
tot arreu, la integral resultant és 0.

En termes fisics, aquesta integral indica el treball realitzat pel camp de forces F' per desplacar
una particula de vy(a) a y(b).

Figura 3.5: Representacio de la situacio.
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Gradient d’una funcié i camps conservatius 3.4.1

Exemple 3.3.8.
1. Sigui I'helix v(t) = (cost,sint, t) tal que ¢t € [0,27] a R3 i sigui el camp segiient, el camp
gravitator::
(2, y,2)

F = B¥E
(@92 = [y, 9

Tenim ~/(t) = (—sint, cost, 1) i, per tant:

t,sint,t ot
/ / (cost, sint, ¢) (—sint,cost, 1) dt = / PR—
(cost,sint,t)[]? 0o (1412)2

1
s

2. Calculem el treball realitzat pel camp F(z,y) = (22, —zy) al moure una particula al llarg

1

—(1+t%) 5} T

del quart de cercle 22 + y* = 1;2,y > 0. Podem parametritzar la corba en coordenades

polars: 7 : [0, 5] — R? tal que y(t) = (cost,sint). Llavors:

/Fds = / t)dt = /2 (cos®t,—cost - sint)(—sint, cost) dt

0

2 =3 9
= —2/ cos’tsintdt = {— COSgt:| = ——.
0 3 3

t=0

Observaci6 3.3.9. A vegades, donat un camp F(z,y) = (Fi(x,v), Fy(z,y)) a R?, s’escriu tam-
bé:
/Fds = /Fl(:v,y) de +Fy(z,y)dy.
v ol

Podem pensar que:
/Fds _ /(Fl,Fg) - (dz, dy).
2l v

Aixi, I'integral de I'exemple anterior, la podriem trobar denotada aixi: f7 22 dx —zy dy.

3.4
GRADIENT D’UNA FUNCIO I CAMPS CONSERVATIUS

Sigui {2 C R™ un obert i sigui f : 2 — R diferenciable. Recordem que el vector gradient de f
al punt © € Q és Vf(z) = (aa—afl(x), e %(x)) Els camps que tenen aquesta forma tenen unes
propietats particulars, que tot seguit estudiarem.

Definicié 3.4.1 (Camp vectorial conservatiu). Un camp vectorial F' : Q@ — R Q C R", es
diu conservatiu si existeix una funcio diferenciable f : Q@ — R tal que Vf(z) = F(x), on z € Q.

Equivalentment:

=F =1,...,n.
6%(.%) (), 0 N 1)

Aleshores, es diu que f és un potencial del camp F'.
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3.4 Integrals de linia i teorema de Green

Exemple 3.4.2. Lafunci6 f(z,y, z) = m és un potencial del camp gravitatori: F(z,y,z) =
\\E?Zz)u a Q=R3\{(0,0,0)}. Efectivament, essent f(z,y,z) = (22 + 3%+ 22)"2, tenim:
0 1 0 0
O Lpppe iyt T e O =
dr 2 1(z,y, 2)| Ay Nyl 0z (w2

Teorema 3.4.3 (Teorema fonamental de les integrals en linia). SiguiQ un obert connex de R™.
Sigui F' : Q@ — R™ un camp conservatiu i sigui f : 2 — R un potencial de F. Donada una
corba 7y : [a,b] — R™ de classe C* a trossos i amb v* C ), aleshores:

/ Fdr = f(+(b) — f((a)).

Y

En particular, st v és una corba tancada, llavors fv Fdr=0.

El que ens ve a dir aquest teorema és que per a camps conservatius la integral de linia no depén

del cami, només depén del punt inicial i final.

Demostracio. Essent V f = F, pel teorema fonamental del calcul:

b b b
/ Fdr = / F(y(t))(t) dt = / V(1) (8) dt = / (For)(t)dt = (for)(B) - (for)(a).

A més, si una corba és tancada, y(b) = y(a), de manera que f(v(b)) = f(v(a)) i, evidentment,
fy Fdr=0. |

Exemple 3.4.4. Calculem f7 2zy dr + (2% — y?) dy als segiients casos:

1. v és una circumferéncia unitat z? + y? = 1.

2. 7 és un arc de parabola y* = x que va de (1,—1) a (1, 1).
Observem que el camp F(x,y) = (2zy, 2? — y?) és el gradient de la funci6 f(z,y) = 2%y — %y3 i
que tant el camp com la funcié soén infinitament diferenciables a tot R%. Aleshores:

1. Pel teorema anterior,
7 és una corba tancada — /ny dr +(2* — y*) dy = 0,
2l
2. Un altre cop, pel teorema anterior:

2
—Z=o.
3

Wl N

/2.7:yd.73 +($2 - y2) dy = f(la 1) - f(la _1) =

v

La qliesti6 natural que se’ns presenta és: com podem saber si un camp és conservatiu? Tenim

una condici6 necessaria forca assequible, almenys per a camps conservatius de classe C*.

Proposicio 3.4.5. Sigui Q C R™ obert i connex, i sigui F' camp conservatiu de classe C' (cada

component Fy, k =1+ n, és de classe C'). Llavors:

OF, OB,

1<i<k< Q.
&Ck(:v 81'] j n, re€
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Gradient d’una funcié i camps conservatius 3.4.9

Demostracio. Essent F conservatiu i de classe C!, existeix f € C*(2) obert amb Vf = F; és a
dir, amb F; = 8% per a tot j = 1 = n. Llavors, essent f € C? i per les igualtats de derivades

creuades (teorema de Schwartz):

, 2 2
orF; o0 _ 0F :8Fk71§j§k§n‘ 3
Or,  Ovgdr; Ox;0x,  Ox;

Malauraudament, aquesta condicié necessaria tan senzilla no sempre és suficient.

Exemple 3.4.6. Sigui el camp F(x,y) = (ivg_—#, ﬁTgﬂ)? que és de classe C! (de fet, és de classe

C>) a tot Q =R?\ {(0,0)}. Tenim que la condici6 necessaria de 3.4.5 es compleix:

oFy 0 ( —y \_ y-2* 0 /( = R,
Oy Oy \x2+y?) (22 +y2)?2 Ox \22+y?) Ox

En canvi, F' no és conservatiu. En efecte, veurem que la integral de F" al llarg de la circumferéncia

unitat (corba tancada) no val 0; aixo és, el teorema fonamental de les integrals en linia no es
compleix. Parametritzem, doncs, la circumferéncia unitat ~:

v: [0,2r] — R?
t —  y(t) = (cost,sint)

Tenim F((t)) = (—sint, cost) i, per tant:

27 2m
/Fdr:/ (—sint,cost)(—sint,cost)dt:/ 1dt =27 # 0.
gl 0 0

Observacio 3.4.7. Pot ajudar a entendre per que el valor d’aquesta integral és 27 el fet seglient:
alla on la funcié f(x,y) = arctan() és regular, tenim Vf = F. La funci6 f(z,y) dona I'angle
del punt (z,y) en coordenades polars i, per tant, el valor de fA/ Fdr = f7 V f dr sera el valor de
f al punt final (angle 27) menys el valor de f al principi (angle 0).

Afortunadament, tot i que la condicié necessaria de la proposicié no és suficient en general, si

que ho és en molts casos.

Definicié 3.4.8 (Simplement connex). Un obert Q C R" és simplement connex si és arc-connex
(donats x1, 2 € ) existeix un cami continu dins 0 que uneix z1,z5) i tot cami tancat dins )
pot deformar-se de manera continua a un sol punt sense sortir de €. Informalment, diem que a
R2 un domini Q és simplement connex si és d’una sola peca i no té forats.

Exemple 3.4.9.

1. Una bola oberta és un obert simplement connexa.

2. Un semipla és un domini simplement connex.

3. Un anell obert a R? o, en general, una regi6 del tipus Q = D(a, R) \ D(b,r), essent
m C D(a, R) no son dominis simplement connexos. Sigui, per exemple, 0 < r < R i
A ={(z,y) € R? | r* < 2® + y* < R*}. Aquest obert és arc-connex, perd hi ha camins
tancats (per exemple, una circumferéncia 2% + y?> = p,r < p < R) que no es poden
contraure a un sol punt sense sortir d’A.
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3.4 Integrals de linia i teorema de Green

/. R?\ {0} no és simplement connex, per un argument com el del punt anterior. En canvi,

R™\ {0}, n > 3, si que és simplement connex, com també ho és la diferéncia de dues boles

B(a,R) \ B(b,r), amb B(b,r) C B(a,r).

Lema 3.4.10 (Lema de Poincaré). Sigui Q C R™ un obert simplement connex i sigui F' : Q) —

R™ un camp de classe C'. Aleshores, F' és conservatiu si, i només si:

OF; . OF,

_—J - - 1<i<k< Q.
&ckx agcj(at), <j<k<n, xe€

La demostraci6 d’aquest resultat només la farem per al cas en que €2 sigui un obert amb propietats

especials, un obert estrellat.

Definicié 3.4.11 (Obert estrellat). Un obert Q@ C R™ es diu estrellat si existeix a € Q tal que
per a tot x € Q el segment S(a,z) = {ta+ (1 —t)z | t € [0,1]}, que uneix = i a, és tot dins €.

Demostracio del cas Q) estrellat. Per simplificar, suposem que a = 0. Mirem a posteriori com

hauria de ser f amb V f = F. Dient y(t) = tx, t € [0, 1] al segment que uneix a = 0 i z, caldria:

f(z)— f(0) = LVfdr = /01 Vf(te)xdt = /01 (i:Fj(tx)xj) dt = Zn: (/Ole(tx) dt) ;.

Jj=1
Definim, doncs:

=3 (/01 Fy(t) dt> ..

Comprovem que la funcié és un potencial de F': fixant £ =1,...,n i derivant obtenim:

of ! & LOF;
a—xk(:v) = /0 Fi(tx) dt—l—; (/0 a—@(tm)tdt) ;.

Utilitzant la hipotesi podem suposar %(tw) = g—iz?(t:v) 1, per tant:

9 1 1L/ 9F 1 LdF
8_4(;6): /O Fu(te) dt + /0 (;a—;mm)tdt: /0 Fy(te) dt + /0 S eyt

Integrant per parts aquesta darrera integral:

g—jk(x) 2/01 Fk(tx)dt+(Fk(tx)t)é—/01 Fy(tx) dt = Fy(x). 0

Observacio 3.4.12. El lema de Poincaré ens diu quan un camp és conservatiu; és a dir, quan
existeix un potencial f, pero no diu com trobar-lo. Per fer-ho cal resoldre les equacions ; L — F,

dzy,
k=1,...,n.
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Teorema de Green 3.5.2

Exemple 3.4.13. Com a continuacié de 3.4.4, ara centrant-nos en altres aspectes, prenem
el camp F(z,y) = (2zy,2? — y?). En primer lloc, observem que F € C!(R?) i que R? és

simplement connex. El lema de Poincaré garanteix, aleshores, que F' és conservatiu, ja que

%(a:, y) =2z = %i;. Per a trobar el potencial f busquem una soluci6 al sistema:
of
Frl Fy =2xy
of

Integrant la primera equacio, tenim: f(x,y) = 2%y + C(y), on C(y) pot dependre de y, perd no
de x. Imposant la segona equaci6 a aquesta f tenim:
1

?+Cy)=2>—y = C'(y)=—-y*iC(y) = —gy?’ +C,

amb C' constant. Tornant a ’expressié de f anterior, veiem que els possibles potencials son:

1
flz,y) = xy — gyg +C, C eR.

3.5
TEOREMA DE (GREEN

Hem vist darrerament que a un domini 2 C R? simplement connex un camp F' = (P, Q) € C(Q)

és conservatiu si, i només si, % = %—I;, és a dir, si, i només si,
oQ 0P
— - — =0, —PF,=0. (3.5.1)
or Oy

Veurem, tot seguit, un resultat sobre camps de classe C' no necessariament conservatius a

dominis molt generals i no necessariament simplement connexos (o estrellats).

Notacio 3.5.1 (Rotacional). A vegades, anomenem rotacional de F o, en el seu defecte, rot F,
quan parlem de camps a R®. En concret, podem definir-lo com (3.5.1): rot F = Q, — P, = 0.

Teorema 3.5.2 (Teorema de Green). Sigui D C R™ un domini reqular® de R? i sigui F(x,y) =
(P(z,y), Q(x,y)) un camp de classe C' a un entorn de D. Aleshores:

0Q OP
Fdr = ) dxd
/a+D g //p(ax 8y) e

on OtD =~y U---U~, indica la corba vora de D recorrequda de manera que el domini queda a

l’esquerra.

2 Aclarirem més endavant qué és un domini regular. De moment, podem pensar que és una definicié molt general
i que inclou, ampliament, els casos que tractem habitualment.
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3.5 Integrals de linia i teorema de Green

+D otD

Figura 3.6: Representaci6 del teorema de Green.

Exemple 3.5.3.

1. Sigui el camp F(z,y) = (742, 775,7)- Tenim F € CHR?\ {(0,0)}) i 88—8 - ‘2—1; = 0.
Apliquem el teorema de Green a lanell D = {(z,y) € R? | r* < 2? +y* < R?’}. La
vora de l'anell de D consisteix en les circumferéncies 22 + y?> = R?i 22 + 9% = 1%, la
primera recorreguda en sentit antihorari i la segona, en sentit horari. Diem Cpg, C, a les

circumferéncies orientades en sentit antihorari. Aleshores, tenim:

/ Fd'r’:/Fdr—/ Fdrz//(Qx—Py)dxdy:0:> Fdr:/Fd'r.
o+ D Cr o8 D Cr s

En altres paraules, el valor de la integral de F' a una circumferéncia de centre (0, 0) no depén
del radi (si pensem que F' és el gradient d’arctan(?), és trivial) per I'angle de qualsevol
d’aquestes circumferéncies i avaluant la integral:

() = (rcosf,rsinf)

v () = (—rsinf,rcosh)

Fy(®)) — (—rsin977"0039) _ (_sin97C089>‘

72 72 r r
Aleshores:
2m , 2T sinf cosf ) 2
Fdr = F(~(8))~'(0)df = - (—rsinf, rcosf) df = df = 2.
T 0 0 0

\S]

Sigui D = D((0,0);1) C R? el disc unitat i sigui el camp F(z,y) = (z — y, = + y*), que és
de classe C! a tot R?. La vora de D ¢és la circumferéncia unitat 2?> + y? = 1. Comprovem
que les dues integrals que apareixen al teorema de Green tenen el mateix valor. Per una

part, si parametritzem la vora de D per l'angle, © = cosf i y = sin6, 6 € [0, 27], tenim:

/ Fdr:/ (z —y)dz +(z +y°) dy
o+D o+D

2w
= / (cos ) — sin ) (— sin 6) df +(cos @ + sin® §) cos 6 df
0

2
= / (1 —sinfcos @ + sin® § cos 0) df = 2.
0
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Teorema de Green 3.5.3

// dxdy—//dedy:2|]D|:27r.
D

3. Podem utilitzar el teorema de Green per a calcular ’area d’una regié del pla mitjancant

Per altra part,

una integral de linia. Donat un domini regular D, si triem qualsevol camp F de classe C!

__oP

o = 1, tindrem:
ox Yy

area(D)://lda:dy:/ Pdr+Qdy.
D o+D

Aixi, triant, per exemple, F(z,y) = (=%, 5), tenim:

amb 29

1
area(D):/ —gdx+zdy:§/a+Dxdy—ydx.

Per tant, podem calcular I’area amb una integral de linia. Si prenem, per exemple, D = D,
disc unitat, parametritzem la vora amb langle: x = cosf,y = sinf tal que 6 € [0,27] i

tenim:

2w 2m
area(D) = % / cos  cos 0 df — sin O(— sin 0) df = %/ df = .
0 0

Idea de la demostracio del teorema de Green. Considerem el cas en qué D sigui un interval (a, b) x
(c,d). Parametritzant cada segment de la manera habitual i aplicant el teorema fonamental del

calcul tenim:

/Fdr:/ Pd:c+Qdy:/ Pdzx+ Qdy
oD oD oD oD

d

_ /b<p<m 0) = Pz, d)) do+ / (Qb.y) — Qla.)) dy
= // xydydx+/ / anydxdy—/ /( g—]yj(x,y))dxdy-

Per a un domini regular general podem aproximar €2 interiorment per un domini €25 format per
quadrats (o rectangles) de costat, com a molt, §. Aleshores, apliquem el cas anterior a cadascun
dels quadrats que conformen §25. Si diem {Q;} a aquests quadrats tenim, per una part:

//Q(;(Qx—Py)dxdy:Z//Qi(Q:c—Py)dxdy:Z/(%Qipdx_FQdy'

Observem que les integrals als costats que sén vora de dos cubs completament continguts a €2 es
cancel-len, ja que es recorren en sentits oposats. Amb aixo, totes les vores interiors es cancel-len

i sobreviu només la vora exterior de )s; queda:

//QJ(QT — P))dxdy = /8+96de+Qdy.

Fent 6 — 0 obtenim el resultat general. [
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3.5 Integrals de linia i teorema de Green

Definici6é 3.5.4 (Domini basic). Sigui D C R? un domini (obert i connex) acotat. Diem que

D és basic si és de la forma:
D:{(x,y)E]R2|a<x<b,c<y<f(ac)}, a,b,c e R, a <b,

a més que fixem f : [a,b] — R funci6 de classe C! a trossos amb ¢ < f(x) per a tot = € [a, b].
La frontera de D és la uni6 de tres segments i el tros de la grafica de f a [a, b]:

T

Y i a, b)) — R? y1(z) = (z,¢)
\/ /\ V2 - [Cv f(b)] — RQ 72(9) = (b> y)
—3 ¢ [a, 0] — R* (—y3)(x) = (z, f(x))
—a:[e, f(a)] — R* (—u)(y) = (a,y)

Aquesta vora és una corba de classe C! a trossos i tancada.

Definici6 3.5.5 (Domini elemental). Un domini D C R? es diu elemental si és la imatge per
una rotacié centrada a (0,0) d’un domini basic; és a dir, D és elemental si existeixen Ry rotacio
centrada a (0,0) i d’angle 6 i D, domini basic tals que D = Ry(D,). Aleshores, també 07D =
Ry(0T Dy) és una corba de classe C! a trossos i tancada. Informalment, diem que els dominis

elementals son translacions i rotacions de dominis basics.

Definicié 3.5.6 (Domini regular). Diem que D és regular si:
/. 8D és la uni6 d'un nombre finit de corbes a,...,ay tancades, simples, de classe C' a
trossos tals que af Naj = 0 si j # k.
2. Per a tot p € 0D existeix un entorn obert U, de p tal que D, = D NU, és un domini
elemental i la component ~; (la que no és necessariament un segment) de 0™ D,, coincideix
amb 07D NU,.

Podem pensar, informalment, que 9D és localment la grafica d’una funcié de classe C*.

<
r
i \:\//063
D >
6+D:OZ1U042UOé3UOé4 >Oz1

Figura 3.7: Domini regular.

Exemple 3.5.7.
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Teorema de Green 3.5.9

e Acabem donant un exemple de domini no regular (no compleix cap de les dues condicions
de la definicio): Q = (0,1) x (0,1) \ U,~ 3{ } x (n, 2)
e Un altre exemple, que compleix la primera condicié perd no la segona, seria un domini en

forma d’espiral al voltant d'un punt (que és, precisament, on no val la segona condicio).

Ara busquem la mateixa série de propietats i definicions, pero estenem el espai ambient a dimen-
si6 3, és a dir, treballarem amb R3. S’hauria d’avancar a la seccid 4.6 per veure els conceptes
de superficie reqular, 4.3 per a les vores orientades.

Definici6 3.5.8 (Domini elemental, R?). Un domini Q C R? es diu elemental si, en un sistema

de coordenades adequat, és del tipus:
Q= {(,y,2) ER* | (z,9) € D,e < 2 < f(z,9)},

on D C R? és un domini regular, f és una funcié de classe C! a un entorn de D i ¢ € R és una

constant, tal que ¢ < f(z,y) per a tot (z,y) € D.

/ f(z,y)

S
S Ss

-
3t

Figura 3.8: Domini elemental en R?

La vora de €2, orientada positivament, esta formada per les superficies regulars orientades:
1. Sl ={(z,y,2) e R3 } (x,y) € D,z = c}, orientada per 7i(x,y, z) = (0,0, —1).
={(z,y.2) €R?| (z,y) € OD,c < z < f(x,y)} orientada per ii(z,y, z) = (o1 (z,y), az(z,y),0),
(041( Y), ozg(:c, y)) és el vector normal unitari exterior a 0, D a (z,y) € 0D.
={(z,y,2) €ER®| (z,y) € D,z = f(x,y)}, orientada per:
(_fafa _fya 1)

n(z,y,z) = W,

Definici6 3.5.9 (Domini regular, R*). Un obert connex i acotat 2 és un domini regular de R?

o(x,y) = (z,y, f(2,v)), (v,y) € D.

si:
/. La frontera 92 = Q\ Q és una superficie regular sense vora (orientada pel normal exterior
a ) que anomenem vora de 2 orientada positivament i escrivim 9.}
2. Cada punt p € 02 té un entorn U, tal que U, N és un domini elemental. A més, la
superficie 04 (U, N §2) conté U, N I, amb la mateixa orientacio.
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3.6 Integrals de linia i teorema de Green

3.6
EXERCICIS FINALS

Exercici 3.6.1. FEscriviu la parametritzacio de les corbes 7y segiients. Determineu també ~'(t) i
17 @)1

Segment entre (3,2) 1 (6,6).

Tros de l’el-lipse 42* + 9y* = 36 al primer quadrant (en sentit antihorari).

Tros de la corba y = €** amb x € [0,2] recorreqguda en sentit invers.

Tros de la circumferencia de centre (0,0) i radi 2 amb x > 0 (entre (0, —2) i (0,2)) sequit
del segment que va de (0,2) a (—3,—4).

Demostracio.
1. Prenem el segment v(t) = (3,2) +t((6,6) — (3,2)) tal que ¢ € [0,1]. Aleshores, prenem el

cami v definit de la manera segiient:

v: [0,1] — R?
t — (t)=(3+43t2+4t)
Derivant obtenim +/(t) = (3,4) i, operant, ||7/(¢)|| = v/9 + 16 = 5.
2. Tros de 42 + 9y* = 36, que va de z € [0,3] iy = \/%. Ens queda que —v(z) =
<x, w%) (hem agafat la corba en sentit antihorari, necessitem canviar-la de sentit,
pero a dia que estem fent els exercicis no ho hem fet a teoria encara). Pensem aixo, doncs,

en coordenades polars:

2 =1rcosf
3y =rsinf -
r==~6

v [O,g} — R?
0 +—— ~(0)=(3cosh,2sinb).

Derivant, 7/(8) = (=3sinf,2cos8) i |7/ (0)| = v/9sin?(#) + 4 cos2 0 = V4 + 5sin? 6.
3. Trivial, tenint en compte que volem anar del 2 al 0 (aix0 és, 2 — ¢ a tot arreu).
4. Considerem v = 7; + 72, que definirem de la segiient manera:
" [—g,g} — R? Y [0,1] — R?
t — 71(t) = (2cost,2sint) t — ()

Hem definit v5(¢) = (0,2)+¢((—3, —4) —(0,2)). Optem per fer una parametritzacioé global,

agafant t = s — 7.

v 33+l o R

. s () = (2coss,2sins), si s € [—%,g
TEZ(0,2) + (=3, —4) — (0,2)), sis e [-Z, T +1]
El calcul de v/(t) i ||7/(¢)|| surt a trossos, també. |

Exercici 3.6.2.
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Exercicis finals 3.6.2

- - > _ (4 4 t
1. Calculeu la longitud de la corba donada per la parametritzacid v(t) = (t, V3, 5).

2. Calculeu la longitud de l’astroide definit per [’equacio T3+ y% = a%, a > 0.

3. L’equacié d’una corba és y? = x3. Trobeu la longitud de ’arc que uneix (1, —1) amb (1,1).

Demostracia.

1. La longitud de la corba es troba a partir de la formula (3.2.1). Calculant, obtenim ~/(t) =
(1265, 1) 1 [/ ()] = /1 + 4t + 1 = | /% + 4¢. Per tan:

zw>=/:||v'<t>||dt=/:\/ﬁdt.

2. Operant, podem aillar la y de manera que obtenim: y = (a% — :1:%)

3. Cal parametritzar la

corba: prenem X = 23iY = y%. Aleshores:

2 . 1 1 .1 1.
Usant que 72 = 3. Parametritzem x3 = a3 cosf i y3 = a3 sin6, 0 € [0,27]. La parame-
trizacio, doncs, queda:

v: [0,27] — R2
0 > () = (acos®,asin®0)

Derivant, obtenim el segiient.
7' (0) = (—3a cos® @ sin 0, 3asin? 0 cos #) = 3asin O cos O(— cos b, sin ).

Operant, ens queda el modul: ||7/(6)|| = |3asin@cosf|. Dit aixo, ja podem calcular la
longitud de 'astroide:

2 2 %
L(y) _/ ||7’(9)Hd6)_/ |3asin9coseyd9_4/ 3 sin 0 cos 0 d
0 0 0

™

2 . .92 0=2
= 6a/ 2sin 6 cos 0 df = 6a [sm 9] 9:5 = 6a.
0

Hem usat la simetria de la funcié per no haver-la de dividir en trossos.
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3.6 Integrals de linia i teorema de Green

Figura 3.9: Representacio grafica del problema, cas a = 3.

J. Exercici. |
Exemple 3.6.3 (Exercici fet a classe). Sigui 2? + y*> = R? una circumferéncia de centre (0, 0)
i radi R. Parametritzem:

v: [0,27] — R2
0 +—— ~(0)=(Rcosf, Rsin0)

Prenem un nou parametre s = foe Rdu = Rf. Aleshores:

r: [0,2rR] — R?
s — I'(s) = (Rcos 4, Rsin 3).

Exercici 3.6.4. Sigui la cicloide donada per la parametritzacid x(t) =t —sint, y(t) = 1 — cost

tal que t € [0,27]. Calculeu-ne el parametre arc i la longitud.

Demostracio. Tenim una corba que esta ben definida, que comenga al (0,0) i acaba al (0, 27).
Per a calcular el parametre arc i la longitud, utilitzem la seva expressié habitual: s = 1(t) =
fot IV (u)|| du. La parametritzacié que ens donen és la seglient: (t) = (t — sint, 1 — cost), de

manera que derivant /() = (1 — cost,sint). De la mateixa manera:
NIE 2 . Lol o1
IV ()] =1+ cos®t —2cost +sin“t = 2(1 — cost) = 2 | 2sin 3 = 4sin 5

) t Lelon] 94 t
Sin | — — ZSIn | = ).
2 2

— YOl =2
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Exercicis finals 3.6.5

Hem usat la formula de I'angle doble, sinQ(%) = l_c%, i que el sinus és positiu entre 0 i 7. Ara

que ja hem trobat ||7/(t)||, podem substituir a la féormula, directament:

/yw ||du—/ 25in (3 du.

El resultat d’aquesta integral és s = 4(1 —cos %) i L = s(27) és 4(1 — cos7) = 8. |

Exercici 3.6.5.

1. Calculeu la integral del camp escalar f(z,y) =y al llarg de l’arc de cardioide r = 14 cos 6,
6 € [0,7].
2. Trobeu la massa d’un filferro format per la interseccio de U'esfera unitat i el pla x+y+2z =0

si la densitat al punt (z,y,z) és x* grams per unitat de longitud del filferro.

Demostracio. Sigui f(z,y) = yilacorbar = 14cosf. Prenem les coordenades polars x = r cos )
iy = rsinf. Substituint 'expressié de r, obtenim que z = (14 cos ) cosf iy = (1+ cosf) cos .

Per tant:
/f /f DI ()] do

Volem trobar el vector v/(0) = (2'(0),4/(9)), aixi que calculem cada terme per separat.

v'(0) = (—sin —2sin f cos 6, cos —sin® f+cos® §) <= +/(#) = (— sin §—sin(26), cos f—cos(26)).

Aquest resultat, si ens convingués, el podem posar en termes de I'angle doble, com hem fet a la

segona banda de P'equivaléncia. Ara hem de calcular ||7/(6)]%.

17 (0)* = (sin @ + sin(26))* + (cos § — cos(26))?
= sin® 6 + sin?(26) + 2sin fsin(26) + cos® § + cos?(20) — 2 cos 6 cos(26)
# 2 —2cos’(f). (revisar la observaci6 3.6.6).

A classe hem vist que el resultat ||7/()|| era, també, v/2 + 6 cos fsin 6 — 2 cos? 0. Dit aixo, ja
podem calcular rutinariament el valor de la integral.

/f / sin 0(1 + cos 6) \/2+600s6’sm 0 —2cos30df .

Pel que fa al segon apartat, tenim l'esfera unitat 22 + y? + 22 = 1. De lexpressi6 x +y +2 =0

traiem z = —(z + y), de manera que obtenim:

(x+y)? =24y +2zy

2492 21 «— 222+ 22+ 2y =1 3.6.1
(x—y)2:x2+y2—2xy}x+y + ( +y) r7 42y + 2xy ( )

D’aqui volem obtenir certs A, B tals que (3.6.1) sigui combinaci6 lineal de (z + y)? i (z — y)?
(i.e. 2(2? +9y?) + 22y = A(z + y)*> + Bz — y)?).

A(z+y)*+B(z—y)? = Ax*+ Ay’ +2Azy+ Ba*+ By* —2Bzy = (A+B)(2*+y°)+(2A—2B)zy
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3.6 Integrals de linia i teorema de Green

Aleshores, A+ B =212A — 2B = 2, de manera que A = % iB=
corba queda aixi: 2(z +y)? + 1(z —y)? = 1. Prenem X? = 2(z +y)
parametritzacié de la corba:

3(x +y) =rcosf = cosf — /2
2 r+y=/%cosb
— 3
L r—y=+2sinb

5(x —y) =rsinf = sind
2r = \/gcoseqL\/EsinQ
2y = \/gCOSH— V/2sin 6

—

De manera que x = \/LECOSH—F ‘gsinﬁ iy= \/Lgcose— ‘/7§Sin0, tal que 6 € [0, 27].

1 2 1 2 2
~v(0) = —COSQ+£Sin0,—COSG—isin@,——cos& : [
V6 2 V6 2 V6

Observacio 3.6.6. Els calculs del primer apartat estan malament. Ve del fet que real-
ment tenim 7/(0) = (— sin 6 — sin(26), cos @ + cos(20)). Acabem obtenint ||/ (0)]|* = 2+ 2 cos® 0,
de manera que cal calcular la integral de sin §(1 + cos #)v/2 — 2 cos? 6 sobre la corba.

Exercici 3.6.7.

1. Caleuleu el treball realitzat pel camp F(z,y) = (2, —xy) al moure una particula al llarg
del quart de cercle 2> +y?> =1, y > 0.
2. Sigui vy una corba parametritzada amb inici al punt (—1,0) i final al punt (5,1). Demostreu

que la integral de linia segient:
/ 22 siny dz +(2? cosy — 3y?) dy
g

és independent de la trajectoria de v i avalueu la integral.

Demostracio. Donades la funcio i la circumferéncia, tenim:

/ Fdr = / F(y(t)/(t) dt = / (F(y @)D ()] dt

= /2{((3082 0, —cosfOsinf)(—sinb,cosd)}df = /2(— sin 6 cos? § — sin 6 cos® 6) df)
0 0

s 5 x 5
= /2 —2sinf cos* 0 df = {——cos‘o’ 9] =——.
0 3 0 3

Si F' és conservatiu (existeix f tal que F'= V), el teorema fonamental de les integrals en linia

assegura que:

/ Fdr - / Vfdr = f((b)) - f(1(a)).
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Exercicis finals 3.6.9

Mirem si (22, —zy) = (gi , gi ) per a alguna f. Utilitzant la definici6 arribem a qué el camp no
és conservatiu. Pel que fa al segon apartat, definim P(z,y) = 2zsiny i Q(z,y) = 2 cosy — 3y>.

El camp F(z,y) queda definit per F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) i

/P(agy) de +Q(z,y) dy — /Fdr.

v v

Per veure que F és conservatiu, mirem primer si 28 = 99 En efecte, 8—P = %9 — 27 cos 1.
) oy ox * ox

Com no podem arribar a cap conclusi6 en quant al potencial (el lema de Pomcaré ens n’assegura

Iexisténcia, perd no el métode per obtenir-lo), intentem veure si existeix f amb Vf = F (un

altre cop, per definici6):

of _8:1:

95 — 9zsiny Integrem, f(z,y) = x*siny + C(y)
5y — L oSy — 3y? — z?cosy + C'(y) = 2% cosy — 3y?

Obtenim que C’(y) = —3y? i, per tant, C(y) = —y> + C. En conseqiiéncia, F és conservatiu a
R2. En particular, fﬂ/ F dr només depén dels punts inicial a final. f(z,y) = 2*siny —y> + C sén
els potencials del camp. El resultat de la integral es pot calcular amb f(v(b)) — f(v(a)). |

Observacio 3.6.8. Podem saber si un camp és conservatiu mirant solament el camp usant el

lema de Poincaré, 3.4.10. Usant aixo, I’exercici anterior queda F = (P, Q) = (22, —zy). Si F és

. 9P _ 0Q P aQ _
conservatiu = 3%, pero oy = =01

' By = —y, de manera que F' no és conservatiu.

Exercici 3.6.9. Sigui C' la corba formada pel tros de parabola y = x? que uneiz els punts (0,0)
i (1,1), sequit del tros de parabola x = y* que torna de (1,1) a (0,0). Calculeu [, Fdr, essent:

F(z,y) = (zy° + e cos(y?) + 22%y).

Demostracio. Parametritzant la corba C' = O 4+ Oy

1. Cy:y =22 Prenem 7v: [0,1] — R? tal que x — () = (z, 2?).
1 1
| Far= [ F6@) v @)de= [ (ot 2077 5 cosat)(1,20) da
o 0 0
1
- / (2% + € + 2z cos(z?) + 42°) dz
0

2. Cy: x =y* Prenem ~ : [0, 1] — R? tal que y — v(y) = (v*,y).
1 1
/C Fdr = —/ (F(v(y) - (y) dy = —/ (" + e, 2y° + cosy?)(2y, 1) dy =
2 0 0

1
- / (25 + 2ye¥’ + 2z cos(y?) + 2y°) dy .
0

Aquestes integrals son bastant infernals, aixi que recordem una altra alternativa: aplicar el
teorema de Green. Clarament F(z,y) € C*(R?), i hem de veure que F' és conservatiu. Com

R? és un domini estrellat, F' és conservatiu si i només si, les derivades creuades coincideixen:

P _

o0 — 8Q Siles fem veiem que = 25133/ 1 9Q 4SL'y 1 I no és conservatiu.
Y ox
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3.6 Integrals de linia i teorema de Green

El nostre domini D és {(z,y) € [0,1] x [0,1] | 2® < y < V/a} i, si D fos regular (que ho és),
0TD = C. Pel teorema de Green sabrem que, com F' és no conservatiu, la integral resultant no

és zero, pero la podem calcular:

[ NE
54D p\0x Oy D 0 Ja?

El resultat d’aquesta integral és é. |

Exercici 3.6.10. Sigui el camp F(x,y,2) = (2xy*z*, 3z%y?2*, 42%9y%23) a R3. Calculeu fﬁ/Fdr,
essent v(0) = (cosf,sin 6, 0), 6 € [0, 27].

Demostracio. La primera opci6 és aplicar la definicio, f7 Fdr = OQﬂ(F(W(G)W'(Q))) do.

2m 2
/ (F(v(0)7'(9))) do = / (2 cos @sin® 6-0*, 3 cos? Osin? 0-0°, 4 cos? O sin® 0-0%)(—sin 0, cos 0, 1) df .
0 0

Aquesta integral és, un altre cop, infernal, i no la calcularem. La segona opci6 és bastant similar
a l'exercici anterior, i passa per mirar si el camp és conservatiu. Hem de comprovar que les
derivades creuades coincideixen:

ory,  0Fy ory  0F3 3 3 OFy  OF, 9 4

— = 122%%3, — =8zy 2", — = — = bxy“z".

9z Oy 0z  Or " Oy o

Com F' és conservatiu, fv Fdr= f(1,0,2r) — f(1,0,0) = 0 on f és un potencial del camp.

gr = 2oy's = fla,y,z) = 2%yt + Oy, 2
OF — 30220 — 3%yt 4+ 90(y,2) = 3a%yP2t — 20(y,2) =0,0(y,2) =C(z)
g_i = 4$2y3z3 _— g—£ — 41’2y32’3 + C’(z) — 4l‘2y32’3 —_— C/(Z) =0, C(Z) —C.

Exercici 3.6.11. Calculeu la circulacié del camp F(x,y) = (e* cosy + zy?, —e”siny + z%y) al
llarg de la corba tancada v de R* formada per l'arc de lemniscata r = v/cosf, 6 € [0, 5] 1 pel

segment que uneix 'origen amb el punt (1,0).

Demostracio. Rutinariament, tenim dos opcions. La primera, parametritzem dos trossos, 71 () =

(Vcosfcos, vcosOsinf), 6 € [0,5]. Aleshores:

/ Fdr = /2 eVeos0cost cog(v/cos O sin ) + Vcos 6 cosf...
ge! 0

Torna a sortir un monstre que no calcularem. La segona opcid era, i és, mirar si és un camp

conservatiu. En efecte:

0 or
9Q = —esiny + 2wy + 32%, — = —e“siny + 2.
ox dy
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Exercicis finals 3.6.13

El domini D és {(rcos6,rsind) | 6 € [0,%],r < v/cosf}. Per tant, ajuntant-ho tot:

z Vcos 6
P
/Fdr—/ Fdr—// (a—Q—a—)dxdy—//3x2dxdy—/2/ 3r? cos® Or dr df
o+D dr Oy D o Jo
V/cos 0 % 1 3 2
—3/ cos® / 3 dr d0:3/ (cos20)—cos26’d9:—/ cos*0df.
0 0 0 4 4 Jo

La resoluci6é d’aquesta integral la vam veure a Introduccio al Calcul Integral:

3 1 1 [z
/ cos* 0 df = 4_1(1 + cos(20))? df = 1 / (14 2cos(20) + cos?(26)) db
0 0

1

=1 /Og(l + 2cos(20) + %(1 + cos(46))) db .

A partir d’aqui, obtenim el resultat. [ ]

Exercici 3.6.12. Sigui D un domini reqular en R? que té area iqual a 2. Calculeu la integral
de linia segiient:

| @=ndesas iy

Demostracio. En altres paraules, el que tenim és el camp F(z,y) = (z — y,z + y*) € C®(R?).
Volem aplicar el teorema de Green, on complim que D sigui regular i F' € C'(U), D C U.

// +—P)) da;dy—// (1—(— dxdy—2//d:vdy:2]D\:4. [
D

((m+1)2+y2, (If;)rzlw ) al llarg de

Exercici 3.6.13. Calculeu la circulacid del camp F(z,y) =
lel-lipse 3”742 + 4% = 4, recorrequda en sentit antihorari.
Demostracio.

1. Primera opcid. Parametritzant -, obtenim que § = rcosf i y = rsinf de manera que,

a (£)?+y*> =4, r =21iens queda 2(f) = 4cosf i y(d) = 2sinf o, en altres paraules,
7(0) = (4cosf,2sinf). La integral ens queda de la manera segiient:

le:A%mwm~ﬂmw

2 .

" —2sinf 1+ 4cosé

=/ ( —— oot >(—4sin9,2cos9)d9.
0 1+4cosf”+4sin°0° 1+ 4cost” + 4sin” 0

I resoldre aquesta integral monstruosa.
2. Segona opci6. Sigui D = {(z,y) € R? } ’“%f + 9? < 4}, domini regular amb 9, D = 7.
Aleshores,

Fec, / Fdr = // P))drdy =0 <= F és conservatiu,
ot
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3.6 Integrals de linia i teorema de Green

perd F ¢ C!, de fet no és ni C en aquest domini. Sigui D, = D \ D((—1,0),¢), tal que
(x + 1)+ y? = €% i la parametritzaci6 queda z + 1 = ecosf i y = esinf, amb 6 € [0, 27].
A més, 0, D. = v\ C. (hem d’agafar la corba en sentit invers al natural quan fem la
parametritzacié habitual). Ara, a més, sf podem afirmar que F € C!(D.).

/ Fdr—/Fdr—/ Fdr—// P,))dxdy =0
04+ D e e

_/Fdr—/ Fdr—/ F(+(0))(0) db

’y & 0
2T /&

:/ ( 681118,86080) (—esinf,ecosf) df = 2.
0

g2 g2

En general, per a un nombre N de singularitats, D, = D \ Uf\il D(p;,e;), amb F € C'(D.):

/Fdr—Z/ Fd'r—// (Q. — P,)dx dy. |
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Integrals de superficies

L’objectiu a partir d’ara és presentar dos teoremes analegs al teorema de Green, perd per a
superficies a R?. Un, el teorema de la divergéncia, relaciona una integral a una regi6é acotada a
R? amb una altra integral a la superficie formada per la vora d’aquesta regi6. El segon resultat,
el teorema d’Stokes, relaciona una integral a una superficie dins R® amb una altra integral a la
vora d’aquesta superficie, que és una corba. A ambdo6s casos necessitem saber integrar sobre

superficies.

4.1
SUPERFICIES PARAMETRITZADES

Definici6 4.1.1 (Superficie elemental). Sigui I/ un obert connex a R? i sigui:
p: U — R
(u,v) — o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
una aplicaci6 injectiva, de classe C! i amb rang D¢(u, v) = 2 per a tot (u,v) € U. Diem superficie
elemental a la imatge Sy = ¢(D) d’un domini regular D amb D C U.

Observaci6 4.1.2.
e La injectivitat de ¢ es demana perqué no hi hagi punts «doblesy» a la superficie, de la
mateixa manera que demanavem a les corbes que fossin simples.
e La condicié sobre el rang de D¢ assegura que el conjunt imatge té dimensié 2, que no
degenera enlloc. Veurem més endavant que els vectors columna de D¢(u,v) generen el pla

tangent a la superficie al punt ¢(u,v).

Exemple 4.1.3 (Grafiques de funcions). Sigui f : U4 — R una funcié de classe C'. Aixo

indueix una parametritzacio:

¢: U — R3
(z,y) +— o(z,y) = (z,y, f(z,y))

que és trivalment injectiva i de classe C'. D’altra banda,

1 0
Do(x,y)=10 1
Je Jy

i, per tant, el rang és 2. Observem que els vectors T, = (1,0, f,) 1 T, = (0,1, f,)) sén linealment

independents.

Per tant, la imatge ¢(D) de qualsevol D C U regular amb D C U sera una superficie elemental.
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4.1 Integrals de superficies

En efecte, sigui f(z,y) = x*> + 3> de classe C' a tot R%. Tenim la parametritzacio de la seva
grafica z = 2% + y*:
¢p: R R?
(r.y) — olz,y) = (z,y,2° +y7),
amb ¢ injectiva, de classe C' i D¢(z,y) de rang 2 a tot (z,y) € R

Aleshores, la imatge de qualsevol D C R?, amb D regular, sera una superficie elemental.

Per exemple, si Dy és el disc de centre (0,0) i radi R, tenim el paraboloide:
¢(D_R) = {(xaya Z) | Z = 12 + yz,xz + y2 < Rz}

Sigui ara f(z,y) = /22 + y2, que és de classe C* a R? \ {(0,0)}. Tenim, ara:
6. R\{0,0) — R
(z,y)  — oY) = (z,y,/2* +1?)
injectiva, de classe C! i amb

0
1

8 O =

Do(x,y) =

v
\/w2+y2 \/x2+y2
Aixi doncs, la imatge de qualsevol D C R?\ {(0,0)} amb D regular és una superficie elemental.

Per exemple, si prenem Dp. = {(z,y) € R? | €2 < 2? + y* < R?} tenim que el tros de con:

¢(DR,€) - {(l’,y,Z) S Rs ’ Z = x? +y2 ‘ 52 < I2 —|—y2 < Rz}
és una superficie elemental. Observem que tot el con z = \/m amb 22 +1y% < R?, no és una

superficie elemental, ja que al punt de parametres (z,y) = (0,0) no es compleixen les condicions

de la definicié.

=22 442

2 =¢t
«r?"\’y

Figura 4.1: Paraboloide, 2% + 3? = €% sobre f(z,y) = 2 + >

A efectes d’integracié aixo no sera cap problema, ja que la integral no veu els conjunts de mesura
zero; en particular, els punts. Podrem integrar a la superficie amb 0 < 22 + 3% < R?, fent limit
de les integrals a les superficies elementals amb parametres (z,y) amb €2 < 2? +y? < R?, i
aquesta integral té el mateix valor que la integral a tot 22 + y* < R2.
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Superficies parametritzades 4.1.5

Exemple 4.1.4 (Tros de cilindre). Sigui el cilindre (infinit) 2% + 9> = 1 a R® i sigui U =
(0,27) x R i la parametritzacié (en coordenades polars):

p: U — R?
(0,2) — ¢(0,2) = (cosb,sinb, z)

que és de classe C! i injectiva. També,

—sinf 0
D¢(0,z) = | cosf 0], tal que rg(D¢) = 2.
0 1

Observem que ¢(U) no és tot el cilindre: en queda fora la recta L = {(1,0, 2) ’ z € R}, que
correspon a l'angle # = 0. Com aquest conjunt té mesura zero, aixo no sera cap problema.
Amb la definicié que hem donat, ¢(if) no és una superficie, ho és qualsevol imatge ¢(D) amb
D Cc U = (0,27) x R regular. Per exemple, si D = [¢,27 — ¢] x [0, M], tenim ¢(D) tros del
cilindre z? + y*> = 1 amb angle 6 € [¢,27 —¢] i 2 € [0, M].
Observem que aquesta superficie esta limitada per quatre corbes:

1. els segments verticals (cose,sine, z i (cos(2m — g, sin(27 — €), z), amb z € [0, M];

2. els trossos de circumferéncia (cosf,sin6,0) i (cosd,sin@, M) per a 0 € [¢,27 — ¢].

Exemple 4.1.5 (Tros d’esfera). Considerem ara una esfera de centre (0,0,0) i radi R a R3, que
ve donada per I'equacié 2% + y? 4+ 22. Mirem de donar-ne una parametritzacié amb coordenades

esfériques. Sigui U = (=7, 5) x (0,27) i sigui:

¢: U — R
(0,0) — (0, ¢) = (Rcosbcosp, Rcosbsingp, Rsinf)

que és de classe C! i bijectiva. Aqui:

—Rsinfcosp —Rcosfsingp
D¢p(0,0) = | —Rsinfsing Rcosfcosy
Rcosd 0

té rang 2, ja que els vectors columna son linealment independents. Observem que ¢(U) és tota
Desfera llevat del meridia a ¢ = 0 (amb 6 € [—Z, Z]); és a dir, llevat {(z,0,2) | 22422 = R?,z >
0}. Per a tenir una superficie elemental hem de prendre ¢(D), amb D C U regular. Per exemple,

si prenem D = (=2, %) x (§,2F), tenim una superficie elemental que correspon a un casquet

d’esfera amb eix de simetria y.
Per acabar, observem que una mateixa superficie pot tenir diferents parametritzacions.

Per exemple, el paraboloide que hem parametritzat com a grafica de la funcio, el podem para-
metritzar també amb coordenades cilindriques: si U = (0, 00) x (0, 27), considerem z?% + y* = z:
¢: (0,00) x (0,21) — R?
(r,0) — @(r,0) = (rcosf,rsinf,r?)

Aqui, ¢ € C! injectiva i rg(D¢) = 2 sempre. Una superficie elemental sera ¢(D), amb D C
(0,00) x (0,2m) regular. Per exemple, ¢(Dg.) on Dg. = [, M| x [¢,271 —¢].

7



4.2.1 Integrals de superficies

4.2
ESPAI TANGENT I AREA D’UNA SUPERFICIE

4.2.1 ESPAI TANGENT

Sigui U C R? obert connex a R? i sigui ¢ : Y — R? de classe C!, injectiva i amb rg(D¢(u,v)) = 2
a tot punt (u,v) d’U. Sigui D C U regular i sigui ¢(D) = S superficie elemental.
Aquestes condicions impliquen que per a qualsevol p € S el conjunt de vectors tangents a S a p

és un subespai vectorial de dimensié 2, I'espai generat pels vectors:

do . _ 9 _ , _
% - ¢u - (xuuyuazu)a % - ¢v - (xvayvazv)-

Aquestes son precisament els vectors columna de D¢ (u,v) que séon linealment independents:

Figura 4.2: Representacié del nostre diagrama.

Com ja déiem, els vectors tangents a la superficie al punt p sén tots els punts tangents a alguna
corba de classe C! a S que passi per p (és a dir, les corbes imatge per ¢ d’una corba de classe
C' a D que passi per (ug,vg) on ¢(ug,vg) = p). Aquest espai esta generat pels vectors tangents
a les corbes imatge dels eixos coordenats del punt (ug,vy) a D; és a dir, a les corbes ¢(u,vg) i
& (ug,v).
Una manera de provar aquest fet és considerar p = ¢(ug, vo) 1 les corbes (imatge dels eixos)
71,7 : R — R? definides per

o o

Y1(t) = d(uo +t,v0) i 72(t) = d(uo, vo + t), respectivament. Dy vy = o2 @?

S Py
Tenim 71 (0) = v2(0) = ¢(up, vp). Els vectors 71(0) = 75(0) son tangents a S al punt p i soén
linealment independents perqué D¢(ug, vg) té rang 2.

/

10) = 22, 0) = 9uoe, )

350) = 22 g, 00) = 611t 0
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Espai tangent 4.2.6

Definicié 4.2.1 (Espai tangent). A 'espai tangent a una superficie S al punt p la denotem
T,(s), i considerem que son tots els vectors tangents a alguna corba de classe C' a S i que passa

per p. Pel que acabem de veure, si p = ¢(ug, vp) llavors:

TP<S) - <¢u(u07 UO), ¢U(U0, U0)>.

Definicié 4.2.2 (Espai normal). Un cop tenim lespai tangent podem considerar 1’espai nor-
mal; és a dir, la recta que passa per p i és perpendicular al pla tangent. L’espai normal es denota
per N,(95).

Definicié 4.2.3 (Vector normal). Un wvector normal ve donat de manera natural per N, =
Gultg, Vo) X dy(ug, vo). Sovint es considera el vector normal unitari que té norma 1:

Ny — Pu (o, Vo) X Pu(uo, vo)
) = [, (o, v0) X pultio, v0)]

Observacio 4.2.4. Observem que 'orientacié del normal depén de I'ordre amb qué agafem els

parametres u, v; si permutem 1’ordre, el vector canvia de signe.

Definicié 4.2.5 (Camp normal). Diem camp normal a S al camp vectorial definit a .S per:

F: S — R3
p — F(p) =ny(p)

és a dir, al camp donat pel normal unitari.

Exemple 4.2.6 (Grafiques de funcions, continuacio). Sigui, com considerat anteriorment, U
obert a R%, D C U regular amb D C U isigui f : U — R de classe C'. La superficie
S = ¢(D) donada per la parametritzacié ¢(x,y) = (z,y, f(z,y)) amb (z,y) € D, té vectors

tangents:

1 0
¢CE: (1707f:c) i¢y:(0,1,fy) — Tp(S): < 0 , 1 >

of of
Ox Oy
Amb aixo, el vector normal és:
i J ok
Ny =0¢s x Oy =11 0 fo| = (_fx’ — [y 1)'
01 f,
Per tant, el normal unitari és:
ng = <_fl"7 _fy7 1) .
(= fa = fys Dl

Aixi, per exemple, al cas del paraboloide z = z* + y* el normal és N, = (—2z, —2y, 1) que t¢é la

direccié cap a [’interior del paraboloide.
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4.2.1 Integrals de superficies

Exemple 4.2.7 (Tros de cilindre, continuacio). Prenem, com abans, la parametritzaci6é (z? +
y*=1):
¢: (0,2r) xR — R3
0, z) — (0, z) = (cosf,sinb, z)
L’espai tangent a un punt (g, yo, 20) = ¢(0, zo) esta generat pels vectors: ¢y, = (— sin by, cos by, 0)

i¢.,, =(0,0,1). El vector normal és, doncs:

i ik
Ny = g, X ¢z, = |—sinby cosby 0| = (cosby,sinby,0).
0 0 1

e Observem que aquest vector ja és unitari (N, = ny), horitzontal (z = 0) i té la mateixa
direcci6 que (z,y,0); és a dir, dona una normal ezterior al cilindre.

e Observem que un dels vectors tangents, ¢,,, té la direcci6 vertical i 'altre, ¢y, és tangent
a la circumferencia {(z,y, 20) | 2* +y? = 1}.

Exemple 4.2.8 (Tros d’esfera, continuacid). Considerem ara:

¢: (=%,5)x(0,2r) — R?
(

)
0, ) — (0, p) = (Rcosbcos p, Rcosfsinp, Rsin0)
Els vectors que generen I’espai tangent son:

¢g = (—Rsinf cos p, —Rsinfsin p, R cos )
¢, = (—RcosOsin p, Rcosf cosp,0)

Observem que ¢y ¢és tangent al meridia d’angle ¢, mentre que ¢, és tangent al paral-lel de latitud
0. Aleshores, el vector normal és:
i J k
Ny = ¢pgxp, = |—Rsinfcosp —Rsinfsing Rcos| = —Rcosf(Rcosbcosp, Rcosfsinp, Rsinf).
—Rcosfsiny Rcosfcosyp 0

Observem que aquest vector normal és el vector posicié reescalat per un factor —Rcos@, que

és sempre negatiu i es va fent petit a mesura que ens acostem als pols (latituds § = £7): en

particular, aquest normal apunta cap a l'interior de I’esfera:

El producte ¢g x ¢, dona un normal interior.

ng = —(cos f cos p, cos 0 sin ¢, sin 6)
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Area d’una superficie elemental 4.2.10

4.2.2 AREA D’UNA SUPERFICIE ELEMENTAL

Sigui S = ¢(D) una superficie elemental amb les mateixes notacions que fins ara.

Definicié 4.2.9 (Area d’una superficie). Definim I’drea de S com:

area(.S) :/ lou X @yl duduv .

L’element d’area ||¢, X ¢, || dudv es pot veure com 'area de la imatge per ¢ de l’element d’area
dudv a D. L’area del paral-lelogram és la norma del producte exterior ¢, X ¢,, €s a dir, esta

determinat per ¢, 1 ¢, €s precisament ||¢, X ¢, ||.

Observacié 4.2.10. L’area no depén de la parametritzacié triada. Es a dir, si tenim
una altra parametritzacié ¢ : U’ — R? i un altre domini regular, D’ C U’ tals que S = ¥(D’),

llavors el valor de 1’area no canvia:

J[ 16w x o duan = [ o s

Demostracio. Anem a veure aixo tot seguit, amb un argument que, de fet, demostrara que
qualsevol integral de superficie, que veurem més endavant, és independent de la parametritzacio

triada. Sigui, doncs, U’ C R? obert connex i sigui:

v: U — R?
(s;t) — ¥(s,t)

de classe C!, injectiva i amb D (s,t) de rang 2 per a tot (s,t) € U’. Sigui D' C U’ regular tal
que S =¢(D").

=

“ ¢(u,v)
N S
T
7| f
D’ Y(s,t)

Figura 4.3: Aplicacions ¢, sobre els dominis D, D'.

Com que ¢ és bijectiva i de classe C* de D a ¢(D) = S i ¢ també és bijectiva de classe C' de
D' a (D) =S, tenim que g : "1 o® : D — D’ és un canvi de variable (g de classe C?,
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4.2.2 Integrals de superficies

bijectiva i amb inversa de classe C'). En particular, det Dg(u,v) # 0; és a dir, det Dg(u,v) té
signe constant. Com que ¢ : ¥ o g, la regla de la cadena dona:

Do(u,v) = Di(g(u,v)) - Dg(u,v), V(u,v) € D.

Expressem aquesta igualtat explicitament; si diem (s, t) = (Z(s,t), g(s,t), Z(s, 1)), aixo és:
Ty Ty l;s °g Jit °g Su  Su
Yu Yo =|1Ys©°g Yt©og ¢ .
Fu A (u,v) 2309 Z0yg ¢ )

Recordem que (s,t) = g(u,v) = (s(u,v),t(u,v)). Aquesta igualtat permet escriure les compo-
nents del vector ¢, X ¢,:

Yu Yo
)

Ty Ty
Ry Ry

Ty Ty
Yu Yo

) Y

¢ux¢v:(

) = (ws X wt> det Dg-

Per tant, tenim que ||¢, X ¢, ||(u,v) = |[(¥s X 1) (g(w,v))|| - | det Dg(u, v)|. Pel teorema del canvi
de variable, queda directament:

J[ Nouxoutauas = [[ oxvntotuoll-Jaet Dytuol dudo = [[ oxunis.ilasa,

tal com voliem. [ |

Observacio 4.2.11. Essent ¢, X ¢, = (15X 1)) det Dg, veiem que si det Dg(u,v) > 0 es preserva
el signe del vector normal, mentre que si det Dg(u,v) < 0, aleshores canvia l'orientaci6. Cada
superficie té, doncs, dues possibles orientacions, determinades pel vector normal
(si tenim una parametritzacié ¢ tota altra 1) tindra la mateixa norma que ¢ o la oposada,

Npp = Npyp)-

Exemple 4.2.12 (Grafiques de funcions, continuacio). Tenfem f : U — R de classe C', D C
U regular amb D C U, de manera que la grafica de f : D — R queda parametritzada per

o(z,y) = (z,y, f(z,y)). Aleshores:

T g k
Gr X ¢y =11 0 fm(xay) = (_fm(xay)a _fy<xay)v 1)
0 1 fylz,y)

i, per tant, si S = ¢(D) tenim:

area(S) = //D \/1 + (fo(z,9)? + (fy(z,y))*dedy .

Aixi, per exemple, I’area del tros de paraboloide z = 22 + 3% amb 22 + 3% < 1 és:

area(S) = //2+ > V14 (22)2 4 (2y)2 dz dy

(4.2.1)

2T 1
coordenades polars, area(S) = / / V1 + 4r2r dr df = %(5\/3 —1).
o Jo
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Vora orientada d'una superficie 4.3.1

Recordem que, per a aquest paraboloide, teniem una altra parametritzacié en coordenades ci-

lindriques:

¢(r,0) = (rcosf,rsind,r?), r < 1,0 € (0,27).
Aleshores:

i 7 k o ol
¢y X =| cos  sin® 2r| = (—2r*cosd, —2r’sinf,r) = area(S) :/ / Vart 4+ r2drdf .
o Jo

—rsinf rcosf@ 0

El resultat d’aquesta integral (de fet, la mateixa integral) és idéntic a (4.2.1).

Exemple 4.2.13 (Area d'una esfera, continuacio). Considerem la parametritzacié en coorde-

nades esfériques, que ja haviem vist a 4.2.8, de l'esfera de centre (0,0,0) i radi R:
. . T
®(0,p) = (Rcosfcosp, Rcosfsinp, Rsinf), 6 € (—5, 5) .0 € (0,2m).
Aleshores,

i J k
$p X ¢, = |—-Rsinfcosp —Rsinfsing Rcos| = (R?cos®f cos g, R? cos® § sin p, —R? sin 6 cos ¢)
—Rcosf Rcosfcosp 0

= ||¢g X ¢,|> = R*cos® 0 <= |pg x ¢,|| = R cosb.

Amb aixo, ja tenim totes les dades per a poder calcular I'area de 'esfera:

us

2m z z
area(S) = / / R?cos0df dp = 27TR2/ cos 0 df = AT R*.
0 —

[NIE]

ol
ol

4.8
VORA ORIENTADA D’UNA SUPERFICIE

Sigui S una superficie elemental orientada amb el camp normal unitari n, = Hi"iﬁ”“.

Definici6 4.3.1 (Vora de S). Donada la parametritzacio ¢ : Y — R? amb U C R? i donat
D C U regular amb D C U, definim la vora de S com S = ¢(0D) la imatge de la vora de D.
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4.3 Integrals de superficies

0D =y Uy Uy

D 2

045 = ¢(m1) U d(r2) U d(v3)

! S

Figura 4.4: Vora de S.

Si 0D és la reuni6 de les corbes v; tal que i = 1,..., N de classe C! a trossos i simples, aleshores

98 =¢(m)U---Ug(7n).

Definici6é 4.3.2 (Vora orientada). La vora orientada 0.5 és tal que cada corba ¢(+;) té l'ori-
entaci6é induida pel vector normal ny; és a dir, si ens posem drets damunt la superficie en la
direcci6 del normal, la corba ¢(~;) té orientacié que fa que, seguint la corba, la superficie quedi

a I'esquerra.

Exemple 4.3.3 (Tronc de con, continuacio). Siguin 0 < r < R i sigui la superficie (grafica
de funcio) S = {(z,y,2) € R® | 2 = /22 +¢2,r? < 2? + y*> < R?}, amb la parametritzacio
o(x,y) = (z,y, /2% + y?) el vector normal és N, = (\/m—;iyz, \/x;—i/yQ,l

. Observem que aquest normal apunta cap a l'interior

) i, per tant, el normal

. ., _ 1 T _ y
unitari és ng = —5( T Ly el 1)
del con. Per tant, la vora orientada de S consisteix en:

/. Circumferéncia (z,y, R) tal que z? + y*> = R? i direcci6 antihoraria.

2. Circumferéncia (z,y,r) amb z? + y? = r?, amb orientacié horaria (contraria a 1’anterior).

Exemple 4.3.4 (Tros de cilindre, continuacio). Haviem considerat la superficie elemental con-

sistent en el tros de cilindre, parametritzat amb coordenades cilindriques, 22 + y? = 1:
(0, z) = (cosb,sinb, z), 0 € [¢,2m — €],z € [0, M].

El normal, amb aquesta parametritzacio, és n, = (cos#,sinf, 1), que apunta cap a fora del
cilindre. La vora d’aquesta superficie esta formada per quatre corbes:
/. Tros de circumferéncia a al¢ada 0, (cosf,sin6,0),6 € [¢,27 — €], amb 'orientacié antiho-

raria natural.

S

El segment vertical (cos(2m — €),sin(2r — €), 2), z € [0, M] recorregut de dalt a baix.

El tros de circumferéncia a alcada M.

BN

El segment vertical (cose,sine, z), z € [0, M] recorregut de dalt a baix.
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Integrals de superficie i flux de camp 4.4.3

44
INTEGRALS DE SUPERFICIE I FLUX DE CAMP

Sigui S = ¢(D) superficie elemental, on D C U C R? és una regi6é regular amb D C U i
¢:U — R3 on ¢ = ¢(u,v) és una parametritzacio. Sigui n, el camp normal unitari determinat
per aquesta parametritzacio (que té direccid ¢, X ¢,).

Definicié 4.4.1 (Integral de f a S). Donada una funci6é continua f : S — R (camp escalar),
definim la integral de f a S com:

/ fdo = / F(6(u,0)) - 6w X o]l dudos
S D

és a dir, com la integral dels valors f a S respecte 'element d’area do = ||¢y, X ¢y du dv.

Observacio 4.4.2. Aquesta definicié és analoga a la definicié d’integral d’una funcié al llarg

d’una corba, canviant I’element de longitud de la corba per I’element d’area de la superficie.

Proposicio 4.4.3. La integral no depén de la parametritzacio triada. La prova d’aquest fet és

analoga a la prova que la definicio d’area d’una superficie no depén de la parametritzacio.

Demostracio. Amb la mateixa notacié d’aleshores, suposem que tenim dues parametritzacions

¢:U— R3iy: U — R®idos dominis regulars D C U, D' CU' amb ¢(D) = S = w(E/).

S,
=

Figura 4.5: La integral no depén de la parametritzacio triada.

Aleshores, g =19t o ¢ : D — D’ és un canvi de variable entre D i D' i es té:

Ou(u,v) X Pp(u,v) = (Vs(g(u,v)) X P(g(u,v))) det Dg(u,v).

Per tant, pel teorema del canvi de variable:

. F(b(s, ) |lbs X el ds dt = /Df(@b(g(u,v)))ll%(g(u,v)) X Ye(g(u,v))| det Dg(u, v) du dv

[ |
:/[)f(w(u,v))H(bu(u,v)X¢U(u,v)|\dudv:/3fda.
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4.4 Integrals de superficies

Exemple 4.4.4. Sigui S la part del pla x +y+ 2 = 2 amb x,y, 2 > 0. Calculem fs(xy + 2) do.
Mirant la superficie com la grafica de la funcio f(z,y) = 2—z—y (és adir, z = 2—x—y), tenim que
Pelement d’area és donat per ||¢, X ¢, || = /1 + (—1)2 + (=1)2 = v/3. El domini regular D C R?
on esta parametritzada aquesta superficie és el triangle D = {(z,y) € R? ‘ r+y <2 xz,y>0}
Per tant:

/S(:vy~|—z)da://(:ry+(2—as—y))\/§dxdy:\/g/OQ/OQ_x(xy—irQ—x—y)dydx
—f/( (2 — ) +%(2—x)2>dx:2\/§.

Exemple 4.4.5. Calculem fsyda, on S és el tros de cilindre 22 + y?> = 3, amb 0 < 2z < 6.

Parametritzem amb coordenades cilindriques:

¢: (0,27) x (0,6) — R3

(0, 2) — (V/3cosf,v/3sinb, 2)
Amb aixo:
i j k
|6 x ¢.]| = |||—v/3sind +3cosd 0f|| = [[(V3cosd,v3sin6,0)|| = V3.
0 0 1
Per tant:

27 6 2
/ydcr:/ / \/§sin9\/§dzd0:18/ sin 6 df = 0.
S 0 0 0

Ja podiem haver deduit que la integral seria zero sense haver-la de calcular, només tenint en
compte la simetria entre la part de S amb y > 0 i la part amb y < 0. Si calculem la mateixa
integral a S, = {(z,y,2) € S } y > 0}, tenim, tenint en compte que y > 0 si, i només si,

6 € (0,m):
s 6 s
/ yds:/ / \/§sin0\/§dzd9:18/ sin @ df = 36.
S+ 0 0 0

De manera semblant al que tenfem per a corbes, no només podem integrar funcions a superficies,
sin6 que també hi podem integrar camps. Aqui, en lloc de fer el producte escalar del camp amb
el tangent a la corba, el farem amb el vector normal (unitari) a la superficie.

Definicié 4.4.6 (Flux d'un camp a través de la superficie). Sigui S = ¢(D) una superficie ele-
mental i sigui F': S C R® — R3 un camp vectorial continu. Definim el flux del camp F a

través de la superficie S orientada per rng com:

/(F,n@)da:/F-njb-do.
s s

Si posem aix0 explicitament en termes de la parametritzacio, tenim:

/F 17 da—// HZZX¢”||||¢u><¢v\|dudv—// N (b X &) dudo.
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Integrals de superficie i flux de camp 4.4.9

Exemple 4.4.7. Sigui S la grafica d’una funcié f : D — R, que queda parametritzada com

o(x,y) = (z,y, f(z,y)), (x,y) € D. Ja sabem que ¢, X ¢, = (—fz, —fy,1); per tant, donat F
un camp continu a R3:

[ Far = [[ Py faa=fa—t, 1 dedy.

Per exemple, avaluem el flux del camp F(z,y,2) = (z,y, ) al tros del paraboloide z = z + y?
amb z < 1. Aquesta superficie la podem parametritzar, ¢ : D — R3 amb ¢(z,y) = (z,y, 2> +
y?), essent D = D((0,0);1) el disc unitat. Llavors, (—f,, —fy, 1) = (=22, —2y,1) i:

/ Fdf = // (z,y,2* +9*)(—2z, —2y, 1) do dy = // —(2®* +y*) drdy.
S z?+y?<1 a2 4y?<1

Passant a coordenades polars, obtenim el segiient:

o7 p1 1 -
/ / r2rdrd¢9:—27r/ rdr=—=.
o Jo 0 2

Exemple 4.4.8. Calculem el flux del camp F(x,vy, z) = (x,y, 2?) ala mitja esfera 2> +y*+2% = 9
amb z > 0. Parametritzant amb coordenades esferiques, tenim radi » = 3 i latitud 6 € [0, 7)],

ja que z =rsinf = 3sinf > 0. Per altra part, sabem, per un calcul anterior:
$o X ¢, = —3cos (3 cosbcosp,3cosfsing,3sind).

D’aquesta manera, sabent que ¢ € [0,27) ens surt que:

27 z
/Fdr = / /2(3cosecos<,0,3003951ng0, 3'sin? 0) - (¢ X By) - dO dip
S o Jo
2T z s
= / /2 —3cos0(9cos? 0 + 3°sin® 0) df dp = —547r/2 (cos? 6 + 27 sin’ ) cos O df)
o Jo 0

= —54#/2 (1 — sin? @ + 27sin’ §) cos O df)
0

Per acabar de resoldre aquesta integral, apliquem el canvi de variable sin @ =t (cosf df = dt):

1 1 27
—547r/ (1 — 12 +27t%) dt = —54r (1 -3 + €> = —2797.
0

Observem que aqui la superficie esta orientada amb el normal interior a ’esfera.

Imaginem que F representa la velocitat (en magnitud i direccid) a la que es mou la particula de

coordenades (z,y, z) d’'un fluid.

Observacio 4.4.9. El flux de F' a través de S indica la quantitat de fluid que travessa S per
unitat de temps. Si el camp esta alineat amb el normal a la superficie, aquesta quantitat és
gran. Com més paral-lel sigui el camp amb S, menor €s aquesta quantitat. En tot cas, és clar
que aquesta quantitat depén de 'orientacié que té el camp respecte S.

Imaginem, per exemple, que tenim un camp constant F' i una superficie formada per una mem-
brana. Si posem la membrana alineada amb el camp el flux és 0 i el fluid no travessa la membrana.
En canvi, si la posem perpendicular al camp, aquest flux és maxim, la membrana deixa passar
tot el fluid.
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S

4.5
ROTACIONAL I TEOREMA D’STOKES

Definici6 4.5.1 (Rotacional de F'). Donat U C R? obert i un camp F = (P,Q,R) € C'(U)
diem rotacional de F al camp rot(F) : Y — R3 definit per:

e (290000809 0PN (1 g b0,y

Formalment:
7
rot F =V x F=|2
P

Q&
= Fle &

Si U és un domini simplement connex, F' és conservatiu si, i només si, rot F' = 0.

El vector rot F' indica la rotacié provocada pel camp F. La direccié de rot F' indica 'eix de
rotaci6 i || rot F|| la seva magnitud. Suposem que F' soén les linies de corrent d'un fluid i posem
una bola a la posicio6 (x,y, z) en mig del corrent. La bola rodara d’acord amb les linies de corrent

de F', amb eix de rotaci6é i magnitud donats per rot F'.

Exemple 4.5.2. Sigui el camp F(z,y, z) = (y, —,0), que és un camp sense component vertical

(moviment només en el pla (z,y)) i que en el pla (z,y) és tangent als cercles centrats a (0,0).

Figura 4.6: Representacio del camp F(z,y) = (—y, ).

Sembla clar que aquest camp provoca una rotacié amb eix de rotacidé z i velocitat angular
constant; tenim rot F' = (0,0, —2). El signe negatiu prové del fet que el camp cargola cap avall.

Exemple 4.5.3. Sigui F(z,y,2) = (0,—22,0). Els vectors d’aquest camp, mirats a R?, apunten
cap avall, amb una magnitud equivalent. Es a dir, la mida del vector creix a mesura que ens

separem de l'eix x = 0.
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4 T T O
2 | |
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—4 -2 0 2 4
X

Figura 4.7: Representacio del camp F(z,y) = (0, —2?).

Quan = > 0, el camp fa rodar en la direccié horaria i, per tant, l'eix de rotacié sera l'eix z
negatiu. En canvi, si x < 0 el camp fa rodar en la direcci6é antihoraria i, per tant, ’eix de rotacio
és l'eix z positiu. Observem, també, que com més gran sigui || més gran sera la rotacié. Tenim
rot F' = (0,0, —2x).

Passem, tot seguit, a veure un resultat que relaciona una integral a una superficie S amb una

integral a la vora orientada 0,5, en 'esperit del teorema de Green.

Teorema 4.5.4 (Teorema d’Stokes). Sigui S una superficie elemental orientada pel normal
unitari . Sigui ' camp de classe C' definit a tot un entorn de S. Aleshores:

/ Fdr://rotF-da.
845 S

1. Podem veure aquest resultat com una generalitzacié del teorema de Green. Imaginem

Observaci6 4.5.5.

que estem a la situaci6 del teorema de Green: tenim D C R? domini regular i F' = (P, Q)
camp de classe C'. Ara mirem tot aixd dins R3: tenim D superficie parametritzada
d(z,y) = (z,v,0) tal que (z,y) € D iun camp F(z,y,2) = (P(z,y), Q(z,y),0). Com que
D és un tros del pla z = 0, el vector normal unitari és 7 = (0,0, 1), ja que ¢, x ¢, = (0,0, 1).
Per altra part,

ik
rot =10, 0, 0.|=(0,0,Q,— P,).
p q O

Per tant, el teorema de Stokes, en aquest cas, dona:

/Mfdr://D(O,O,Qx—Py)(o,o,l)dxdy://D @—f—g—;j) dz dy .
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Com que

/ Fdr:/ Fdr:/ Pdz+Q dy,
ots otD otD

obtenim exactament el teorema de Green.

Per qué és raonable que hi hagi una relacié entre la circulacié de F a 0TS i la rotacio
del camp a S? Considerem la situacié segiient, amb un camp constant horitzontal. Les
integrals f’Yl Fi fw2 F valen zero, ja que F' i+’ son perpendiculars. Les integrals fw Fi
fm F tenen la mateixa magnitud i signes oposats. Tot plegat, la circulaci6 total a 0,5 és
0. Observem que rot F' = (0,0,0), ja que el camp és constant. Sigui ara un camp simétric
respecte el pla z = 0, amb signes diferents a 2 > 01 z < 0. Aqui, fw Fi f’YB F son zero,

com al cas anterior. En canvi, fw Fi fm F tenen la mateixa magnitud i el mateix signe.

/ F:/F+/F.
048 V2 V4

Aquest camp produeix una rotacié al voltant de 'eix y, pel canvi de sentit dels vectors

Tot plegat,

a alcada z = 0. Finalment, considerem una situaci6 com la del dibuix. Aqui, les quatre
integrals f% F son positives (F 14/ estan alineats). Per tant, |, 9.5 F tindra un valor elevat.

Observem que la rotacié que produeix el camp també és gran a S.

Demostracio del teorema de Stokes. Siguin, com sempre, D C U regular, amb D C U, ¢ :

U — R3 parametritzacio, tals que S = ¢(D). Sigui v : [a,b] — R? parametritzacié de 9, D,

de manera que T : [a,b] — R?® i T'(t) = ¢(7(t)) és una parametritzacio de 9,.S:

z

i TR
T Tt

T

\ U
\
| i

>
v=0"D y 8T8 =¢ (0" D)

Figura 4.8: Representacio de la demostracio.

Dient v(t) = (71(t),72(t)), tenim:

| par= [T F@ao) - o = [ (FOG0).0.0 0N + 6 Oh0) .

Observem que aquesta ¢s la integral de linia del camp a R? (al pla (u,v)) donat per
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Rotacional i teorema d’Stokes 4.5.6

Aleshores, pel teorema de Green tenim:
[ =[] Gatretm ), o) - P60 0) dud.

Aplicant la regla de la cadena a les derivades que apareixen a aquesta expressio es comprova que
aquesta integral val:
J[ ot Fotu. ). ontu,vpoutu ) dudo = [ [ vorr-ao,
D s

tal com voliem obtenir. [ |

Exemple 4.5.6. Calculem el treball realitzat pel camp F(z,y, z) = (z, zy, t+y+=2) en desplagar-
se al llarg de la corba donada per les equacions 2? +y* =1, 2 +y + 2 = 0.

Figura 4.9: Representacié del camp F' i la superficie.

La corba v és la vora de la superficie donada pel tros de pla x+y+ 2 = 0 dins el cilindre; és a dir,
amb 22 4+ y? < 1. Si diem S a aquesta superficie, v = 95. Calculem, en primer lloc, la integral
de linia parametritzant en coordenades cilindriques. Veiem que les equacions que defineixen

son r =11 cosf +sinf + z = 0. Per tant, tenim la parametritzacio:
v(0) = (cosB,sinf, —(cosf +sin b)), 6 € [0, 27],
7' (0) = (—sinf, cos 0, sin§ — cos ),
F(7(0)) = (—(cos @ + sin ), sin f cos 6, 0).

Dit tot aixo, ja podem calcular el valor de la integral:

2 2
/Fdr = / F(~(0))-+'(0)do = / (sin? @ + sin 6 cos 6 + sin 0 cos® §) do
0 0
! 2w 1 2m
= / sin® 0 df = —/ (1 —cos(20))df = .
0 2 Jo
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Calculem ara la integral [/, gTot I - do 1 comprovem que val 7. Tenim:
S={(z,y,2) € R? ‘ rH+y+z=02"+y <1}

Parametritzem S com a grafica de la funcié f(z,y) = —z — y; és a dir, prenem D = D disc
unitat de R? (2% +¢y* < 1) i:

¢: D — R?
(z,y) +— o(z,y) = (v,y,—v —y)

El vector normal en aquesta parametritzacio és el vector associat al pla:

Ny = (=fo, = fy: 1) = (1,1,1).

Per altra part,

i k
rot F'= |0, 0, 0, = (1,0,y).
zZ xy r+y+z
Amb aixo,
//rotF-da:// (l,O,y)(l,l,l)dxdy:// (1+y)dedy = .
S r24+y2<1 x2492<1

4.6
SUPERFICIES REGULARS

Fins ara hem treballat amb superficies elementals. Tot seguit generalitzarem aquesta nocié
i comrpovarem que tot el que hem vist fins aquest punt coninua essent valid per a aquestes

superficies més generals.

Definici6é 4.6.1 (Superficie regular orientada). Es diu que S C R3 és una superficie reqular
orientada si es pot expressar de la forma S = S; U ---U S, on S; son superficies elementals

orientades.
A més, les vores 0,.S; enganxen bé, en el sentit segiient.

Definicié 4.6.2 (Vora orientada). Diem 0,.5; = v; U --- U ’yj-v(j) a la vora orientada de Sj;
aleshores, si S; N S; # (), només son possibles les situacions segiients, i # j:
1..5;NS; és un tnic punt.
2. 5;NS; és una de les components 7" de 0,.5; (i una component ’yf de 0.5;) 1+, 'yf tenen
orientacions oposades. Es a dir, com a conjunts S; N S; =" = 'yf iy" = —fyf.l
Si diem ; a la col-lecci6 de components de 0.5, que no es cancellen, aleshores diem que
048 ={t¢n,...,¢¥n} és la vora orientada de S.

1 En aquest segon cas, direm que ¥ i Wf es cancel-len. Demanarem també que cada ; ,, es pugui cancel-lar
com a molt amb v} (i # j).
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Observacio6 4.6.3 (Vora orientada). En paraules més planeres, la vora orientada de la super-
ficie regular és la reunio6 de les vores de les superficies elementals .S; que no hem enganxat (és a
dir, que eliminem els arcs comuns). En aquest sentit, no és valid que un arc v sigui frontera de

tres o més superficies.

Definicié 4.6.4 (Superficie tancada). Una superficie regular orientada S es diu tancada si no

té vora. Aixo correspon al cas en qué les vores de les diferents S; es cancel-len.

Exemple 4.6.5 (S, cilindre). Sigui 22 +y* = 1, amb 0 < z < 1. Considerem dues superfici-
es elementals, corresponents a dues meitats del cilindre, totes dues orientades amb el normal

exterior, parametritzades:

¢ : (0,7)x(0,1) — R?
(0, z) — 51(0,2) = (cosb,sinb, z), S; = ¢1((0,7) x (0,1)).

¢y : (m,2m) x(0,1) — R?
(0, 2) — S9(0,z) = (cosb,sinb, z), Sy = ¢o((0,7) x (0,1)).

Es clar que S; i S, son superficies elementals. La vora orientada de S; té quatre components
9481 =71 Uy Ung Unyg, amb:

71 ¢ (cos@,sind, z), 6 € [0, 7],

b (-1,0,2), =€ (0,1,
—v3 : (cosf,sinf, z), 6 € [0,7],
—v4 1 (1,0,2), z € [0,1].

Analogament, 9,595 = 72 U~3 U~2 U~3Z, amb:

7i @ (cos®,sin6,0), 6 € [, 27],
%2 1 (1,0,2), 2 €[0,1],
—~2 : (cosf,sinf, 1), 0 € [, 27,
—7i +(1,0,2), z € [0,1].

Observem que 7} i 72 s6n el mateix segment, recooregut en el sentit oposat. Analogament amb
el segment 73 = —7%. Per tant, podem considerar la superficie regular orientada S = S; U S,
que surt d’enganxar aquests dos trossos. Aleshores, S és el cilindre 22 + %> =1, z € (0,1), i la

seva vora és la reunio6 de les corbes:
I'y:2>+y* =1, 2 =1, amb orientaci6 antihoraria,

Iy:a2?4+y* =1, z=0, amb orientaci6 horaria.
S11 .99, per separat, serien superficies elementals, pero es podrien enganxar de tal manera que
formessin una superficie regular. A aquesta superficie hi podriem afegir les tapes del cilindre i
produir una superficie regular tancada (sense vora). Siguin:

Sy ={(2,9,0) [ 2* +y* < 1},7 = (0,0, -1).

Sy ={(z,y,1) | 2* +4y* < 1},7 = (0,0,1).
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La vora de Ss és la circumferéncia 22 + y? = 1, 2z = 0, amb orientaci6é antihoraria, i la vora de
Sy és la circumferéncia 22 + y? = 1, z = 0, amb orientaci6é horaria. La vora de Ss i I'y son la

mateixa corba, amb orientacions oposades; en unir S i S5 es cancel-len. El mateix passa amb la

C CH kj

1 @ |5

)

Figura 4.10: El cilindre tancat, uni6 de S; i S amb les tapes S3 1 Sy.

vora de Sy 1 T';.

Exemple 4.6.6 (S, esfera). Considerem les superficies elementals (mitges esferes):

Sy ={(z,y,2) eR® | 2? + >+ 22 =1,2 > 0},
Sy ={(z,y,2) R’ | 2” + 9> + 22 = 1,2 < 0}.

Considerem per a les dues 'orientacié donada pel normal exterior. La vora de Sy és la circum-
feréncia 22 + y?> = 1, z = 0, amb orientacié horaria, mentre que la vora de Sy és la mateixa
circumferéncia, perd amb orientacié contraria. Aixi doncs, S = S;USs, l'esfera de centre (0,0, 0)

i radi 1, és una superficie regular tancada.

Figura 4.11: Esfera S, uni6 de S7 i S5. Realment I'equador no té una direccid, com al dibuix.

A les superficies regulars orientades s’hi estenen de manera natural les nocions i resultats que

hem vist fins ara per a les superficies elementals.
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Proposicié 4.6.7. Donada S = S1U---US,, una superficie reqular (amb S; superficies elemen-
tals) i donada f : S — R una funcid continua, definim:

/fda = Z/ fdo. En particular, area(S) = Zarea(Si).
s i=1 75 i=1

Analogament, si F': S — R3 és un camp continu:

Fdo = /Fda.

El flux de f a través de S és, també:

é/&(F,n(ﬁ)da.

Com que les vores de S; s’enganxen per a construir S es cancel-len, també val el teorema d’Stokes.

Teorema 4.6.8 (Stokes, superficies orientades). Sigui S superficie reqular orientada. Sigui U

entorn obert de S i sigui F' € C'(U) un camp. Llavors:

/rotF~da:/ Fdr.
s a+s

En particular, si S és una superficie reqular tancada (sense vora), llavors el valor d’aquesta

integral €s zero.

4.7
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

La divergéncia d’'un camp vectorial F' a un punt p és un escalar que mesura en quin grau el
punt p és una font (o un zuclador) de F. Pensem que F indica la velocitat d’un fluid, aleshores
div F(p) mesura en quin grau el fluid marza de p (per exemple, I'aire quan hi ha una font de
calor). Si div F(p) és negatiu, vol dir que p actua com un xuclador del fluid.

N N\
/ /

Figura 4.12: Dues representacions, una en qué p actua com a zuclador (dreta, div F((p) > 0) i
I'altra, com a font (esquerra, div F'(p) < 0).
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Definici6 4.7.1 (Divergéncia). Més formalment, donat un camp F de classe C! a una regio de

R3 i donat un punt p = (29, o, 20) a aquesta regio, tenim:

div F'(p) = lim ———— // Frido,
() 6_)0‘Q b, | 0Q(p,e)

on Q(p,e) = (vo —e,20+€) X (Yo —&,y0 + &) X (20 — €, 20 + €) és el cub de centre p i costat 2¢

(si canviem Q(p, e) per la bola B(p,¢), tenim exactament la mateixa definicio).
Per tant, la divergéncia mesura el volum del flux exterior de F' per volum infinitesimal.

Normalment no s’utilitza la definicié anterior per a calcular la divergéncia, sin6é que s’utilitza la

segiient expressio equivalent.

Lema 4.7.2. Sigui F = (Fy, Fy, F3) € CYH{U), on U C R3 és obert. Sip € U:

OF, OF, OF;,
o (p) + o (p) + P (p).

div F(p) =

Exemple 4.7.3.
1. Un camp constant F'(x,y,z) = (a,b,c) té divergéncia 0.
2. Sigui el camp donat pel vector posicio F(x,y, z) = (z,y, z). Aleshores, div F(z,y, z) = 3.
3. Sigui F(z,y,2) = (y2%,xy,yz). Aqui, div F(z,y,2) = x + y. Per tant, F actua com una
font als punts (z,y, z) tals que x +y > 0 i com a xuclador als punts on z +y < 0.

Teorema 4.7.4 (Teorema de la divergéncia, o de Gauss). Sigui Q C R® un domini reqular. Si-
gui F' un camp de classe C' a U i siqui U C 2 obert amb U C ). Aleshores:

/divF:/ Fdv,
u oL u

on lorientacio de O.U ve donada pel normal exterior a U.

Observaci6 4.7.5 (Observacions al teorema).
/. La definici6 detallada de domini regular la trobarem més enrere, per coheréncia amb el
text. Es la versio a R? de la definicié de domini regular a R? que vam veure quan parlavem
del teorema de Green. Es pot veure a 3.5.9.
2. Aquest és un teorema de la familia de Green o Stokes, en el que relacionem una integral a

una regié amb una altra integral a la seva vora.

Exemple 4.7.6. Sigui el camp F(x,y, z) = (x +sin®y + cos(z?), (v + 2)2%e*, 2® + y* + 22) i sigui
la regi6 el-liptica:

2
Q:{(x,y, eR?’\ +y +§<1}
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Y

Figura 4.13: Un cub en els eixos tridimensionals.

Podem utilitzar el teorema de la divergéncia per a calcular el flux de F' a través de 0,.€2. El
calcul directe, a partir de la parametritzacié de 1’el-lipsoide 0,€2 és molt més complicat. Com

que div F' =1+ 2z, tenim:

/ Fdr:/divF:/// (14 22)dxdydz.
) Q 2 22

Canviant a coordenades esfériques adaptades a 1’el-lipse tenim:

x = 2r cosf cos p, o

y=rcosfsinp »r>0,0c¢ <——,—>,<p€ (0,2m).
. 2°2

z = 3rsiné.

La condici6é que defineix €2 és % +y2+ % =72 < 1. Amb aix0, i tenint en compte que el jacobia

del canvi és J = 672 cos 0, queda:

27 z 1
/ Fdo = / /2 / (1 + 67 sin 0)677 cos O dr df dyp
a+Q o J-zJo

s
2

1 3 1 3
=27 (/ 6r? dr) </ cos@d@) + 27 (/ 6r3 dr) </ sin90089d9> = 8.
0 -z 0 -

jus
2

Demostracio de].7.2. Al caleul de la integral [ faQ(p,E) Fiido que apareix a la definici6 de
div F'(p), aparellarem cares paral-leles i comprovarem, fent servir la férmula de Taylor, els valors
que apareguin amb el valor al centre. Sigui C] la cara del cub en x = xy + . Parametritzem
aquesta cara amb y i z: (2o +¢€,9,2), amb y € (yo — &,y +¢€) i 2 € (20 — €,20 + €). El normal
exterior és 7 = (1,0,0). Analogament, sigui C5 la cara oposada, amb = = 2y — €. Parametrit-
zem (zg — €,y,2) amb (y,2) € (Yo — &,90 + €) X (20 — €,20 + €). Aqui, el normal exterior és
1 = (—1,0,0). Utilitzem la formula de Taylor per comparar F(xy + ¢,y,2) amb F(xq,y,2). A

(4 hi tenim:
0F;

Fl(xO + 5,y,2> - Fl('x07y7 Z) + a_x<x07y7z)€ =+ 0(8)'
A C5 hi tenim:
or
Fl(xO - 8,:{/,2’) = Fl(a:ana Z) - %(mmyﬂ Z)E + 0(6)'
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Amb aixo, el tros de la integral que correspon en les cares C; i Cy és:

// Frido = // Fi(xo+¢e,y,2) dydz—// Fi(xg—e,y,2)dydz
C1UC3 1 Cs
Yo+e zo+e€ OF
= 28/ / <—1(xo, y,z) + 0(8)) dy dz .
Yyo—e J20—¢ Oz

Com que |Q(p, )| = (2¢)3, tenim:

] // e =1

Comprovem ara que el limit quan ¢ — 0 d’aquesta mitjana és %F (%0, Yo, 20). Per una part:

1 Yo+e przote Yote prote 41
— / / o(e)dydz = / / @ dydz,
(28)3 Yyo—€ z0—€ Yyo—€ z0—€ €

essent o(1) acotat quan ¢ — 0 queda clar que aquest terme tendeix a 0. Per a laltre terme

Yo+e

wte (OF
(8_;(%7 Yy, z) + 0(5)) dy dz .

utilitzem un cop més la férmula de Taylor: com que 8F és continua:
oF OF;
a—xl(:co,y,z) = 8_;($0a3/0720) +o(1).
Llavors,
1 /yo-i-a /20+a aFl aFl 1 Yyo+e 20+€
—— (w0, 9y, 2) dy dz = —— (0, Yo, 20) + / / o(1)dyd=
(28)3 Yo—€ 20—€ Ox Ox (28)3 Yo—€ Z0—€
OF;
= a—;(xo, Yo, Zo) + O(l)

Ajuntant-ho tot, queda:

0F;
lim — // Frdo = X0, Yo, 2
=0 |Q p? | C1UCs 6 < ‘ ’ 0)

De manera analoga es pot veure que les integrals corresponents a les cares amb y fixada donen

88; (%0, Yo, 20) 1 les corresponents a z fixada donen %(azo, Yo, 20). Aixo acaba aquesta demostra-
cio. [ |

Per acabar, donem la demostraci6 del teorema de la divergéncia pel cas d'un domini €2 elemental
Q={(z,y,2) | (z,y) € D,c <z < f(z,y)} i un camp F vertical F(z,y,z) = (0,0, R(z,y, 2)).

Demostracio del teorema de la divergencia. Sicomencem per la integral de la divergéncia tenim:

/leF // (/ " @dz) dxdy://D(R(x,y,f(a:,y))—R(x,y,c))dxdy.

Ara mirem la integral a 97Q = S; N S, N S5 tros per tros:

98



Exercicis finals 4.8.2

o Sy. Aqui, Fii = (0,0, R)(v, a2,0) = 0% Per tant, la contribuci6 és nul-la.
e S3. Aqui, z = f(x,y) i, per tant:

/SSFda_//OOR —faor =Ty, 1 da:dy—// (z,y, f(z,y)) dxdy.

Tot plegat, tenim el mateix valor d’abans:

/8+DFdr N _//DR(x’y’c)dxdy*//lﬁ(f’f»y’f(%y))dfvdy-

De manera semblant, es pot veure que per a camps de la forma F' = (P, @, 0), usant el teorema
d’Stokes, el resultat també val. Amb aixo, es veu que el teorema de la divergéncia val per a
dominis elementals. Per a demostrar-ho a un domini regular, simplement cal recobrir-lo per

dominis elementals mitjancant una particié i aplicar el que acabem de veure. [ ]

4.8
EXERCICIS FINALS

Exercici 4.8.1. Calculeu l'area de f(x,y) = z = 2* — % on 4% + ﬁ < 3.

Demostracio. Prenem, rutiQHariament, la parametritzacio ¢(z,y) :_(x Y, x %) € C™(R?).
Sigui D = {(x,y) | 4z + % < 3}. Volem provar que tenim S = ¢(D) una superficie elemental
primer, de manera que necesmtem que ¢ hi sigui injectiva i rg(Do¢(x,y)) = 2 per a tot (x,y). Es
deiza com a exercici.

Primerament, prenem z = f(x,y). Fent el producte exterior ¢, x ¢, obtenim el vector (—2xz, %, 1),

Y 37
la norma del qual és {/4x2 + % + 1. L’area de la superficie és:
Y2
/ ||qbz><¢y||dxdy:// 1+ 422+ —dxdy.
D 24 <3 9

Fem 2z =rcosf i § = rsind, tal que 6 € (0,27). Ara podem substituir i ens queda:

27 V3 1 I V3 3
/ / v1+r2-§3rdrd9:7/ V1472 2rdr=mn(42 — 1) =Tm. |
o Jo 0

Exercici 4.8.2. Considereu el camp vectorial F(z,y, z) = (—ye ", xze*,0). Per a cada nombre

real R > 0, sigui Sg la superficie 2> + y? = 2z, 2* + y* < R2, orientada segona la normal que
té la tercera component positiva. Calculeu I(R) = fSR rot F'do. Qué val limp_,oo I(R)?

Demostracio. Ja tenim el camp F(x,y,2) = (—ye ?,xze %,0) i la superficie Sg. Parametritzem

0tSg: T'(0) = (Rcosf, Rsind, %2)3. Aleshores, podem aplicar el teorema d’Stokes:
2 R2 R2 R2 2
/ rot F'ds = / = / R?*sin®fe” 2 + R*cos’fe” 2 do = R*e™ 2 / sin? @ + cos? 6 d
Sk 04 S 0
2

= Rze_%%r.

2 Segons la definici6 3.5.8, a; i ag s6n tals que (o (,y), az(z,y)) és el vector normal unitari exterior a 94 D
3 Aquesta tltima coordenada té aquest valor perqué 95 = {22 + y? = R?} i, juntament amb la funci6, obtenim
2z = R?.
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4.8 Integrals de superficies

Aix0, quan R — oo, tendeix a 0, perqué I'exponencial domina respecte la quadratica. ]

Exercici 4.8.3. Considerem el camp vectorial a R®: F(x,y, z) = (siny - cos(zy), % Loy cos(r —
1), —yz—f—e“ +y-1)? ). Calculeu el flux de F a través de la superficie S = 4x® + 12 —I—z —2y =0,

z > 0, orientada de manera que el vector normal tingui la tercera component positiva.

Demostracio. Si sumem 1 als dos costats de la primera igualtat que defineix la superficie S, ens
queda 42% + (y —1)? + 22 = 1, un el-lipsoide. Amb la condici6 z > 0, restringit al semieix positiu
de z. Calculant div F = V- F =0+y—y = 0. Posem D = {(z,y,0) € R® | 42?4 (y — 1)> < 1}.
Aleshores, SU D = 0Q, on Q = {(z,y,2) € R* | 42 + (y — 1)* + 22 < 1,z > 0}. Com
que SN D = (), podem posar la integral de 92 com la suma de les integrals sobre S i D,

/ Fdaz/Fda—l—/Fdaz/didexdydz:O.
o9 S D Q

La pentltima igualtat ve del teorema de Gauss (o de la divergéncia). Podem dir, doncs, que
fs Fdo=— fD Fdo. Aixo, si ho calculem:

—/ F~(0,0,1)dxdy:// WD g dy
D 422+ (y—1)2<1

Podem agafar, per exemple, coordenades polars: = = fcosp iy = 1+ rsin ¢*  El jacobia

respectivament:

d’aquest canvi, doncs, és |J| = %r 10<r<10<p <21 El resultat d’aquesta integral és
Z(e—1). [
Exercici 4.8.4. Calculeu el flux del camp vectorial F(x,y,z) = (2z(2* — De " ye =, (1+

z)efzz), a través de la superficie cilindrica z* +y*> =1, 0 < z < 1, orientada segons la normal

exterior al cilindre.

Demostracio. La primera opcid seria parametritzar directament amb coordenades cilindriques,
x =rcosf,y =rsind,z = z. Com queda una parametritzacié en dues variables i 22 + y? = 1,

=1:
' ¢: (0,2m) x (0,1) — R3
(0, z) — ¢(0,z) = (cosf,sinb, z)

Si mirem ¢y X ¢,, obtenim (cos@,sind,0). Al seu torn, ja podem calcular el flux del camp a

través de la superficie:

//Fdr—/ / (0, 2) ¢9,¢2)dzd9—/ / “#(2c0s20(2> — 1) + sin? 0) d6 dz
= (/0 cos 9d9> (/0126) + (/Ogﬁsin20d9> (/Olezzdz)

La segona opci6 passaria per aplicar el teorema de la divergéncia. Sigui R = {(z,y, 2) | 2 4y? <
1,0< z< 1}, 0tR=SUT,UT;, on T, i T; son les tapes superior i inferior de la superficie,

respectivament.

4 Notem que cal usar (2z)% + (y — 1)2, i prenent 2z i y — 1 dona el resultat que hem escrit. A més, r < 1 amb
aquest canvi.
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/. Tyés z=1amb 2? +y?> <1 amb N = (0,0,1).
2. Ty és z=0amb 2? +y*> < 1 amb N = (0,0, —1).

Aleshores, com F € C'(R), podem aplicar (ara sf) el teorema de la divergéncia:

// Fda:///didea:dydz.
*tR R

Ara, podem posar f f g+ p I do com a suma d’integrals de les superficies que la conformen:

//Fda—i—// +// Fda:///dide:cdydz.
s T, T R
D’aquesta manera:
//Fdaz///didexdydz—// Fda—// Fdo.
S R s Tz

Recordem, ara, que podem calcular div /' amb el lema 4.7.2:

2

divF =202 —1)e " +e % —22(1+2)e ™ = —2z¢ .

Hem de calcular fffR div F'do, ffTs Fdoi fsz Fdo.

! 1
///didexdydz:// (/ —QZG_ZQdZ) dxdy:—(l——)ﬂ.
R z2+y2<1 0 €
2
// Fd?“:// F(x,y,l)(0,0,l)dxdy:// 26_1dxdy:—7r.
s x24+y2<1 2 4y2<1 €
// Fdr—// F(x,y,O)(0,0,—l)dmdy—// —ldxdy = —m.
T; x2+y2<1 z2+y2<1

Finalment, podem posar ||, ¢ F'do com la suma (amb signe oposat) de les tres integrals que hem

calculat. Ens acaba donant —g. [ ]

Exercici 4.8.5. Avalueu fSFda, essent F(x,y,z) = (xy,—%,z) i S la superficie donada a
1rossos:

z=4—322-3y%, sil<z<A4,
2?4+ =1, s10<z<1.

41—z

5. La primera

Demostracio. Primerament observem que 322 +3y? =4 — 2z <= 22+ 9% =

opcié que tindriem seria parametritzar:

/LFw:/LF®+[LFw.

/. Posem S; amb coordenades cilindriques, ¢1(6, z) = (cos#,sin @, z).

2. En S5 fem el mateix, tot i que 'expressié sera certament més complicada: = = rcos#,

41—z

y = rsinf, 2 = 2z € [1,4 i r* = . L’aplicaci6 queda definida aixi: ¢.(0,2) =

<\/4TTZCOSQ,\/4TSZSin8,Z>. 3
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4.8 Integrals de superficies

Clarament, el calcul d’aquesta segona integral es complicaria bastant. Aixi que optem per una
segona opcid, que és usar el teorema de la divergéncia. Definim R = {(x,y, 2) ! ?+y?<1,0<
z < 4—(32%+3y?)}. Es clar que R és un domini regular. La frontera orientada d’aquest domini,
OT R, es construeix a partir de la unié disjunta de:

1. S (orientada amb el normal exterior).

2. T és 2° +y? = 1 amb la tercera component z igual a zero i N = (0,0, —1).

Aleshores, com F' € C!, podem aplicar el teorema de la divergéncia:

//SFda+//TFda://8+RFda:///Rdidexdydz
— //SFda:///Rdidexdydz—//TFda:Vol(R)—//TFdU_

Aprofitem per calcular div F' =y —y + 11 Vol(R):

! 4 s 15
VOI(R):/ (// dxdy)dz—i—/ // dx dy dz:7r—|——(12——).
0 z24y2<1 1 x2+y2§4%z 3 2

Parametritzem el pla que descriu T: ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)) = (x,y,0). Multiplicant pel normal
N = (0,0, —1) obtenim el valor de la integral:

// Fda—// F(z,9,0)(0,0,—1)dzdy = 0. [ |
=9 x24y2<1

Z=l
22 +y?<1

Exercici 4.8.6. Sigui la superficie S = {(z,y,2) € R3 ‘ 22 +y? = 22,1 < 2 <2}, orientada de
manera que la tercera component del vector normal sigui positiva:
1. Calculeu el flux del camp F(z,y, z) = (2 + cos(zy), cos(z?) + e, zy(z + 7)) a través
de la superficie.
2. Calculeu la circulacio del camp F(x,y,z) = (lifﬁ + yz, z(cos(yz) — x),zy + y cos(yz)) al
llarg de O*S.

Demostracio. En primer lloc ens demanen el flux de F' a través de S. Apliquem, doncs, el
teorema de la divergéncia en R = {(z,y, 2) ‘ r? +y* < 221 < z < 2}. La frontera orientada

OTR=-SUT;UTy, on T;, T, son les tapes inferior i superior, respectivament.

1. Ty z =1, 2> + y*> < 1 amb el vector normal N = (0,0, —1).
2. Ty z =2, 2% + y* < 4 amb el vector normal N = (0,0, 1).

En aquesta situacio, F' € C! com sempre, el teorema de la divergéncia ens diu el segiient:

—//Fda—i—// Fda—l—// Fda:///didexdydz.
S T T; R
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Exercicis finals 4.8.6

Com abans, parametritzem T; amb ¢ (z,y) = (z,y,1), 22 +y* <11 N = (0,0, —1). També, T,
amb ¢o(z,y) = (7,9,2), 2* +y*> <11 N = (0,0,1).

// Fdo = // (F(z,y,1)(0,0,-1)) dedy = —// xy(1+7r)ez2+y2 drdy = 0.

T; z24y2<1 z24y2<1

// Fdo = // (F(z,v,2)(0,0,1)) drdy = — // 2y(2 + )" do dy = 0.
T; z24y2<1 x24y2<1

Per a calcular [[[,div F'dx dydz, simplement calculem div F' i integrem. El valor d’aixo dltim
és div F = 322 + zye® t¥°, i el de integral:

2
/// div Fdxdydz = / // (322 + xye””2+y2 dx dy dz
R 1 x24y2<22
1 2 z 2m
ey, / (/ / 3r? cos? Or df dr) dz .
1 0o Jo

La part més feixuga, i I'altima ja, és el calcul de l'integral:

2 z 27
/ / 3r3 / cos20dl ) dr)dz= @ [ |
1 \Jo 0 20

103






PART

Apendizos

A Introducci6 al calcul integral 107
A.1 Integrals de Riemann . . . . . . . . . .. ... o oo 107
A.2 Teorema fonamental del calcul . . . . . .. ... ... ... ... ... ... . 109
A.3 Integracidé impropia . . . . . . .. ..o e 109

B Llenguatge de les formes diferencials 113
B.1 Introduccid . . . . . . . . . 113
B.2 Integraci6 de formes . . . . . . ... 114

Bibliografia 115

Index terminologic 117

105






A

Introduccio al calcul integral
A.1
INTEGRALS DE RIEMANN

Definicié A.1.1 (Suma inferior i superior). Associades a la partici6 P tenim dues possibles

aproximacions de I’area, una suma inferior (o superior) associada a la particio P:
L(f,P) = Zmi(ti —ti1), my=inf{f(t) | t € [t;i,t]};
i=1

U(f, P) - Z Mz(tz — ti—l), Mz = sup{f(t) ’ t - [tz—lytz]}

Perque L, U tinguin sentit, cal que m;, M; € R siguin finits. Implica que f sigui fitada.

3 _—
2 1
1
1 2 3 4 D 6
Figura A.1: La suma inferior (gris fosc) i superior (gris) de Riemann per a P = {0,...,6}.

Definicié A.1.2 (Integral inferior i superior).
1. El conjunt L£(f) és un conjunt fitat superiorment (qualsevol suma superior n’és una fita
superior). Per tant, existeix la major de les fites inferiors:

b
sup£(1)} = [
Aquesta és, de fet, la integral inferior de f en [a, b].

2. De la mateixa manera, el conjunt U(f) és un conjunt fitat inferiorment (qualsevol suma

inferior n’és una fita inferior). Per tant, existeix la menor de les fites superiors:

wefuatr) = [ 1.

Aquesta és, de fet, la integral superior de f en [a,b].
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A.1 Introducci6 al calcul integral

Definici6 A.1.3 (Integrable en el sentit de Riemann). Es diu que una funcié fitada f : [a, ] —

R és integrable en el sentit de Riemann si

[r=]

Quan aixo0 passa, escriurem f € Z([a,b]) i direm que:

[l

Teorema A.1.4. Sigui f : [a,b] — R una funcid fitada. Aleshores,

fe#(ab]) < Ve>03P = {to,....ta} C[a,0] | U(f,P) = L(f,P) <e

Proposicié A.1.5. Siguin f, g integrables en I = [a,b]. Llavors, f + g és integrable en I i

/ab<f+g>=/abf+/abg

Proposicié A.1.6. Sigui f integrable a I = [a,b] i ¢ € R. Aleshores, cf és integrable a I i
Jef=cflt

Teorema A.1.7 (Integrabilitat d’'una composicié de funcions). Sigui f integrable en [a,b] amb

f([a,b]) C [e,d] i g continua en [c,d]. Llavors, go f és integrable en I.

Proposicio A.1.8. Sigui [ € %#(|a,b]). Aixi, el valor absolut de la funcid és integrable Riemann
: |fbf’ < fb|f| Sigui f € Z([a,b]) 1 sigui g : [a, b] — R tal que per al conjunt {x €
[a, b] ‘ f(z (x)} és finit. Aleshores, g € %([a,b]) f f= f
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Integracié impropia A.3.1

A2
TEOREMA FONAMENTAL DEL CALCUL

Proposicio A.2.1. Sigui f integrable en [a,c] i b € (a,c). Aleshores, f €és integrable en [a,b] i

b, i
[ / . A2

Reciprocament, si f és integrable en [a,b] , llavors és integrable en |a,c| i val (A.2.1)).

Definicié A.2.2 (Antiderivada). Sigui f integrable en [a,b]. Aleshores, per la proposici6 ante-
rior f és integrable en [a, x| per tot = € [a, ¢] 1 té sentit definir la segiient funcio:

[

De fet, si ¢ € [a, b] llavors aquesta integral també té sentit com a minim pels x > ¢. Per a x < ¢,
tampoc és un problema ja que podem aplicar la definicié d’integral.

Proposicio A.2.3. Si f és integrable en [a,b], F(z) € C([a,b]).

Teorema A.2.4 (Teorema fonamental del Calcul Integral). Si f és integrable en [a,b] i f és
continua en ¢ € [a,b], aleshores F' és derivable en c i

F'(c) = f(c).

Corol-lari A.2.5 (Formula d’integracié per parts). Siguin f,g : [a,b] — R integrables. Supo-
sarem que f,qg tenen una primitiva F,G respectivament. Aleshores,

b b
/ F.g=Fb)G0) — Fa)G(a) —/ fG

Demostracio. Comengarem dient que el fet que F' sigui derivable implica que F' és continua i,
per tant, és integrable. Com g és integrable, F'- g és integrable. Podem raonar analogament per
f-G. Apliquem que (F-G) = F-g+ -G, icom Fg+ fG té primitiva podem aplicar Barrow
aFg+ fG. [

Teorema A.2.6 (Canvi de variable). Sigui ¢ : [c,d] — [a,b] derivable, amb derivada conti-
nua, tal que p(c) =a i p(d) =0b. Sigui f : [a,b] — R continua. Aleshores:

//oso

A8
INTEGRACIO IMPROPIA

Definici6 A.3.1 (Localment integrable). Siguia € Rib € RU {+o0}. Sigui f : [a,b) — R.
Direm que f és localment integrable a [a,b), 1 escriurem [ € Zj,c([a,b]), si [ € Z([a,b]), si

f € %Z([a,x]) per a tot = € [a,b).
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A.3 Introducci6 al calcul integral

Observacio A.3.2. Si f € #([a,b]) = f fitada a [a,b]. En canvi, si f € Zoc([a,b]) es dona
si, 1 nomes si, f € Z([a, x]) per a tot x € [a,b) = [ és fitada a [a,z],Vz € [a,b). Aixi, veiem
que no és el mateix, ja que permetem que la fita depengui de x: també podria explotar a mesura
que x — b.

Exemple A.3.3. Per a f(z) = ﬁ, f és fitada a [0, z] per a tot x € [0, 1), pero la fita depén
de z: podem dir que f no és localment integrable a U'interval [0, 2).

Definicié A.3.4 (Localment fitada). Una funci6 localment fitada a [a,b) és una funcio fitada

a tots els subintervals [a, x|, x € [a, b).

Si f : [a,b] — R és localment integrable, llavors la integral f: f podria no estar ben definida
en el sentit Riemann, ja que f podria no ser fitada a [a, ), perd sabem qué és fa‘r f per a cada
x € [a,b). Per tant, es podria optar per definir a tot I'interval fent servir la segiient notacio:

[rem [

Definicié A.3.5 (Integrabilitat Riemann d’un interval semiobert). Sigui f € [a,0) — R, f €
Rioc(la,b)). Es diu que f és integrable Riemann a [a,b) i escriurem f € %Z([a,b)) si el limit per

I’esquerra:
xr

lim f

z—=b" Jq

existeix i és finit. Quan aixo passi, direm que fa f és una integral impropia convergent i el seu

[1-m [

Si el limit no existeix, direm que ff f és una integral impropia divergent. Analogament, f €

valor és

Rioe((a,b]) si f € Z([x,b]) per a tot = € (a,b]. Quan aixd passa, f:f es diu impropia quan

[r=tm [ 1

Observacio A.3.6. Siés una integral impropia divergent, ho sera o bé perqueé el limit oscil-la, o

r—al

bé perque aquest explota. També s’acostuma a dir que la integral f; f és impropia quan x — b,

o que té una singularitat al punt b.

Definici6 A.3.7 (Integrabilitat local d’un interval obert). Donada una funcié f : (a,b) — R
amb a,b € RU {£o0}, direm que f és localment integrable a (a,b), i escriurem f € Zo.((a,b))
si f € Z([c,d]) per a tot interval tancat [c,d| C (a,b). Direm que fab és convergent si existeix

un nombre y € (a, b) tal que les dues integrals impropies

/ayf(t) dt, /ybf(t) dt
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Integracié impropia A.3.12

son convergents. En tal cas, definirem:

/abf—/anyr/ybf-

Definicié A.3.8 (Integrabilitat Riemann d’un interval obert). Direm que f € #((a,b)) si exis-
teix algun punt ¢t € (a,b) tal que f € Z((a,t]) i f € Z([t,])):

/abf=/:f+/tbf,

on la primera és impropia quan z — a i la segona ho és quan = — b. Si 3t € (a,b), aleshores tot
t € (a,b) va bé. En altres paraules, quan aixo passa, la integral f: f és independent de t.

Exemple A.3.9 (Model potencial al punt). Hem de decidir si volem aproximar per ’esquerra
o per la dreta. Es destaca el limit de la singularitat i podem agafar un limit d’integracio6
qualsevol, que s’adapti a la casuistica del nostre problema. Aplicarem 'exemple anterior, del

model potencial al 0.

/. Posem z — a'. Aleshores:

/ 1 dx—/lﬂ— (< o0, o<1,
o (@—a) " Jg tr | Hoo, a>1.

2. Ara, x — a~. Apliquem un procediment analeg:

/“ dx _/O—dt_/ldt_ (< oo, a<l,
a1 (@a—z) Jp ot Jo te | 400, a1

De la definicié de f € Z(]a,b)) sabem que la convergéncia de fab f és equivalent a demanar que

tota primitiva F' de f tingui limit finit quan * — b. En el cas de funcions f > 0, 'existéncia

de limit pot relaxar-se significativament. En efecte, si f € Zjoc([a,b)) amb f > 0, aleshores
xX ~ .

F(x) = [T f és creixent.

Teorema A.3.10. Si f € Zjoc([a, b)), tal que f > 0 en aquest interval, aleshores
fe%(a,b)) < F fitada a |a,b).

Teorema A.3.11 (Criteri de comparaci6 per desigualtat). Siguin f,g : [a,b) — [0,400) lo-
calment integrables. Suposem que 3k > 0 i ¢ € [a,b) tal que f(x) < k- g(x), YV € [c,b).

Aleshores:

b b
/g<<—|—oo:>/f<<—|—oo.

Teorema A.3.12 (Criteri de comparacié per pas al limit). Siguin f,g: [a,b) — [0,400) tals
que € Rioe([a, b)) i f,g > 0. Suposem que el limit A = lim,_,, % és A €10, +00], és a dir, que

A pot ser infinit pero no contemplarem el cas d’oscil-lacions infinites. Sigui com sigui, es dona
el segiient:
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A.3 Introducci6 al calcul integral

1 SiA=0, [lg< +o0 = [/ f< +o0.
2. 81 A= +oo, fabf<<+oo - f:g<<+oo.
3. 81 A€ (0,+00), fabf<<+oo — fabg < +o00.

Els criteris de comparaci6 fan referéncia només a integrands positius. Quan l'integrand no és
positiu, les possibles cancel-lacions degudes a oscil-lacions en el signe de l'integrand podrien
facilitar la convergéncia en alguns casos. En altres paraules, les funcions amb canvis de signe
podrien generar integrals impropies convergents sota criteris més generals. Per aquest motiu, el

concepte de convergéncia absoluta no és trivial.

Observacio A.3.13. Si f € Zio([a,])), b € R, amb f > 0, aleshores:

/:f‘ﬁc.

Definicié A.3.14 (Convergencia absoluta). Sigui f € Zec([a,b)). Es diu que la integral im-

b
/f<<oo<:>
a

Si f # 0, aleshores f pot oscil-lar de signe.

propia fab f és absolutament convergent si la integral impropia f; | f| convergeix. Evidentment,
si f > 0 aleshores:

b b
/ f convergéncia absoluta <= / f convergéncia.
a a

Teorema A.3.15 (Teorema de Dirichlet). Sigui f : [a,b) — R continua i g : [a,b) — R de
classe Ct. Suposem que:

1. 3K >0 tal que | [T f| < K, Vz € [a,b).

2. lim, - g(z) = 0.

9. 3K’ >0 tal que [ |g'| < K', Va € [a,b).

Aleshores, fabf - g COnvergeix.
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B

Llenguatge de les formes diferencials

B.1
INTRODUCCIO

En R" tenim la base canonica de vectors e; = (0,...,0,1,0,...,0), amb un 1 a la posicio j-
ésima i 0 a la resta, 1 < j < n. (R")* son les formes lineals de R” en R. Una base canonica és

dei(e;) = {O, si j # 1,

1, sij=i.

dxi,dxs,...,dr,. En efecte,

Definim una forma lineal per: T = ajdx; + -+ + a,dx,, T € L(R",R). Fixant 4 C R", una
1-forma és una aplicacié en qué a cada x li assignem una forma lineal: w(z) = ay(x)dx; + - -+

an(z)dz,. Aixo és:
U — LER"R)
r —  w(z)

AY(U) son totes les 1-formes w(w) regulars (és a dir, a; € C*(U)).
Exemple B.1.1. En R?, les 1-formes sén w = P(z,y) dz +Q(x,y) dy.

Les aplicacions de k-variables en £LF(R™ R), son F(zy,...,2) (21, .., 2 € R?) lineals en cada
variable. El producte tensorial es defineix de la segiient forma:

dl’u’ X e X dik(ul, - ,Uk) = dxﬂ(ul) s dxzk(uk)

Definicié B.1.2 (Hemisimetria). Diem que 7' € L(R",R) és hemisimétrica si es «compor-
ta bé» respecte la permutaci6 de vectors. En altres paraules, T'(uy,...,ux) = o(iy,...,0) -

T(wgiy .. uig), on o(iy, ..., i) representa el signe de la permutacio.

H(T)(uy, .. yup) = Y o(in, . in) - Tlug, ).

€Sk
Dient 1 < iq,...,1 < n,

Sidiem 1 <y < ... <1, <n,dry(u)A---Adxy, és una base de espai de k-formes simétriques.

En R", la dimensi6é de I'espai de formes hemisimétriques és (2)

Observaci6 B.1.3. Sifixem k = 2, dv; Adr; = — dz; Adz;. En canvi, si multipliquem dx; A dz;,
el resultat és — dx; A dx;, de manera que dx; A dx; = 0. Si generalitzem, k =n, adx; A--- ANdx,,

on a és una aplicacié en R".
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B.2 Llenguatge de les formes diferencials

[gual que amb les 1-formes, donat &/ C R", en cada punt = € U, li podem associar una k-forma
AR (U):
wi(z) = Z iy (T) - drg (u) A ANdzy,,  agy, .., a, € CO(U).

i< <ip
B.2
INTEGRACIO DE FORMES
Veurem com donada una varietat a M de dim(M) =k iw € Ay, es pot definir [, w.

Definicié B.2.1. Donada una n-forma, w, = f(x1,..., fn) dxy (u1) A -+ ANdx;, (u,) € A™(U) i
donat D C U, definim [,w = [, f.

El canvi de variable ara és facil:

g Q — D X5 Zgj(ul,...,un)
(Ugy ..oy ty) > (T1,..., %) dxj:g—zdu1+~~+g%dun

Aleshores, la integral queda de la segilient manera:

/f:/w(ml,...,$n)dx1/\---/\da:n

D D
_ - dy; ‘ dg; ‘
_/Qw(gl(ul,...,un),...,gn(ul,...,un)) (; Ju, du2> (am duz).

Donat U C R", d : A*(U) — A*L(U) és tal que

Aleshores:

w(z) = Z ai, o (x)driy Ao Ndx,,  dw = Z d(a;,. i Ndzy N Ndx;,

114



Bibliografia

[Mas23| Xavier MASSANEDA. Calcul Integral en Diverses Variables, 2022-2023. Universitat de
Barcelona, 2023.

Apunts de assignatura Calcul Integral en Diverses Variables, impartida per Xavier
Massaneda.

115






Index terminologic

Symbols
o-subadditivitat 7
o-algebra 8
Com hauria de ser una mesura? 4
A
Additivitat 21
Almost everywhere 9
Antiderivada 109
Area d’una superficie 81
C
Camp normal 79
Camp vectorial 56
Camp vectorial conservatiu 57
Canvi de parametre 52
Canvi de variable 34,109
Canvi de variable, dimensi6 1 34
Cardioide 53
Conjunt mesurable Lebesgue 8
Conjunt mesurable Lebesgue, alternativa 8
Convergéncia absoluta 112
Corba de classe C! 49
Corba parametritzada 49
Corba regular o4
Corba tancada, corba simple 50
Criteri de comparacié per desigualtat 111
Criteri de comparaci6é per pas al limit 111
D
Divergencia 96
Domini basic 64
Domini elemental 64
Domini elemental, R3 65
Domini regular 64
Domini regular, R? 65
E
Espai normal 79
Espai tangent 79

117



Flux d’un camp a través de la superficie

Funcié integrable
Funcié mesurable
Funci6 simple

Foérmula d’integraci6é per parts

Hemisimetria

Integrabilitat d’una composicié de funcions
Integrabilitat local d’un interval obert
Integrabilitat Riemann d’un interval obert

INDEX

Integrabilitat Riemann d’un interval semiobert

Integrable en el sentit de Riemann
Integral d’'un camp sobre la corba

Integral de f a S
Integral de Lebesgue

Integral impropia i integral de Lebesgue

Integral inferior i superior
Integral sobre una corba
Invariant per translacions

Lema de Borel-Cantelli
Lema de Fatou

Lema de Poincaré
Localment fitada
Localment integrable
Longitud de la corba

Mesura de Lebesgue

Mesura exterior de Lebesgue
Mesura i interval a R™
Mesura positiva

Més propietats

Obert estrellat
Observacions i propietats

Parametre arc

118

86
23
12
17
109

113

108
110
111
110
108
o6
85
22
24
107
95

15
27
60
110
109
52

0 C1 oy ©

22

60
20

04



Relaci6 entre Riemann i Lebesgue
Rotacional
Rotacional de F'

Simplement connex

Stokes, superficies orientades
Suma inferior i superior
Superficie elemental
Superficie regular orientada
Superficie tancada

Teorema d’Stokes

Teorema de Carathéodory

Teorema de Dirichlet

Teorema de Fubini

Teorema de Green

Teorema de la convergéncia dominada
Teorema de la convergéncia monotona
Teorema de la divergéncia, o de Gauss
Teorema de Tonelli

Teorema fonamental de les integrals en linia
Teorema fonamental del Calcul Integral

Vector normal
Volum d’un interval
Vora de S

Vora orientada

INDEX

24
61
88

29
95
107
75
92
93

89

112
32
61
27
25
96
32
o8

109

79

5

83

84, 92

119



	Introducció
	Taula de continguts
	I Teoria d'integració
	Integració de Lebesgue
	Introducció
	Mesura exterior de Lebesgue
	Mesura de Lebesgue
	Funcions mesurables
	Funcions constants
	Funcions característiques de conjunts mesurables
	Funcions contínues
	Funcions gairebé iguals a una funció mesurable

	Funcions simples
	La integral de Lebesgue de funcions mesurables
	Primer pas
	Pas segon
	Tercer pas

	Relació entre Riemann i Lebesgue
	Integral de Lebesgue i teoremes de convergència

	Mètode d'integració
	Càlcul d'integrals de funcions de més d'una variable
	Canvi de variables
	Canvis de variables habituals
	El sinus i cosinus: coordenades polars
	Coordenades cilíndriques a R3
	Coordenades esfèriques a R3


	Exercicis finals


	II Càlcul vectorial
	Integrals de línia i teorema de Green
	Corbes parametritzades
	Longitud d'una corba i paràmetre arc
	Integrals de funcions i camps sobre corbes
	Gradient d'una funció i camps conservatius
	Teorema de Green
	Exercicis finals

	Integrals de superfícies
	Superfícies parametritzades
	Espai tangent i àrea d'una superfície
	Espai tangent
	Àrea d'una superfície elemental

	Vora orientada d'una superfície
	Integrals de superfície i flux de camp
	Rotacional i teorema d'Stokes
	Superfícies regulars
	Teorema de la divergència
	Exercicis finals


	III Apèndixos
	Introducció al càlcul integral
	Integrals de Riemann
	Teorema fonamental del càlcul
	Integració impròpia

	Llenguatge de les formes diferencials
	Introducció
	Integració de formes

	Bibliografia
	Índex terminològic


