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Varietats lineals i Grassmann 1.6

I

ELEMENTS BASICS DE LA GEOMETRIA PROJECTIVA

LI Espa1 PrROJECTIU

Definici6 r.x (Espai projectiu). Un espai projectiu sobre un cos K és una tripleta P = (P, £, 7), on P és un

conjunt, E és un espai vectorial sobre Kiz : £\ {o} — P és una aplicacié.

1. 7 és exhaustiva,

2. Per a tota parella de vectors #,v € E \ {o}, #(#) = w(v) <= u,v sén proporcionals, és a dir,
(#) = (v).

Ladimensié de Pés dim £ — 1.

Definici6 1.2 (Punt). Els elements de P els anomenem punts. Si p és un punti p = [«] direm que el vector

u representa el punt p. Notem que 7' (p) = (u) \ {o}.

1.2 VARIETATS LINEALS I GRASSMANN

D’ara en endavant, considerarem (P, £, ) de dimensié # (i.e. dim £ = n +1).

Definici6 1.3 (Varietat lineal). Una varietat lineal L € P = (P, E, 7) és un subconjunt de P de la forma
L = 7 (F \ {o}) on F és un subespai vectorial d’E. Definirem dim L = dim F* — 1riescriurem L = [F]. Les

varietats de dimensié o son els punts. Anomenem rectes ales de dimensié 2 i hiperplans a les de dimensié 7 — 1.

Proposicié 1.4. Si [F;],7 =1,..., 7 son varietats lineals, aleshores:
[E]n...n[E]=[En...NE].

Definici6 1.5 (Varietats disjuntes). Notem que si /5 N F, = (o), aleshores la interseccié de [£] i [£] ésla

varietat lineal 0 (de fet, és condicié necessaria i suficient). En aquest cas, diem que £ i £, son disjuntes.

Proposici6 1.6 (Suma de varietats lineals). La suma de varietats lineals [ E], [ E) é la varietat lineal més
petita que les conté les dues. La varietat lineal suma és la varietat lineal associada al subespai suma. Es a dir,
donades dues varietats lineals [ E), [ ), tenim que [ K] V [ ] = [+ E]. A més a més, la suma de varietats
lineals és associativa i si | F;| ambi =1, ..., r, son varietats lineals, aleshores:

/4

=1

Demostracio. Com F; C K + F,, lavarietat lineal [/ + F] conté les dues varietats lineals. Anem a veure que
és la més petita: si [G] conté [F] i [F], aleshores /; C G icom F + F, és el subespai més petit que conté /

i L, tenim que i + F, C G. Pertant, [ K + E] C [G]. Lassociativitat de la suma de varietats lineals és un
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Elements basics de la geometria projectiva

reflex directe de l'associativitat de la suma de subespais vectorials. Aleshores, el cas de 7 varietats lineals s'obté

aplicant iterativament el resultat de dues varietats i aplicant l'associativitat. ]

Teorema 1.7 (Férmula de Grassmann). Siguin [F] i [ G] dues varietats lineals en un espai projectiu. Alesho-
res:

dim([F] V [G]) + dim([F] N [G]) = dim[F] + dim[G].

Demostracio. Recordem la férmula de Grassmann per a subespais vectorials: dim(F + G) + dim(F N G) =
dim F+dim G. Comque [F]V[G] = [F+G]i[F]IN[G] = [FNG] obtenim dim[ F+G|+dim[ FNG] =
dim[F] + dim[G]. Aleshores, com dim([A]) = dim A4 — 1 per a tot A subespai vectorial, ens queda:

dim(F +G) —1+dim(FNG) —1 = dim F —dim G — 1
e dim(F + G) - dim(F N G) = dim F + dim G.

la férmula de Grassmann ja coneguda i demostrada. ]

Definici6 1.8 (Punts linealment independents). Diem queels punts p., . . ., pg generen lavarietat lineal L si
L = po V-V pp. Un conjunt de punts és linealment independent si els punts generen una varietat lineal de
la maxima dimensid possible. Diem que una col-leccié de £+1punts po, . . ., pi sén linealment independents

sidim(po V -+ V pp) = k.

Definici6 1.9 (Varietats suplementaries). Dues varietats lineals L i Ml sén varietats suplementaries si se satis-
fan com a minim dues de les propietats segiients:

1. LV M és tot I'espai projectiu.

2. LNM=0.

3. dim(L) + dim(M) = — 1.

Proposici6 r.1o. Sigui L una varietat lineal de dimensid k. Aleshores:

1. Existeixen k + 1 punts linealment independents p; tals que L = po V -+ V py.

2. Existeix una varietat lineal M tal que L i M son suplementaries.

Demostracio.
1. Expressem L com [ F], on F és un subespai de dimensi6 £ + 1. Sigui #,, . . ., #; una base de F'i posem
pi=lu;l,i=1,...,k Aleshores,L = [F] = (uo) + - - + (), 1aix0 Gltim ésiguala po V - - V py.
2. Usem el raonament anterior i posem L. com a varietat lineal generada per certs punts p,. Siguin #;
vectors representant els punts p;. Aleshores, #,, . . ., #}, sén linealment independents i podem ampliar
fins a una certa base #,,...,%, amb n — k vectors. Aleshores, definint F' = (uo,...,u;)i G =

(Hpyrs - s tty) tenim que £ = F @ GiL = [F]. Per tant, L iM = [G] sén suplementaries. [
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Projectivitats LIS

1.3 FIGURES LINEALS

Una figura lineal és una col-leccié finita de varietats lineals. Per no haver de distingir casos, el que farem és
pensar, per exemple, el triangle com la figura lineal formada pels tres punts (o vértexs), les tres rectes (o costats)

i el propi pla que els conté (que normalment somet).

Definicié r.ax (k-simplex). Un k-simplex és la figura lineal formada per £ +1 punts linealment independents
i per totes les varietats lineals generades per subcol-leccions d’aquests punts. Diem cara de dimensi6 7 a la

varietat lineal de dimensié 7 generada per 7 + 1 punts dels punts inicials.

Definici6 r.r2 (Quadrivertex). Un quadrivertex és una figura lineal en un pla projectiu formada per quatre
punts py, . .., p, no tres dells alineats i les sis rectes rectes p; V p ;. Observem que aquestes sis rectes s’interse-
quen en set punts dels quals quatre sén els punts p; inicials. Els tres punts nous sén linealment independents

i per tant determinen un triangle al que anomenem triangle diagonal del quadrivértex. Veure figura 2.

Definicié 1.13 (Quadrilater complet). Un quadrilater complet és una figura lineal en un pla projectiu forma-
da per quatre rectes /; no tres d’elles concurrents (anomenats costazs) junt amb els sis punts /; N/ ; on es tallen
anomenats vertexs. Diem que dos vertexs sén oposats si no estan en un mateix costat. Els tres parells de vertexs

oposats determinen un triangle que anomenem triangle diagonal del quadrilater complet.

1.4 PROJECTIVITATS

Definici6 r.14 (Projectivitat). Siguin P, = (P, £, m;) iP, = (P,, E,, 7,) dos espais projectius de la mateixa
dimensié 7. Una projectivitat entre ells és una aplicacié @ : P, — P, tal que existeix un isomorfisme /" :
E — E, | @([#]) = [f ()], peratotvectornonul# € E;. També podem escriure @ (7,(#)) = m,(f (#));

és a dir, que el diagrama segiient commuta:

I

f)Ez

IL)PZ

2~/

Figura 1: Diagrama de projectivitats

Definici6 r.15 (Perspectiva de centre M). Siguin dues varietats lineals L,, L, diferents i de la mateixa dimen-
si6 k en un espai projectiu fixat (P, £, 7) de dimensi6 7. Sigui M una varietat lineal suplementariade L, i L,;

ésadir,dim M =n—k —1i M NL; = 0. Anomenem perspectiva de centre M a l'aplicacié:

PM : LI —> LZ
p — (pvM)NL,

GEOMETRIA PROJECTIVA | CINC CENTIMS DE GEOMETRIA 5



Coordenades projectives

2

COORDENADES PROJECTIVES

2.1 SISTEMES DE REFERENCIA

efinicié 2.1 (Referéncia projectiva). Una referencia projectiva (o sistema de referencia projectin) en un espai
Defi Refc p t U ject £ d ject.
projectiu P de dimensié 7 és una col-leccié ordenada de 7 + 1 punts linealment independents po, ..., p, =

[#6], ..., [#,] iun punt 4, anomenat punt unitat, que satisfa la propietat:
Agpo\/...vﬁ.\/...vpm

peratotZ = o,...,7n. Com #,,...,u, és unabase I'E, posarem R = (po, ..., pn; A) per a denotar la

referencia. Anomenem vértexs de la referencia als punts p;.

Definicié 2.2 (Base adaptada). Donada una referéncia projectivaR = (po, . . ., pn; A) en un espai projectiu
(P, E, ), diem que una base de E, ¢, . . ., €, és una base adaptada a R si satisfa les condicions segiients:

1. 72'(60) = Pose s 7[(671) = Pni

2. w(eo+ -+ +e,) = A (en altres paraules, imposem A = [po + - - + p,]).

Proposici6 2.3. Donada una referencia projectiva R en un espai projectiu (P, E, ), tenim que:
1. Existeix una base e, . . ., e, de E adaptada a la referéencia R.

2. 8P Vo ..., Uy & una altra base també adaptada a R, aleshores existeix una constant A € K\ {o} de

manera que v; = Ae; peratoti =o,...,n.

Demostracio.

1. Representem p; per vectors ¢/ qualssevol: p; = [(3;]. Aleshores, com els punts p; sén linealment
independents, tenim que €, . .., ¢, és una base de E. Sigui # un vector tal que A = [u],u € E,
aleshores podem posar # = aqe, +. ..+ a,e, peracerts a, . . ., 4,. Observem que totes les constants
a; han de ser no nul-les ja que si 2; = o, aleshores # € (e[, ..., ;;., ..., €,) iper tant, aplicant 7, 4 €
PoV...V ]7,- V...V pu, queens portaria a contradiccid. Definim doncs ¢; = 4;¢).. Com les constants
s6n totes diferents de zero tenim que ¢, . . . , €, és una base i, per construccié, # = €, + ... + €.

2. Sivg, ..., 0, ésunaaltra base adaptada, aleshores [v;] = p; = [e;]. Siguin ¢; les constants de propor-
cionalitat v; = ¢;e;. Com Y ¢, 1), v; = ), ¢;¢; representen el mateix punt 4, tindrem que existeix 1
nonulamb 1 Y ¢; = } ¢;e;. Ates que els vectors ¢; sén linealment independents obtenim que A = ¢;

peratotz:

A=le+ - +e)) =[vi+-+0v,] = (e,+-+e,) =Ao+-+0v,). u
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Referéncies subordinades 2.7

Proposici6 2.4. Siguie,, ..., e, una base d’E. Aleshores:

R=(leo],--->lenl; o+ +en])
és una referéncia projectiva i e, . . . , €, n'¢s una base adaptada.

Demostracio. [eo], .. ., [€n] de R sén puntsindependents deP. Si peraun cert7 esdonaque [eo+- - -+¢,] €

[eo] V [ei] V -+ V [e,], aleshores:
Cot  tEy €CoyeresCirerirCn) = € € (CoyernsCirersCpn)

fet que va en contra de la independencia lineal de e, . . . , €,,. Per tant, R és una referéncia. La resta se segueix

de la definici6 de base adaptada. ]

2.2 COORDENADES PROJECTIVES

Definici6 2.5 (Coordenades projectives). Les coordenades projectives d’'un punt p € P en la referéncia R sén

una col-leccié de 7 + 1 constants ordenades 4o, . . ., 4, determinades per la relacié # = a,¢, + ... + a,¢,, 0n
p=lu].Posem p = [a,:...: a,].
Proposici6 2.6. Les coordenades projectives estan ben definides llevat de multiple, és a dir:

L. Sigui e, ...,e, una altra base adaptada a R 1 siguin a;, . .., a,, les coordenades de p calculades en
aquesta base. Aleshores existeix A € K\ {o} tal que a’. = da; peratoti =o,...,n
2. Siguiu' € E un altre representant del punt p i siguin ay, . . ., a,, les coordenades de p calculades amb

u'. Aleshores existeix A € K\ {o} tal que a’. = da; peratoti = o, ..., n.
Demostracio. En el primer apartat tenim, per 2.4, que existeix una constant ¢ # o tal que e:. = ce;. Per tant:

U= oo+t ane, == (aoel +- -+ aye,).

S |-

Der tant, ), = % Per al segon apartat, tenim #’ = cu i, per tant, #’ = c(aqe, + -+ + ae,); és a dir,
a,=ca;. [
Observaci6 2.7. Fixada una referencia projectiva tenim un sistema de coordenades ben definit en el sentit

seglient: tenim una bijeccié entre els punts de P i el conjunt de les coordenades homogenies [, : ... : ;]

no totes zero i definides llevat de multiple.

2.3 REFERENCIES SUBORDINADES

Considerem una referéncia projectiva R = (po, ..., pn; 4) en un espai projectiu P i sigui ¢, . . ., ¢, una
base adaptada. Els vértexs p; determinen un z-simplex en P. Considerem una cara A de dimensié £ d’aquest
simplex que, per simplificar les notacions, suposarem que és la cara determinada pels primers & + 1 vertexs:

A=pyV---V pp.

GEOMETRIA PROJECTIVA | CINC CENTIMS DE GEOMETRIA 7



Coordenades projectives

Definicié 2.8 (Referéncia subordinada). La referéncia projectiva en A donada per Ry = (po, .. ., pp; A’)

esta ben definida. Lanomenarem referéncia subordinada a A.

1. Lavarietatlineal A V ppy, V --+ V p, talla A en un tnic punt 4’. De fet, 4" = [eo + -+ - + ¢;].

2. Sigui p € A. Siles coordenades de p en la referéncia subordinada R sén [4, : - - - : 4;] aleshores les
coordenades de p en la referencia R sén p = [45: -+ :ap:0:---:0].
2.4 EQUACIONS DE VARIETATS

Fixem un espai projectiu P de dimensié 7 i una referéncia projectiva R = {po, ..., pp; A}. SiguiL = [F]

una varietat lineal de dimensié k. Volem trobar equacions per a L.

Parametriques

Suposem que sén conegudes les coordenades dels punts g; en la referencia R:

Sigui ¢, . . ., €, una base adaptada a R. Aleshores #; = défo + -+ ﬂf;fn € [ representa el punt ¢, per
definici6 de coordenades: g; = [#;]. Tenim, doncs, que els vectors #,, . . ., #; formen una base de F. Sigui

arax = [w] un punt arbitrari de L. Com que w € F tindrem:

Per tant, el punt x té coordenades:

x = Zliézé:---:Zlm;

Implicites

Amb la mateixa notacid, trobem que un punt arbitrari x = [x, : - - - : x,] pertany a L si, i només si, el vector

2. x;¢; pertany a F. Equivalentment, si:

o x~

gl ¢ 1 .. |=k+L

S a0

a
Anul-lant els menors d'ordre £ + 2 trobem un sistema d’equacions homogenies. Observem que és el sistema

dequacions d’F associat als vectors #;.

8 © 2023 per Mario ViLar

CCBY-NC-ND 40. @®OG


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.ca

Teoremes de Pappus i Desargues 201

2.5 TEOREMES DE PAPPUS I DESARGUES

Teorema 2.9 (Teorema de Pappus). Siguin a, b dues rectes del pla projectin. Considerem, donats tres punts
diferents Ay, A,, A, en a i tres punts diferents By, B,, B en b. Suposem que els seus punts son diferentsd’a N b.
Aleshores, els punts A, B, N A, B,, A,B, N A, B, i A, B, N A, B, estan alineats. Veure figura 3.

Demostracid. Anomenem O al punt d’interseccié 2Nbiposem P = A,B,N A, B,. Considerem la referéncia
R = (0, 4,, B;; P). Observem que les condicions sobre els punts permeten assegurar que P és un punt unitat
ben escollit. Aleshoresa = OV A4, = [1:0:0] V [o:1: o] téequacié implicita x, = 0. Analogament &
té equacié x; = o. Comlarecta 4, VP =[o:1:0] V [1:1: 1] téequacié x, — x, = 0,15, ésel punt
A,V P N b,obtenim que B, = [1: 0 : 1]. De la mateixa forma 4, = [1: 1 : o]. Finalment podem suposar
que A, ésdelaforma [« : 2, : 0o]. Com els punts sén diferents (i diferents d’O) podem suposar que les dues
coordenades sén no nulles. Dividim doncs per 2, i posem « := j—; Tenim que 4; = [1: 2 : 0]. Amésa
més, & # o,1. Podem fer la mateixa discussié per B; i arribemaque By = [1: o : £], amb £ # o,1. Ara
ja podem fer el calcul de totes les rectes i les seves interseccions. Fent servir determinats trobem les segtients

equacions implicites:
A, B, Bxo — %, = 0;
A,B, aAXe — X = 0
A, By Bxo— Bx,— x, = 0s
AB, . Bax,—x, — ax, =o.

Resolent els corresponents sistemes trobem que 4,8, N A,B, = [1: « : fli A,B; N A,B, =[aff —1:
aff — a : aff — []. Per acabar la demostracié hem de veure que aquests dos puntsi P = [1 : 1 : 1] estan
alineats. Equivalentment, hem de veure que tres vectors representants dels punts sén linealment dependents.

Ho comprovem amb el determinant:

I I I
1 a g |=o.
af-1 aff—-a aff-§
Efectivament, la tercera fila és igual a la primera multiplicada per 28 menys la segona fila. |

Observacié 2.10 (Comentaris a la demostracié). 4, € 4,z = o. Comjahemdit, 4, = [ : @, : 0] = [1:
a : o). Sia, foszero, Ay = [0 : B : 0] = [0:1: 0], el punt 4, perd hem suposat que els punts sén diferents

dos a dos, absurd.

Teorema 2.1 (Teorema de Desargues). Donats dos triangles A, A, A, ¢ B, B, By en un pla projectiu tals que

cap vertex d’un triangle es troba sobre cap costat de laltre triangle, les afirmacions segiients son equivalents:

1. Les rectes A\ By, A, B,, A, B, son concurrents.
2. Els punts A, A, N B\B,, A, A, N B,B;, A, 4, N\ B, B, estan alineats.

Veure figura 4.

GEOMETRIA PROJECTIVA | CINC CENTIMS DE GEOMETRIA 9



Coordenades projectives

Demostracio. Per raons que seran evidents més endavant (autodualitat), és suficient demostrar una de les dues
implicacions.

Siguin doncs dos triangles del pla projectiu 4,4, 4, i B, B, B, tals que cap vertex d’un triangle es troba sobre
cap costat de l’altre triangle. Suposem que les rectes A;B; sén concurrents en un punt O i volem demostrar

que els punts 4,4, N B, B,, A, 4, N\ B;B, i A, A, N B, B, estan alineats. Considerem la referencia
R = (AI) Azy A35 O)

Pertant 4, =[1:0:0], 4, =[o:1:0],4;=[0:0:1]10 = [1:1:1]. Observem que B; € O V A4;. Per
exemple B, pertany alarecta O V 4, que té equacié x; = x,. Per tant B, = [a : b : b] per a certes constants
aib.Com que 4, # B, tenim que b # o. Dividint per b les coordenades del punt i anomenant z a  tenim
que B, = [a : 1 : 1]. Amb un argument similar obtenimque B, = [1: f :1]iB; = [1:1: y]. Araja
tenim totes les coordenades dels punts involucrats i podem calcular les coordenades dels punts que hem de
veure que estan alineats.

Per calcular 4,4, N B, B, primer trobem les equacions de les dues rectes. L'equaci6 de la primera 4,4, =

[1:0:0] V[o:1:0]éssimplementx, = o. La segona equacié sobté fent el determinant:

Xo @ 1
% 1 Bl=0-pB)xo+(1—a)x+ (2B —1)x, =o0.
X, 1 I

La interseccié de les dues rectes és el punt [e —1: 1 — f : o]. Fent un cilcul semblant trobem que els altres

dos punts sén

[¢—1:0:1=y]ilo:B—1:1-7y].
Ara comprovem que estan alineats, és a dir que els punts no sén linealment independents, veient que el de-
terminant de les coordenades dels tres punts és zero:

a—-1 1-8 o 1
a-1 o 1-yl=(@-)f-)(y-1)ft o -1=o0 |
o f-11-y% o 1 -I

2.0 CANVIS DE COORDENADES

Suposem donats dos sistemes de referencia en un mateix espai projectiu:
R = (pos' . -,Pn;A),
’ ’ ’
R = (pls... P B).

Definicié6 2.12 (Coordenades normalitzades). Diem que les coordenades dels punt p’. estan normalitzades
quan la suma de totes elles donen les coordenades del punt B. Ellema ens diu que sempre podem normalitzar

una referéncia R’ (en funcié d’una segona referencia fixada R).
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Raé doble 2.17

Definici6 2.13 (Matriu de canvi de referencia). La matriu de canvi de referéncia o matriu de canvi de coor-
denades de R’ en funcié de R és la matriu obtinguda posant en columna les coordenades normalitzades en la

referéncia R dels vértexs de la referéncia R’. Amb la notacid anterior és la matriu:

M =

2.7 RAO DOBLE

Definici6 2.14 (Coordenada absoluta). Fixem un espai projectiu de dimensié 1, P, en el qual suposem do-
nada una referencia projectiva R = (po, pi; 4) (po = [1: o], pr = o : 1], 4 = [1 : 1]). La coordenada

absoluta d’'un punt g de P* de coordenades [ : b] en la referéncia R és:

0, := 2 kU {oo} (notem que o0 no va signat).

b

En particular, ¢ 9y = 00, g p =o0i 8 4 = 1. Observem que, aixi, sobté una bijeccié entre P \ { p,} ila recta afi

AIK identificada amb el cos K.

Considerem ara quatre punts ordenats ¢, 4, 45, 4, €n una recta projectiva (un espai projectiu de dimensié
1) i suposem que almenys tres dels quatre punts sén diferents. Fixem una referéncia projectiva ( po, pi; 4) en

la recta i suposem que les coordenades projectives de ¢, en aquesta referéncia sén [x; : y;].

Definicié 2.15 (Ra6 doble). La rad doble dels punts g; és:

A, A
(9592959:) = 1+ %

3’2

4’1

452

La ra6 doble pren valors en K U {oo}.

Observaci6 2.16. Independeéncia de la referéncia: sigui R’ una altra referéncia de la recta en la qual els punts
g; tenen coordenades [« : y’]. Com hem vist anteriorment, existeix una matriu M invertible de canvi de
coordenades tal que
/ /
- = w7 -6 3
Ji Yi i
Aleshores:

satisfa det( M) - A;',j =A;;.

Definici6 2.17 (Rad doble, segon metode). Si els tres primers punts sén diferents podem normalitzar les

seves coordenades (és a dir, buscar una base adaptada) i calcular la coordenada absoluta del quart.
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Exemple 2.18. Per exemple, considerem en un pla projectiu amb una referencia fixada els punts

g=1l1:0:1], go=[2:-1:1], gy=[o:1:1], ¢g,=[-1:3:2],

que estan alineats perque tots ells pertanyen a la recta x + y — g = o. Considerem la referéncia donada pels
tres primers punts. Per tenir una base adaptada hem de considerar els representants (2, 0, 2), (=2, 1, —1) de ¢,
ide g, (hem de fer el mateix pas que farem igualanta [o : 1 : 1], i obtindrem A, x tals que A = 21 ¢ = 1), de

manera que la seva suma sigui un representant de g,. Ara calculem:

4(290:2)+b(_2511_1) = (_1)352') == b:g) a = 2
2

5

Per tant, la raé doble és % = 2.

Corol-lari 2.19 (Acci6 de les permutacions en la raé doble). Combinant aquestes dues proposicions, és facil de-

duir tots els valors segiients:

2=(9192994) = (929595 %) = (939495 92) = (9495, 92> 91)

1

7= (92 95935 94) = (9692 945 93) = (935945 92> 90) = (945 935 91> 42)
1= =995 92 94) = (45,9595 92) = (9294 95 85) = (94 925 93, 9)

-1
— = (92959 94) = (95,9295 91) = (9, 94> 925 45) = (94> 91 93> G2)

-0

7= (45909 44) = (46 95 44 7.) = (929495 7)) = (44,92 91> 75)

T
2
pr (9392 9 94) = (9293 94> 92) = (91, 945 95> 92) = (945 41 G2 G5)

Sien un determinat ordre la rad doble val A, els valors que es poden assolir permutant lordre dels punts sén:

I I A 2—1}

A:{E’Z"‘l’l—z’z—l’ p)

En general aquests sis valors seran diferents entre si pero es produeixen coincidéncies entre ells en situacions de
posicions geometriques especials (és a dir, hi ha certs casos en que #{4, 1= A %, - %} < 6). Imposant
totes les igualtats possibles es facil arribar a la conclusié de que A té menys de sis valors diferents Gnicament

en les tres situacions seglients:

1. A = {o,1,00} que com ja hem vist correspon al cas en que dos dels quatre punts sén iguals.

2. A = {@, VT

~ }, és a dir les dues arrels de l'equacié A* — 1 +1 = o. Aquesta situacié només es

produeix quan I'equacié té solucié en el cos en que treballem, per exemple sobre C (pero no sobre R) i
per tant la seva aparicié és més de caire algebraic que geometric.

3. A = {-1,2, 1 }. Aquesta possibilitat apareix sempre (amb "nica hipotesi de que la caracteristica del
cos no sigui 2), esta relacionada amb el concepte de punt mig de la geometria afii es dona si, i només si,

Qs> - - - » g, €stan en quaterna harmonica.
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Raé doble 2.23

Definici6 2.20 (Quaterna harmonica). Direm que els punts g, 4., g5, 9, formen quaterna harmonica si:

(919295, 94) = —1.

Definicié 2.2x (Separacié harmonica). Direm que dues parelles de punts {g,, 4.} 1 {¢;, 9.} se separen har-

monicament:

(9v 9295 94) = —1.

El seglient resultat ens proporciona una forma efectiva de construccié de quaternes harmoniques a partir de
quatre rectes del pla projectiu ¢, . . ., ¢, formant un quadrilater complet; és a dir, tals que no hi ha tres de

concurrents. Utilitzem la notacié p;; = €; N ¢;.

Teorema 2.22 (Teorema del quadrilater complet). Siguin D, D’ els vértexs del triangle diagonal del quadyri-
later alineats amb p.,, p,,. Amb aquesta notacio, la parella { D, D'} separa harmonicament la parella p,, ¢

D4 En aquesta situacid, tenim (pr, pyy, D, D') = —1. Veure figura s.

Demostracio. La demostracié del teorema del quadrilater complet és senzilla de fer en coordenades si triem
una referencia adequada. Per exemple, podem triar la referéncia: R = (p,;, pi3> Pass prs)> que és una refe-
réncia per la definicié de quadrilater complet. Aleshores, podem calcular les coordenades dels punts que ens
interessen en aquesta referéncia: p, = [1: 0 :1],py, = [1:1:0],D =[o:1:=1]iD = [2:1:1].
Efectivament:

([t:1:0],[1:0:1],[o:1:—1],[2:1:1]) = —1.

De manera que les dues parelles de punts se separen harmonicament. ]

Proposicié 2.23. Sigui ¢ = [f] : i — P, una projectivitat amb isomorfisme associat f : E; — E,.
Siguin q; quatre punts alineats de P, dels quals almenys tres son diferents. Aleshores, també bi ha almenys tres

punts diferents entre els punts ¢(p;) i

(9925 93 94) = (2(q1), 2(42), 2(93), 2(q,)).

Demostracio. La primera afirmaci sobre I'existencia de tres punts diferents és conseqiiencia de la bijectivitat
de @. Per una altra banda, gracies als resultats obtinguts sobre les permutacions dels punts, demostrant la
igualtat en qualsevol ordre la igualtat queda demostrada. Aixo ens permet suposar que els tres primers punts
son diferents. Sigui ¢; una base adaptada a la referencia R = (49, 4,5 ¢;), ésadir ¢, = [e],q, = [e] i

g; = e+ e.]. Sigy = [ae, + be,] tenim que (g, 4., 45, 4,) = 7. Aplicant @ obtenim:

p(q) = [f1([a]) = [f(e))]
p(g.) = [f1([e.]) = [f (ex)]
p(g;) = [f1(le+e]) = [f(a+e)] =[f(a) +f(e)]
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DPer tant £ (¢,), f (e,) és una base adaptada a la referencia

(@(91)3 ¢(42)7 @(q3))
icom que
2(q,) = [f1([ae + be.]) = [f (ae, + be,)] = [af (&) + bf (e)]
tenim que (9(4,), ©(4.), ©(g3), (q,)) també és 7. (]

Observaci6 2.24. La raé doble és invariant per les projectivitats. Aixo ens indica que és un objecte (un
element de K U {oo}) projectiu. La ra6 doble és invariant per projeccid i seccid. Si agafem una perspectiva de

7 — s amb centre M, com sabem que és una projectivitat, tindrem que preserva raons dobles.

2
3

DuAaLiTAT

3.1 EspA1 PROJECTIU DUAL

Definici6 3.1 (Espai projectiu dual). Considerem un espai projectiu (P, £, 7) de dimensié 7 i volem donar

estructura d’espai projectiu al conjunt dels hiperplans de P. Definim doncs
PY := {H c P| H ésun hiperpla}.
La definicié despai vectorial dual ens dona l'espai vectorial associata P¥ el projectiu dual que volem construir:
EY :={w: E — K| wéslineal} = Homg (£, K).

és un espai vectorial de dimensié z + 1 = dim E isi ¢, ..., ¢, és una base de E, aleshores ¢7 : £ — K
definida per €7 (e;) = 9 Z/e és una base de £V ('anomenem base dual de la base .¢;). Als vectors de EY els

anomenem formes.
Proposici6 3.2. Luplicacio:
7' EY\{o} — PY, w+— [ker(w)].

és a dir, assignant a w € EV el subespai [ker(w)] esta ben definida i (PY, EV, nV) és un espai projectiu de

dimensio n.

Definici6 3.3 (Varietat lineal dual). Fixem ara un varietat lineal L = [F] en P i estudiem el conjunt dels

hiperplans que la contenen, posem:

L*={H eP|Lc H}.
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Espai projectiu dual 3.8

la varietat lineal dual. Una varietat és varietat lineal de PV si, i només si, existeix un subespai vectorial F v

d’EY tal que L* = [F"]. En aquest sentit, la segiient cadena d’igualtats ens dona L* = [ F°].
L*={H e P |L c H} = {[kerw] € P" | [F] c [ker w]} = {[ker w] € P¥ | F C kerw}
= {[kerw] € P¥ | wy =o}={n"(w) € P’ | we€ F°}=[F°].

Proposici6 3.4. Luassignacio L v L* dona una bijeccid entre les varietats lineals de dimensid r de P 1 les

varietats lineals de dimensidn — r — 1de PV.

Observacio 3.s.
* SiL és un hiperpla, aleshores L* té dimensi6é # — 1 — (7 — 1) = o i aquesta bijeccié ens diu de nou que
els punts de PV corresponen a hiperplans de P.
* SiL té dimensié 7 — 2, aleshores L* és una recta en P, per tant els feixos d’hiperplans també es poden

pensar com rectes de I'espai projectiu dual.

Principi de dualitat. Tot enunciat sobre figures lineals en un espai projectiu de dimensi6 7 involucrant Gni-
cament les operacions C, D, V, Nila nocié de dimensié és equivalent a l'enunciat obtingut aplicant I'operacié
*. Dit d’una altra forma, la seva veracitat és equivalent a les de 'enunciat obtingut canviant dimensié 7 per

dimensié 7z — 7 — 1, C per D (i viceversa) i V per N (i viceversa).

Definici6 3.6 (Hiperplans linealment independents). Diem que una col-leccié de & hiperplans diferents /;, . . .

son linealment independents si els punts [—]Z *de PV ho sén.

Proposicié 3.7. Una col-leccid de k hiperplans diferents H,, . . . , Hy, son linealment independents si i només si

dmH N..NH,=n-k

Demostracio. Per la definicid els hiperplans H; sén linealment independents si /* sén linealment indepen-

dents, ésadirsidim /" V... vV H; = k — 1. Com tenim que:
H'Vv..VH =(Hn...nH)
aixo és equivalent a que la dimensié de /, N ... N H, sigui
n—1—dim(HN..NH) " =n—1—-(k—1)=n—k,
de maneraquedim A, N...N H, =n — k. [

Definici6 3.8 (Rao doble d’hiperplans). Siguin H,, ..., H, quatre hiperplans en un feix, és a dir tals que

H...,H : estan alineats (equivalenta que dim 4, N.. .NH, = n—2). Suposem que almenys tres d’aquests

quatre hiperplans s6n diferents. Aleshores definim la seva raé doble com

(H..., H,) = (H',...,H).
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En particular té sentit parlar de quaternes harmoniques d’hiperplans, de separacié harmonica, etcetera, sem-

pre que els hiperplans continguin una varietat lineal de dimensié 7 — 2.

H,---, H estanalineats & dim(H,VH, VH VH) <1 & dim(HN---NH,) >n-2.

I

Hem usatel fetque A" vV H,' vV H V H = (H,N--- N H,)".

3.2 DUALITAT AMB COORDENADES

Definici6 3.9 (Referencia dual). Suposem donada una referencia projectiva R = (po, ..., pu; 4) en P”.

Sigui ¢, . . ., €, una base adaptada a R (que és tnica llevat de maltiples). Aleshores la base dual €}, .. ., ¢},

determina en PV una referéncia anomenada referencia dual:
\% * * *
RY = ([el],...,[e,];[es+---+¢,]),
delaquale}, ..., e, n¥és base adaptada.

Proposici6 3.00. Sigui P un espai projectiu amb una referéncia fixada R. Si un biperpla H té equacid Aoxo+
-+ Ayx, = o en la referéncia R, aleshores el punt H* de P té coordenades [ A, - - - - : A, en la referéncia

dual R". De fet, RY és la tinica referéncia gue bo compleix.

Demostracio. Sigui e, . . ., €, una base adaptada a R i considerem la forma w = Aox, + ...+ A4,x,. Per
construccié [ker(w)] = H, pertant w € EV representa H en la base (¢;,...,¢,) a E ienlabase 1 a K.
Observem que la forma x; : £ — K (enviant (x, . .., ¥,) a x;) correspon a ¢7, per tant les coordenades de

H enlareferéncia dual sén [A, : ... : A4,]. [ |

Proposici6 3.a1. Siguin H,, ..., H, quatre biperplans, tres d’ells diferents, tals que L = HN ... N H, t¢

dimensid n — 2. Sigui € una recta tal que | N L = 0. Aleshores:
(Hy...,H)=(HnC,...,H NC).

Existeix una recta, concretament U, que talla els hiperplans com a minim en tres punts diferents (€ és suplemen-

tariaa Hy N ---N H,).

Demostracid. Posem coordenades de maneraque ¢ = [1:0:---:0] V[ o:1:0:...: 0] (escollim les dues
primeres coordenades) i L estigui generadaper [o:0:1:0:-+- :0]V---V[o:---:0:1]. Pertant,comL
pertany a la intersecci6 dels hiperplans, pertany a cadascun d'ells, i 4, . .., 4, = o eventualment. Lequaci6

de Phiperpla H; és de la forma A x, + A’ x, = o. Per definici6 la raé doble dels hiperplans és:

([A;:Ai:o:H-:o],...,[Ag:Af:O:-“:o])2([A;:Ai],...,[Ag:Af]),
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Representacié matricial i varietats invariants 4.1

on la igualtat prové de les discussions sobre la raé doble (invaridncia per projectivitat i Gs de la referéncia

subordinada). D’altrabanda ¢ N H; = [ 47 : =A% :0: ... : o|; per tant,
(HNne,...,H,nC0) = ([4:-4.],.... |4} -4E]).
Com que:

4 4l
-

(o]

4 A4
AP 4]

Observem que la igualtat obtinguda diu en particular que la raé doble ([‘]1 net,...,H,n?t ) és independent
de €. Aixd també es podia haver demostrat utilitzant perspectives. En efecte, si ¢’ és una altra recta disjunta

amb L, la perspectiva¢ — ¢’ de centre L transforma N H, en ¢’N H; i per tantlarad doble ésla mateixa. m

3.3 PROJECTIVITATS DUALS

Definici6 3.12 (Projectivitat associada). Sigui @ = [f] : P, — P, la projectivitat associada I'isomorfisme

f : E; — E,. Aleshores definim laplicacié:
p' P — P/
delaforma @V (H) = p7'(H).
Proposici6 3.13. Laplicacid " és la projectivitat associada a Uisomorfisme dual [V : E,! — E, o sigui
e’ =1f"]

4
PROJECTIVITATS

4.1 REPRESENTACIO MATRICIAL I VARIETATS INVARIANTS

Recordem que una projectivitat @ entre dos espais projectius (P, £, 7;) i (P,, E,, 7,) ve donada per un
isomorfisme f : E; \ {o} — E, \ {o} i que les aplicacions @ i /" estan lligades per la condicié @([«]) =

[/ (#)], per a # qualsevol. Diem que f és 'isomorfisme associat a @ i esta determinat llevat de constant.

Teorema 4.1 (Teorema Fonamental de la Geometria Projectiva). Donades dues referencies R, i R, definides

de la segiient forma:

Ry = (Pos- s pn; A) ¢

R, = (90, .. -:qn§B)
en Py i P, respectivament, existeix una nica projectivitat ¢ : P, — P, tal que @(p;) = q,i ¢(A) = B. 4
mésaméssi p = [Xo i ... : X,] € Pyenlareferencia R, aleshores o(p) = [%6.:.... : x,] € Pyenla

referencia R,.
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Demostracio. Per al'existencia només hem de considerar bases adaptades e, . . ., ¢, pera R, iv,, ..., v, per
aR, i considerar I'isomorfisme f : E; — E, determinat per f (¢;) = v; (que serd tnic pel que vam veure a

Algebra Lineal). Sigui ¢ = [£]. Aleshores:
p(pi) = p(lei]) = [f (e)] = [vi] = g1,
peratoti = o,...,7. A mésamés:
p(A) = p([eo+...+e]) = [fleat ..+ )] = [0o+...+0,] = B.

Per demostrar la unicitat considerem una altra projectivitat ¥ que compleixi v(p:) =q:iy(A) = B.Sigui g
Pisomorfisme associat ¢ = [ ¢]. Aleshores [ g(e;)] = [f (¢;)] = g; = [v;], pertant g(e;) = A;v; = Aig(u;)
if (o + - +u,) =Ag(tto + -+ - +u,). Com que:

[glleo+ - +en] =[gleo+---+ex)] = [Aovo+ -+ Ayv,] = B =[vo+ - +1,],

tenim que A, = - - - = A,,. Aixd implica que ¢ és un multiple de / la qual cosa implica que ¢ = . Finalment,
si p = [%o€0+. .. +x,6,], aplicant [f] obtenim @(p) = [%o06 +. . . x,0,]. Com que v, . . ., v, és una base
adaptada a R, trobem que les coordenades de pide @( p) sén les mateixes. |

Sigui ara una projectivitat @ = [f] : P, — P, i suposem donades una referéncia R, = (po,. . ., pn; 4)
de P, i una referéncia Q de P,. Volem construir una matriu que permeti calcular les coordenades del punt

@(p) en la referencia  en funcié de les coordenades de p en la referencia R,. Sigui R, = (4o, ..., gn; B) la
referéncia imatge, on g = [f1(po)s .- > qn = [[1(pn) i B = [f]1(4).

Observacié 4.2 (Conclusions respecte la matriu associada a una projectivitat).

* Pel Teorema Fonamental de la Geometria Projectiva tenim que, usant les referencies R, i R, ala sortida
i al'arribada respectivament, la matriu que busquem ¢és la identitat.
* La matriu que estem buscant és la matriu de canvi de coordenades de R, a ). Observeu que agafant

bases adaptades a R;, i Q obtenim que la matriu de @ és simplement la matriu de / en aquestes bases.

4.2 EQUACIONS D’UNA PROJECTIVITAT

Si la matriu associada M = (d}) té determinant diferent de zero, aleshores defineix una projectivitat: en
efecte, si ¢;, v; sén bases adaptades a les referéncies considerem f lisomorfisme que té matriu A/ en aquestes

bases. Tindrem que @ := [f] té matriu M.

Proposicié 4.3 (Projectivitat dual). Sigui ¢ : P, — P, una projectivitatr amb isomorfisme associat f -
E, — E,. Suposem donades referencies R; a Py, també 73;./ a P;’ al dual. Sila matriu de @ en aquestes

referéncies és M (és la matrin de [ en bases adaptades e, . . ., €, i [o, . . ., [4) aleshores la matriu de @V
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Complecié projectiva §.I

P — P, amb assignacis H ~— @ '(H), en les referéncies duals RY, seri la matrin de [ en bases

AT A i(e,... e sera MT.

Demostracio. Vam veure que l'endomorfisme associat a @V és f V. D’altra banda les bases adaptades a les refe-
réncies duals sén les respectives bases duals. La proposicié és conseqiiencia del segiient resultat d’algebra lineal:

la matriu de l'aplicaci6 dual en les bases duals és la matriu transposada de la matriu de l'aplicacid lineal. ~ m

4.3 PUNTS FIXOS I HIPERPLANS INVARIANTS

Definicié 4.4 (Homografia). Anomenem homografia ales projectivitats d’un espai en ell mateix: @ = [f] :

P — P. Junt amb les perspectives sén les dues grans families de transformacions que estudiarem.

Proposicié 4.5. Sigui @ = [f] : P — P una homografia de l'espai projectin P. Aleshores:
* Unpunt p = |u] é fix si i només si u é un vector propi per f .

* Un hiperpla H és invariant si i només si H* és un punt fix de ¢".

Demostracio. Els punts fixos sén aquells p tals que @(p) = p. Com que també [f(#)] = [«], clarament
f(#) = Au. Per tant, p és un punt fix si, i només si, p = [#] amb un VEP de /. Pel que fa als hiperplans,
analogament ¢ (H) = H per definicié i, com @ és bijectiva, H = @' (H). Aix0 passa si, i només si / és un

punt fix de ¢V si, i només si, H ve representat per un VEP de f v, ]

Observaci6 4.6. No és cert quessi p, g sén punts fixos PV g és unarecta de punts fixos, pero s que és una
recta invariant. En aquest sentit, els punts fixos d’una projectivitat no sén necessariament una varietat lineal.

La combinaci6 lineal de VEPs de VAPs diferents no sén VEPs en general.

Corol-lari 4.7. Sigui @ una projectivitat. Un cop fixada una referéncia R, els punts fixos els trobem calculant
els vectors propis de la matriu associada M i els (coeficients dels) biperplans invariants es calculen trobant els
vectors propis de MT .

5
ESPAI AFI I ESPAI PROJECTIU

ST COMPLECIO PROJECTIVA

Definici6 5.1 (Complecié projectiva). Donat A” = (A, F, $), considerem A” LI P(F) que té estructura
d’espai projectiu amb A7 = (A" UP(F), F XK, 7) on:

7: E\{o} — A”
p+%v€A” sik # o,
ko) — [v] sik = o.
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Clarament, P(F) c A” (diem que A7 ¢ésla complecid I’A”). P(F) és un espai projectiu de dimensié 7z — 1;
per tant, un hiperpla d’A”. Se anomena hiperpla de linfinit d A n, iel denotarem per Hyo. Cada puntd’Ho,
representa una direccié a A”. Els punts d’He sanomenen punts impropis (sén els nous punts), i els punts

d’ A" \ Hy sanomenen punts propis.

Definici6 5.2 (Funcié afi). Una funcié aff d’A” és una aplicacié f : A” — K tal que existeix un punt
p € A” amb la propietat que la funcié
Vrp: £ — K
v = f(p+o)=f(p)
sigui lineal. una funcié f : A” — K és afi si per qualsevol punt p € A”, Vrp F — Késlineal. A més,
en aquest cas, la funcié ¥r,p DO depen de p. Per aixd, quan no hi hagi confusié, escriurem directament 17

Aixi doncs, les funcions afins compleixen que £ (¢) = £ (p) + ¥ (fp})

Proposici6 5.3. Elconjunt deles funcions afins d ’AZ és un espai vectorial: en efecte, el conjunt G segiient defineix

un espai vectorial de dimensisn +1: G = {f : A" — K | f és una funcid afi d' A"}

Demostracio. Siguin f 1 g funcions afins. El fet que ¥ , i ¥, siguin lineals per qualsevol p € A” fa que
%r_'_ Aep = %c, »t l;kg, p sigui lineal i, per tant, f + 1 g sigui una funcié afi. Per calcular la dimensid, fixem un

punt p € A” i observem que:
G — KxFY

fo— (fony) (5

és un isomorfisme, gue depén d’un punt que és arbitrari pero, d'altra banda, esta fixat. Es senzill veure que és

una aplicacié lineal. La inversa ve donada per (4, ) — g,on g(9) =1 + ;k(p_q)) [ |

Definici6 s.4 (Hiperpla de I'infinit, punts impropis i propis). L’hiperpla de l'infinit H,, C A7 ¢ [K°]. Els

punts de 'hiperpla de l'infinit H., sanomenen punts zmpropis i els de A7\ H,, sanomenen punts propis.

Proposici6 s5.5. Sigui laplicacid ev a K, que depén del punt triat i, per tant, indueix | aplicacio segiient:

ev: A” — GY
RN {CVPI G — K
? fo— )

Isigui Y laplicacid lineal, que no depen de cap punt (en contrast amb (s.1)):

Y: G — FY
[ ¥
Aleshores:
1. Existeix una projectivitat natural entre Ubiperpla de linfinit Heo i P(F). La projectivitat ve induida

per ¥V,
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Estructura aff al complementari 5.8

2. Tenim una bijeccid w o ev : A" — A" \ H. En altres paraules, tenim una injectivitat natural de

A" — P(GY) = A" tal que la imatge sigui el complementari de Ibiperpla a linfinit.

Observaci6 5.6. El primer ftem justifica que 'hiperpla de l'infinit parametritza, modul constant, totes les
direccions de l'espai afi. El segon, explica per que els punts de A” \ H,, sanomenen propis (aixo és, perque
A” C A"). Aixi doncs, podem pensar que les dues estructures que apareixen separades en un espai afi (punts

i vectors) conviuen com a punts en la seva complecié projectiva.

Si tenim marcat un punt p € A” podem considerar la seva complecié A” amb també un punt marcat com

(A" UP(F),Kx F, 7) on @ és l'aplicacié definida directament per:

7: KxF\{o} — A?»=A"UP(F)
(k.0) p+rveEA s%/eio
[v] e P(F) sik=o

on p ésel punt marcat. Observem que amb aquesta aplicacié P(F) = [{o} X F], per tant P(F) és un hiperpla.

Aquesta tripleta defineix efectivament un espai projectin.

5.2 ESTRUCTURA AFf AL COMPLEMENTARI

Ara veurem que la complecié que hem introduit a la seccié anterior es pot invertir. Es a dir, donat P* =
(P*, E, m) un espai projectiui 4 = [V'] C P” un hiperpla, volem donar una estructura d’'espai afi al conjunt

P” \ H (iamés que la compleci6é de P” \ H sigui P”).

Definici6 5.7 (Espai vectorial subjacent i acci6 de I'espai afi). Peraixo definim Vespas vectorial subjacent com:

F =Hom(E/V,V).Isip:E — E/V ésel pas al quocient, definim accid de l'espai afi com:

PP\ H)x F — P\ H
([v], 1) — [o+f(p(0)].

Observem que dim(E/V') = 1i1dim V" = », per tant, dim /' = 7 com volfem.
Observaci6 5.8. Les dues construccions sén inversa una de l’altra.

A7 > (M, Hoo) s AP\ Hio = A"

(P, H) > P\ H ~ (W, Hoo) = (P, H).

En el primer cas obtenim un isomorfisme natural d’espais afins i en el segon, obtenim un isomorfisme natural
d’espais projectius amb un hiperpla marcat. En particular, donar un espai aff A” dins d’un espai projectiu P”

és equivalent a fixar un hiperpla.
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5.3 COMPLECIO DE L’ESPAI AFI EN COORDENADES

Volem definir una referéncia projectiva R a partir d’una referencia afi R* = ( Py en) idesprés comparar

les coordenades cartesianes respecte de R amb les coordenades homogenies en la referencia R.

Definici6 5.9 (Referencia en A”). Per tant podem considerar la referencia projectiva associada:

R=([vo]l =p, [l =1leds-- s [val = len]s[vo+ ... +va]l = p+ea+...+en),
delaqual v,, ..., v, n%s base adaptada.

Proposici6 s.xo. Considerem les referencies R* en A" i R en A" definides anteriorment. Tenim que:

1. 8% les coordenades afins d’'un punt propi son (a,, . . ., a,), aleshores les seves coordenades homogenies son
[1:a0:...:a,]
2. Donat un vectorv € Fambv = aie; + ...+ ape,, les coordenades homogenies de [v] € Hy son

[o:a:...: )

Demostracio.
1. Sigui g un punt propi de coordenades cartesianes (4, . . . , 4,). Per definicié tenim que g = p+3 a;¢,

i per tant un vector de K X F representant g és (1, ¢y, . . ., dn€y,). Ates que:

(1, @y ... ane,) = (L,o)+a(o,6)+...+a,e, =0v,+ Z a;v;

i que v; és una base adaptada de R, trobem p = [1: 44 : ... : 4,].
2. De la mateixa forma el punt impropi [v] estd representat pel vector (0,v) € K X F que en la base

adaptada té una expressio:
(0,v) = (0o, s, + ... an6,) = &, (0,6,) + ..., (0,¢,) .
Pertant [v] =[o:a,:...: a,]. [ |

Observaci6 s.ir. Observem que si denotem per [x;, : ... : x,,] les coordenades de I'espai projectiu A” en la
referencia R associada a la referéncia afi R?, aleshores Hy, és hiperpla d’equacié x, = o. En particular un

punt és propi si i només si satisfa x, # o. En aquest cas podem posar les seves coordenades com:

X Xn
It — ... —
Xo Xo

i per tant (%, et 3;—”) son les seves coordenades afins.
o

(o}
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5.4 COMPARACIO DE VARIETATS LINEALS D’A” 1 D’A”,

Definici6 s.12 (Varietat lineal impropia). Sigui L C A” una varietat lineal. SiL ¢ H,, diem que és una

varietat lineal impropia. En aquest cas, L N A” = 0 i queda clar que L no prové d’un varietat lineal aff.

Definici6 s.13 (Part propia). Sigui L una varietat lineal no impropia (L no esta continguda a I'hiperpla de
Iinfinit). Aleshores denotem per L# el conjunt dels seus punts propis: L* = L N A”. Diem que és la part

propia o finita de LL.

Proposici6 s.a4. Lassignacio L w— L? dona una bijeccio entre el conjunt de les varietats lineals propies de

dimensid v de A" i el conjunt de les varietats lineals de dimensid v de lespai afi A™.
Demostracio. Per veure que és bijectiva, és suficient amb donar una inversa. Sigui M una varietat lineal afi de
dimensié 7 donada pel sistema d’equacions lineals:

ax,+...a,x, =b

alkxl +... aﬁxn = by,
on k = n — r. Aleshores el sistema dequacions:
1 I —
ax, +...a,x, = bx,

k

alkxl + .o dnx, = by,

defineix una varietat lineal projectiva L de la mateixa dimensié i és clar que L# = M. [}

Donada una varietat lineal afi M denotarem per M la varietat projectiva associada. La bijeccié ens diu que

M = (M)“. Amés, M N Hy, = [G].

Proposici6 s.05. Siguin M,, M, dues varietats lineals afins de subespais directors Gy, G, respectivament. Ales-

hores, son equivalents:
1. M, i M, son paral-leles.
2. G,cG,0G, C G,
3 M, N He €M, N Hy oM, N Hy € M, N Heo.

5.5 RAd SIMPLE I RAO DOBLE

Proposici6 5.06. Siguin py, p,, p; € A' tres punts sobre una recta afi dels quals almenys dos son diferents.

Considerem la complecid projectiva At = A’ U Ho de la recta afi i posem Hoo = { poo}. Aleshores:
(20 P22 25) = (P1 P22 P32 D) -
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Demostracio. Suposem que p; # p, (sino, reordenem i la igualtat es preserva) i considerem a A la referéncia
aff ( Do P pz) i en A’ la referencia projectiva associada. Aixi dons els punts p, = o, p, = 1, p; = 4 tenen
coordenades projectives p, = [1: 0], p, = [1: 1], p; = [1: 2] iel puntdelinfinit és poo = [0 : 1]. Calculem

larad simple i la raé doble i veiem que sén iguals:

( ) _a-o

Do P2 P3) = PR
1 1| |o 1
a o o a

(P1> Pas P Po) = ([1:0], [1:1), [1: 4], [0:1]) = =

I I o I a—1
a 1 I

Amb aixo, ja hem acabat. n

5.0 AFINITATS I PROJECTIVITATS

. . . / . . . . . . . =~ . . . .
Siguin A” i A” dos espais afins i considerem les respectives complecions projectives A” i A7 jels respectius
hiperplans de I'infinit Hy, 1 H,. Suposem fixades referéncies afins en els espais afins inicials i considerem les

referéncies associades en les seves complecions. Les equacions de f seran de la forma:

X
Il

(o] (o] (e}
alxo+alx + ...+ asx,

R
Il

I I I
ALXo + AN+ ...+ dyy,

*

— n n n
X, = dgXo+a X+ ...+ a,x,

on [x} :...: x}] sénles coordenades del punt imatge del punt de coordenades [, : . . . x,]. Recordem que
els punts de I'hiperpla de I'infinit en tots dos espais son els que tenen la primera coordenada nul-la. Tenim
doncs que per a qualssevol x;, . . . , X, no tots nuls, la primera coordenadade f ([0 : &, : ... : x,]) és0 (%, =
o). Per tant, 27x, + . .. + 4; x, és idénticament nullaia? = oper7 =1,...,7 (123 # o donat que estem en

una projectivitat). Podem suposar sense pérdua de generalitat que 29 = 1. La matriu de la projectivitat f sera

de la forma:
1 o o
al  al at
0] I n
M= =
f :
n n n
40 dI d}’l

o

Abusem de la notacid i seguim anomenant ﬂ} a ﬂ—ﬁ

Observaci6 s.r7. Siencomptesd’introduirla «nova variable» x, al'esquerra deles coordenades afins xi, . . . , x,,
ho haguéssim fetala dreta, tindriem coordenades homogenies [x; : ... : X, : %,4,] iThiperpla de infinit tin-

dria equacid x,4, = 0. Aix0 es podria aconseguir posant en la definicié de la clausura projectiva £ = F X K
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i en la definicid de referéncia associada R = ([eI] s el pip+ 2 el'). En aquest cas la matriu M}T seria

de la forma:
I I I I
a, a, ... a,_, a,
n n n n
dO dl d}’l—l dﬂ
o o o I

0
QUADRIQUES PROJECTIVES I AFINS

Definici6 6.1 (Quadrica). Fixem un espai projectiu (P, E, 7) de dimensié 7 sobre un cos K (de moment
arbitrari, pero de caracteristica diferent de 2). Una quadrica d’aquest espai projectiu és la classe, modul multi-
plicacid per una constant no nul-la, d’una forma bilineal simetrica a £ diferent de zero. Per raons historiques

a les quadriques del pla (n = 2) les anomenem conigues.

Observaci6 6.2. Que sigui simetrica vol dir que 7(#, v) = 7 (v, #) per a qualssevol vectors #, v € E. Notem
que en la nostra definicid les formes bilineals 7 i £7 sén considerades equivalents (és el que vol dir «modul

multiplicacié per una constant no nul-lax).

Notacié 6.3. Posarem Q = [7] per referir-nos a la quadrica associada a . Suposem donada una referéncia
R = (po, ey P A) en lespai projectiu fixat i sigui ¢, . . . , ¢, una base adaptada: Po = leols s pn =
len], A =[eo+...+e,]. Aleshoresla matriu de Q en la referencia R és la matriu segtient:
7 (€0s€0) ... i (€05 €x)
M=
/i (ens€o) ... 7 (en>€n)
Propietat 6.4.

1. La matriu M té n + 1 files i n + 1 columnes i és simetrica.

2. Esta definida llevat de multiplicacid per constant: en efecte, si canviem y per ky, totes les entrades de la
matrin queden multiplicades per k i per tant la matriu obtinguda és kM. Daltra banda, si considerem
una altra base adaptada a la mateixa referéncia, haura de ser de la forma Ae, . . ., de,. Atés que per
la bilinealitat y (lez-, Ae J-) =A%y (6,~, e j) la matriu queda modificada per la constant no nul-la 1*.

3. La matriu permet «calcular> la forma bilineal en dos vectorsu = Y, aje;,v = 3, b 7€

n(u,0) =79 (Z a;e;, Z bjej) = Z aibj, g (el', e]-) = (a0 ... an) M

Definici6 6.5 (Punts conjugats). Sigui Q = [#] una quadrica en un espai projectiu. Direm que dos punts

p = [u], g = [v] sén conjugats respecte de Q si 7(#,v) = o. Diem que un punt p pertany a Q o que la
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quadrica Q passa pel punt si p és conjugat d’ell mateix (autoconjugat). Es adirsi p = [u] i y(u,u) = o.

Posem: |Q| = {punts que pertanyen a Q}.

Observaci6 6.6. Fixada una referencia R com abans, denotem per M la matriu de Q en aquesta referencia.
Si les coordenades dels punts pig sén [aq : ... a,]1[bo: ...: by] respectivament tenim que p i g sén

conjugats si:

(a6 oo an) M| :|=o0.i(a0 ... an) M| : |=o.sipelQ]

0.1 EQUACIONS DE LES QUADRIQUES

Posem a;; = 7 (ez-, e j), notem que 4;; = 4 j;. Utilitzem la darrera expressié que hem obtingut: un punt

variable [x, : ... : x,] pertany a Q si, i només si:

doo " don Xo
(xo e xn) s . E E = O.

Apo " Apn Xn

Desenvolupant aquesta expressié trobem la segiient equacié:

AooXe+ ... F dppX, + ZZ a;jX;x; = o.
i#]

Observacié 6.7. A més a més, donada I'equacié podem reconstruir la matriu mirant els coeficients de cada
monomi. Per exemple el coeficient de x* és el terme (7, 7) dela matriu, mentre que el coeficient de x;x i E ]

és el doble que el del terme (7, ;) (o (7, 7)).

Proposici6 6.8. Fixada una referencia en un espai projectiu les dades segiients son equivalents:
1. Una quadrica Q = [7];
2. Una matrin (n +1) X (n + 1) simeétrica determinada llevat de constant;
3. Un polinomi de segon grau en les variables x,, . . . , x,, homogeni i determinat llevat de constant.
En altres paraules, és la versid en coordenades de lequivaléncia entre les formes bilineals simétriques a E i les

formes quadratiques a E.

Definicié 6.9 (Aplicacions quadratiques). Anomenem aplicacions quadratiques les aplicacions ¢ : £ —
K tals que (%, v) + 3 (0(u+0v)— 0(u) — 0(v)) és bilineal simétrica. Laplicacié & permet recuperar la forma

bilineal 7 (si la caracteristica de K és diferent de 2.
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0.2 CANVIS DE REFERENCIA

Si M ésla matriu d’una forma bilineal 7 en una certa base i 4 és la matriu de canvi de base aleshores la matriu
de 7 en la nova base és de la forma 4 T M A. La f6rmula anterior ens diu que el determinant de A no és un

valor intrinsec associat a Q. Com que la matriu A és invertible, el rang de M’ = A4 TM A es correspon al

M.

Definicié 6.10 (Quadrica degenerada). Diem que una quadrica és degeneradassi el determinant de qualssevol
matriu associada a Q és zero. En cas contrari diem que és no degenerada. Anomenem rang de la quadrica Q
al rang de qualsevol matriu associada a Q. Les quadriques de rang 7 + 1 (o rang maxim) sén les quadriques no

degenerades.

6.3 RESTRICCIO D'UNA QUADRICA A UNA VARIETAT LINEAL

Lema 6.11. Sigui Q = [y] una quadrica d’un espai projectin, i signi . = [F] una varietat lineal. Sigui la

Sforma bilineal yp : F X F — EXE — R, yjp = 7o iy ézerosiinoméssi L. C |Q| (sovint escriurem

LcQ)

Demostracio. Suposem que la restriccid és zero. Aleshores 77 (#,v) = »(u#,v) = o per a totes els vectors
u,v € F. En particular, per a tot punt p = [#] € L tenim que #(#,#) = oi per tant p € |Q]. Per
tant L C |Q|. Provem ara l’altra implicacié suposant que tots els punts de L pertanyen a la quadrica. Usant
la definicié obtenim que tots els vectors # de F satisfan 7(#,#) = o. Volem veure que 7(#,v) = o per a

qualsevol parell de vectors de F, que, aparentment, és més fort. Com # + v també és de F tenim el segiient:
o=p(u+v,u+v)=n(u,u)+2y(u,v) + n(v,0) = 29(u,0).
Per tant, com la caracteristica del cos no és 2 (estem a R), tenim que 7 (%, v) = o. [

Definicié 6.12 (Quadrica restringida a la varietat). Sigui la restriccié de la forma bilineal no nulla tal que es
defineix una quadrica en L. Denotem aquesta quadrica per Q. i diem que és la quadrica restringida a la
varietat lineal.
6.4 QUADRIQUES A P
Suposem doncs una recta projectiva P* amb una referencia fixada. Una quadrica Q en P' ve donada per una

a b

M =
b ¢

Equivalentment, tindrem ax? + 2bx0x; + cx} = o.

matriu simeétrica no nul-la 2 X 2:
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Proposici6 6.13. Si el cos base é&s C, tenim que |Q| esta format per dos punts diferents si i només si Q és no
degenerada (det(M) # o). Si Q & degenerada | Q| consisteix en un sol punt. Si el cos base és R, aleshores:

. Sidet(M) < o, aleshores |Q| esta formada per dos punts.

2. Sidet(M) = o, aleshores |Q| esta formada per un sol punt.

3. Sidet(M) > o, aleshores | Q| = 0.

Demostracid. Demostrem primer aquest resultat suposant 2 = o. En aquest cas el determinant de M és —4.
L'equacid sera:

2hx0x, + cx? = x; (2bx, + cx;) = 0.

Els punts solucié sén [1 : o] i [¢ : —2b]. El determinant és no nul (4 # o) si i només si aquestes dues
solucions sén diferents (—6* = det M sia = o, sidet M # o esdonaque & # o). Aixd prova la proposicié
en aquest cas, tant sobre els reals com sobre els complexos.
Suposem, doncs, que 2 # o. Com que 4 # o, el punt [1 : o] no és solucié de I'equacié, per tant podem
suposar que els punts solucié sén de la forma [« : 1], on 2 és solucié de l'equacié aa*+2ba+¢ = o. Aplicant
la férmula de I'equacié de segon grau (¢ # o) trobem:

—2b £ 40> —qac _ ~b+Vb* —ac  —b++/-dec(M)

o= .
24 a a

Aixi, sobre C, hi ha dues solucions si i només si el determinant és no nul, i si ho és n’hi ha una. Sobre R el

nombre de solucions depen del signe det(A) tal com descriu 'enunciat. [ |

0.5 INTERSECCIONS D’UNA QUADRICA AMB UNA RECTA

Fixem una quadrica projectiva Q = [7] en un espai projectiu P” de dimensi6 7. Sigui / una recta. Diem que
un punt p és comi a la quadrica i a la recta si p € [ N |Q|. Sovint anomenarem zalls als punts comuns.

També diem que / esta contingudaen Q'si/ C |Q].

Proposici6 6.14. Siguin Q tal com abans. Es donen les possibilitats segiients:
1. Siel cos base és R, aleshores 0 bé | esta continguda en Q o els punts comuns de Q i [ son:
* 02z punts reals diferents,
* 01punt real,
* 02 punts imaginaris conjugats (no reals)
2. Si el cos base é&s C, aleshores 0 bé | esta continguda en Q o els punts comuns de Q i | son:
* 02 punts diferents,

° 01punt.
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Definicié 6.15 (Recta tangent a una quadrica). Diem que una recta / = [F] és tangent a una quadrica Q si
[ esta continguda a Q (és a dir, si 7|F = o) osi/ i Q tenen només un punt en comu (Q|; és una quadrica

degenerada). En el segon cas, al punt / N | Q| li diem punt de contacte o de tangéncia.

Definicié 6.16 (Corda). A una recta no tangent 'anomenem corda i als seus dos punts en comd amb la qua-
drica els anomenem punts de tall. Sila quadrica és real i | Q;l = (), considerem la quadrica complexa associada

i anomenem els seus punts de tall, punts de tall imaginaris amb la quadrica real.

Lema 6.17. Sigui Q = [y] una quadrica i siguin p = [u],q = [v] dos punts diferents. Posem [ = p V ¢
1 suposem que aquesta recta no esta continguda a Q. Aleshores la matrin de Q restringida a l en la referéncia

(p,q; [u+0]) é:
_ (77(u, u) y(u, v))
n(u,v) p(v,0)

En particular, | é tangent a Q si, i només si det M = 0 0 bé y(u, n) = y(v,v) = y(u,v) = o.

Demeostracid. Tenim que / = [{#,v)] i que #, v és una base adaptada a la referéncia de 'enunciat. Per tant la
matriu associada a la quadrica restringida és la matriu de la forma bilineal en aquesta base, que és la matriu:

(;7(%,%) ;7(%,1)))
y(u,v) y(v,0)]°

A més a més, hem vist que la recta és tangent (talla en un sol punt) si, i només si, la quadrica restringida a la
recta és degenerada que és equivalent a demanar que el determinant de la matriu sigui zero (i aquesta és una

condicié invariant respecte qualsevol base). [

6.6 TANGENCIA I POLARITAT

Definici6 6.18 (Varietat tangent a Q). Sigui p € Q. Anomenem varietat tangenta Q en p ala unié de totes
les rectes tangents a Q) que passen per p i la denotem per Tp(p). Posem p = [#], com el punt pertany a la

quadrica tenim que 7 (%, #) = o.

Observaci6 6.19. Fixat p € Q, aleshores els punts g = [v] tals que p V g és tangent a Q sén els punts

g = [v] tals que (#,v) = o. To(p) és la varietat lineal dels punts g = [v] que satisfan 5 (#, v) = o.

Suposem fixada una referencia. Aleshores Q té associada una matriu simetrica:

doo --- dno
M =
Ano - dun
il'equacié de la varietat tangent a Q en el punt de coordenades # = [a, : ... : a,] és:
oo " 4no\[Xo
(o ...a,) = o.
Ano " Aun) \Xn
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Definicié 6.20 (Punt doble). Sigui p = [«] tal que # € ker(M). Diem que p és un punt doble o punt

singular de la quadrica.

Observacié 6.21. Notem que una quadrica té punts singulars si, i només si, és degenerada i que els punts

dobles sén conjugats de tots els punts, en particular sén autoconjugats i pertanyen a la quadrica.

Proposici6 6.22. El conjunt dels punts dobles d'una quadrica Q és una varietat lineal que denotarem per

D c |Q|. 4 més a més, dimD = n — rang(Q).

Demostracio. Un punt p = [#] és doble si només si # € ker(AM) on M ésla matriu de Q en una referencia

fixada. Per tant D és la varietat lineal [ker(A4)]. Calculem la seva dimensid:
dimD = dimker(M) —1=n+1-rang(M) — 1= n — rang(M) = n — rang(Q). [ |
Si p no és doble parlarem de ['biperpla tangent a la quadrica en el punt.

Definici6 6.23 (Varietat polar). La varietat polar d'un punt p respecte d’una quadrica Q és el conjunt de

punts conjugats de p respecte de Q. La denotem per Hp(p) o Polarg(p).

Observacio 6.24.
1. Si p € D, novament Hp(p) = T1p(p) = P”. En cas contrari Hp( p) és un hiperpla.
2. Si p € [Q| \ D, aleshores Hyp(p) = To(p)- Es a dir, si el punt és de la quadrica, Ihiperpla polar és el
mateix que ’hiperpla tangent.

Si p ¢ |Q|, tindriem que Hp( p) és un hiperpla que no passa per p (si p € Ho(p) aleshores p seria

Qo

autoconjugat i seria un punt de la quadrica).
4. Segons la definicid, dos punts p = [«#],q = [v] sén conjugats respecte de la quadrica Q = [#] sii

només si 7 (#, v) = o. Observeu que aix6 també es pot expressar com g € Hg(p) o p € Hp(q).

Proposici6 6.25. Sigui Q una quadrica no degenerada. Donat un hiperpla H existeix un dnic punt p tal que

Hy(p) = H.

Definici6 6.26 (Pol de /7). Sigui Q una quadrica no degenerada que té matriu M en una certa referéncia

projectiva i sigui un hiperpla /7. Diem que p és el pol de H respecte de Q.

Si Q = [#] és una quadrica en lespai projectiu P = (P, E, 7), la projectivitat esta induida per I'isomorfisme

¢, : £ — EY definit per ¢, () (v) := y(u,0).

Definicié 6.277 (Referencia autopolar). Diem que una referéncia R = { Pos--s P34 } és autopolar res-
pecte d’una quadrica Q si Vi # j els punts p; i p ; s6n conjugats. Dit d’una altra forma, Hyp ( pl‘) =
poV ...V pi V...V p,. Com el punt unitat no intervé en la definicié, sovint direm simplement que

{ DPos- s pn} és un simplex autopolar (triangles autopolars en el pla, tetraedres autopolars a IP?, etcetera).
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Teorema 6.28. Sigui Q = [7] una quadrica de P" i siguin p, q € P” dos punts diferents. Aleshores:
1. St p,q € |Q|, tenim que p i q son conjugats si i només si p N q esta continguda en Q.
2. St p €1Ql7q ¢ |Q|, aleshores p i Q son conjugats sii noméssi pV q és tangent a Q i no esta continguda
en Q.
3. St p,q & |Q|, aleshores p i q son conjugats respecte de Q si i només si p V q és una corda d'extrems a, b,

aleshores { p, q} i {a, b} se separen harmonicament. Esa dir, ( b q>a,b) = -1

Demostracio.

1. Posem p = [#]igq = [v]. Per hipotesi y(u,n) = 5(v,v) = o. Per tant p i g sén conjugats si, i
només si, 7 (#, v) = oiaixd equival a que la restricci6 de 7 a (#, v) sigui zero, és a dir que la recta estigui
continguda en Q.

2. Amb la mateixa notacid, la restriccié de 7 no és zero perque ara suposem que 7 (v, v) # o. Pellema 6.17
larecta p V g serd tangent si, i només si, 7(#, u) - y(v,v) = y(u,v)* = o. Com que estem suposant
p € |Q| tenim que #(#,#) = o. Per tant, la recta és tangent si, i només si, 7(#,v) = o, és a dir, els
punts sén conjugats.

Suposem ara que els punts p i g no pertanyen a la quadrica, és a dir (%, #) i #(v,v) sén no nuls.

Qo

Primer veiem que si p i g sén conjugats, és a dir, 7(#, v) = o, aleshores p V g és una corda. En efecte,

la quadrica restringida a la recta té matriu:

(;7(%, u) o )
o 7(v,0)

per tant, la restriccié a la recta és no degenerada i en conseqiiénciala recta és una corda. Per tant, podem
suposar que p V g és una corda. Siguin i b els seus extrems (si K = R i els extrems sén imaginaris
conjugats, estenem K als nombres complexos). Volem veure que p i ¢ sén conjugats si, i només si,
(a,b, p,q) = —1(0 equivalentment (p, g, a, b) = —1).

Considerem una refereéncia sobre la corda de manera que 2 = [1 : 0],& = [o : 1]. Aleshores, en

aquesta referéncia, tenim que la matriu de la quadrica restringida és:

ja que a, b pertanyen a |Q|. En aquesta referéncia, els punts p, ¢ tenen coordenades p = [« : 1], 9 =

[8 : 1]. Tenim que els punts sén conjugats si, i només si:

woft J()-ers--

Laraé doble (4,6, p,q) = ([1: 0], [0 : 1], [@ : 1], [ 8 : 1]) es pot calcular amb els determinats i s'obté
é

és (a,b,p,q):éz—L ]

facilment £. Per tant, efectivament, p i ¢ sén conjugats, és a dir, & + 8 = o si, i només si, la ra¢ doble
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6.7 QUADRIQUES DEGENERADES

Fixem un espai projectiu de dimensi6 P” i considerem una quadrica Q) en P” de rang 7. Recordant 6.10, Q és
degenerada si # < 7 (i no degenerada si » = # + 1). Equivalentment, la varietat de punts dobles D de Q és
de dimensi6é # — 7 > o, en particular no buida.

Considerem una referéncia projectiva R = ( DPos- s ps A ) tal que po, prs - - . Pu—r s6n punts de D. Sigui
€os - - . » €, UNa base adaptada. Aleshores els vectors e, . . ., €,— son del nucli de la matriu de Q (per definicié

de punt doble). Aix{ doncs, la matriu M de Q en aquesta referencia és de la forma:

o ... O o . o

o ... O o . o
M =

O ... O dp—rtip—r+1 -+ An—r+,n

O .. O  dy—pirn -+  dun

Posem M, ala submatriu 7 X 7 dels elements 4; ;. Tenim doncs que rang(Q) = rang(M) = rang (M) =
7. En particular M, és una matriu simétrica de rang maxim. En aquesta referéncia, la varietat lineal D té
equacions X,—,4 = ... = X, = o. La varietat lineal L d’equacions x, = ... = x,—, = o és suplementaria de
D. La restricci6 de Q a L té matriu M., denotem per Qr aquesta restriccié. Siun punt p = [x, : ... : Xy]

no pertany a D considerem:

(pvD)NL=fo:...:0: Xpppri...: %]
i el denotem per p’. En referéncia subordinada a L. les coordenades de p’ sén [x,— 4y 1 ... 1 %5,].
Lema 6.29. Siguin p =[xy :...:x,]ig = [yo St yﬂ] dos punts que no pertanyen a D. Aleshores p i g

son conjugats respecte de Q si, i només si, p’ i q' son conjugats respecte de Qr. En particular p € |Q| si, i només

si, p' € QL.

Observaci6 6.30. Sigui p un punt que no pertany nialD niaL. Com L i D sén suplementaries existira una
Unica recta per p que talla a les dues varietats lineals. El tall amb L necessariament és el punt p’. Segons 6.2.9

totalarecta p V p’ esta continguda en | Q] siinoméssi p’ € | QL|.

Proposici6 6.31. Sigui Q una quadrica degenerada amb varietat lineal de punts dobles D # 0. Sigui L una
varietat lineal suplementaria deD. Denotem per Qr. la quadrica (no degenerada) restriccid de Q a L. Aleshores

|Q| és la unid de les rectes que uneixen punts de |Qv| i punt de D. Es a dir:

0] =DuU U XV y.

ve|Qul.yeD
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Definicié 6.32 (Con). Diem con a una quadrica de rang 7, o sigui un per sota del rang maxim. En aquest cas,

D esta formada per un punt V" al qual anomenem vertex del con.

Observacié6 6.33 (Sobre els cons).

1. Podem prendre com a varietat L un hiperpla que no passa per 7. La proposicié ¢.31 ens diu que a
Ihiperpla hi ha una quadrica no degenerada i Q la podem veure com la unié de " amb tots els punts
de la quadrica no degenerada.

2. Per tant, un con en el pla é un parell de rectes que passen per un punt V. Sobre els reals aquestes rectes

poden ser reals o imaginaries conjugades. En ¢l pla els cons son les quadrigues de rang 2.

Quadriques de rang 2. Amb aquesta hipotesi, la varietat lineal D té dimensié n — 2 (n — rir = 2)i
una varietat suplementaria és una recta sobre la qual tenim dos punts (que, com abans, sobre R poden ser
imaginaris conjugats). UnintD amb els punts obtenim que les quadriques de rang 2 sén exactament els parells
d’hiperplans diferents. Sobre els reals poden ser dos plans imaginaris conjugats.

Quadriques de rang 1. Per estudiar les quadriques de rang 1 no necessitem usar 6.31 (en aquest cas, L és un
punt i sobre un punt no tenim quadriques). Agafant la referéncia de manera que els punts po, ..., p,—, € D
tenim que la matriu esta formada per zeros llevat de I'element ,,,,, necessariament no nul. Per tant 'equacié és
x5 = o. Diem que és un hiperpla doble ja que les seves solucions sén els punts de hiperpla x,, = o «comptats

dues vegades».

6.8 QUADRIQUES EN ESPAIS AFINS

Considerem un espai afi (A”, F) i recordem que vam construir un espai projectiu que el conté i al que ano-
menem la seva complecid projectiva. Tenim, com a conjunts, A" = An P(F). Aixi que la diferencia entre
lespai aff i I'espai projectiu A \ A” és un hiperpla H que correspon a les classes dels vectors de l'espai afi.
També vam veure que tota referencia aff té associada una referéncia projectiva que permet relacionar bé les
coordenades afins i projectives. Concretament, si p € A” té coordenades afins (4., . . ., 4,) aleshores les seves
coordenades projectives sén [1: dy;. .. : d,].

De manera intuitiva una quadrica aff la podem pensar, un cop fixada la referéncia, com una equacié de se-
gon grau en 7 variables x;, . . ., x, no necessariament homogenia, és a dir: hi haura una part quadratica (els
monomis de grau 2), una part lineal i un terme independent. Per fer una formulacié independent de coor-
denades i que eviti la incomoditat de treballar amb monomis de diferents graus, definirem les quadriques
afins com quadriques projectives en A" deles quals mirem els punts afins. Aixo també permet associar

ala quadrica una forma bilineal i poder usar, entre altres, la polaritat.

Definicié 6.34 (Quadrica en l'espai aff). Una quadrica en l'espai afi A” és una quadrica en I'espai projectiu

A que no conté ’hiperpla de 'infinit H.
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Observaci6 6.35. Suposem, com al principi, que tenim fixada una referéncia af i que considerem en la com-
plecié projectiva la referéncia projectiva associada. Aleshores donar una quadrica afi Q equival a donar una
quadrica projectiva Q de matriu M. La condicié que Q no contingui He, és equivalent a qué algun coeficient
a;j sigui no nulamb 7, j > 1.

Definici6 6.36 (Secci6 impropia). Observem que la restriccié de Q a 'hiperpla de linfinit és una quadrica
que té matriu M. Li diem quadrica de linfinit o seccid impropia. Des del punt de vista de les equacions, la

matriu M correspon tant a la quadrica projectiva de la definicié:

AooXy + 2A01 XXy + - . .+ 2d07 X0 %y + E a; jX;X; = o.

7,] 21

Com ala seva restriccié a l'espai aff:

Aoo + 2d0: Xy + . o . + 2d0p %y + Z a;,jX;X; = o.
4,721
La quadrica obtinguda restringint a Ho té equacid 2. >, 4/,;%;%; = o. Aquesta equacio és exactament la

part quadratica de I'equacié de la quadrica afi.

Notacié 6.37. Donada una quadrica aff Q denotarem per Q la quadrica projectiva de la qual prové. La
definicié ens diu que, des d’un punt de vista formal, les dues quadriques s6n el mateix. La diferencia de
notacié es deu a que en el cas aff considerem només les solucions propies i per tant I'equacié és I'obtinguda
fent x, = 1. Noteu que la matriu de les dues quadriques és la mateixa. Denotem per Qo la restriccié de Q a

Phiperpla de Pinfinit. Per hipdtesi Qco és una quadrica ben definida. Tindrem doncs que |Q| = |Q| U |Qc-

Definici6 6.38 (Quadrica aff no degenerada). Direm que una quadrica aff Q és no degenerada si @ també

és no degenerada. Equivalentment si det(M) # o.

El fet que tinguem un hiperpla distingit permet definir nous conceptes, purament afins, relacionats amb la

posicid relativa de la quadrica amb Phiperpla H.

Definici6 6.39 (Paraboloide). Diem que una quadrica afi no degenerada Q és un paraboloide si és tangent a
Ihiperpla de infinit. El punt de tangencia sera conjugat de tots els punts de 'infinit. Per tant, també es pot

dir que un paraboloide és una quadrica no degenerada Q tal que Qw és degenerada.

Definici6 6.40 (Parabola). Una conica no degenerada (amb punts) Q del pla afi A*, és una parabola si és
tangent a la recta de linfinit. Es a a dir, en e cas del pla anomenem pariboles als paraboloides. Observem que

equival a dir que | Qoo| és un punt.
Definici6 6.41 (Hiperbola). En el cas que |Qoo| estigui formada per dos punts reals diem que Q és una bi-

perbola.
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Definicié 6.42 (Ellipse). En el cas que | Qoo| estigui formada per dos punts imaginaris conjugats diem que

és una el-lipse.
Notem que sobre els complexos hiperboles i el-lipses son indistingibles.

Observacié 6.43.

1. Notem que 'hiperpla polar /, es calculaamb la matriu de Q, que és comtialade Q; per tant, ho veiem
com 'hiperpla polar respecte de la quadrica projectiva. Notem que el centre serd un punt impropi si, i
només si, és autoconjugat (pertany a | Qoo|) i el seu hiperpla tangent és Heo.

2. Per tant, el centre existeix i és Gnic si, i només si, Q) no és un paraboloide. En el cas dels paraboloides, el
centre no existeix en el sentit que no és un punt propi. Direm que té centre impropi, aquest centre és el

punt de tangencia amb P'infinit.

Proposici6 6.44. Sigui Q una quadrica afi no degenerada amb centre propi O. Aleshores O és un centre de

simetria: si p € |Q|, aleshores el simetric de p respecte de O pertany a Q.

Demostracio. Considerem la corda O p i tallem amb Phiperpla de I'infinit He, sigui peo aquest tall. Per defi-
nicié de centre, O i poo s6n conjugats. Hem vist a la secci6 anterior que en aquest cas els extrems de la corda
{ 2 p’} separen harmonicament {O, poo}. O sigui: ( pp,0, poo) = —1. Com el quart punt de la raé doble
es troba a l'infinit, coincideix amb la raé simple: (p, p’, O) = —1. Aixd equival a dir que O és el punt mig de

pip's per tant, Ialtre extrem de la corda, p’, és el simetric de p respecte de O. [

Procés 6.45 (Calcul del centre). Seguint la definicio, si Q té matriu M com a Uinici de la seccid, aleshores

(. .ray) =1:ay: - ay,] é&elcentrede Q si 'biperpla:

Xn

és biperpla xo = o. Aixo és equivalent a dir que el productede (1, a,, . . ., a,) amb M, que calcula els coeficients

de Ubiperpla polar, dona (p, o, ..., o). Pertant:
(ta o a)M=(p o - o).

Com la matriu M és simeétrica, podem transposar i escriure la condicid anterior com el sistema segiient, que

anomenarem sistema del centre:

r\ (r
a; o

M =|.1 (6 I)
ay (0}
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del qual la primera equacid no dona cap informacio. En ¢l cas dels parabaloides el sistema (6.1) és incompatible.

Per exemple el centre de la conica x} + x} — 1= o el trobem amb el sistema d’equacions:

-1 o o\/[1 P
o 1 of|lx|=]o0
o o 1/\x, o

que t¢ solucid (o, o).

Definici6 6.46 (Diametres). Sigui Q) una quadrica afi no degenerada amb centre O. Anomenem diametres
ales rectes que passen pel centre. Diem que dos diametres sén conjugats si els corresponents punts de I'infinit

son conjugats respecte de Q0. Els diametres que tenen el punt impropi en Qo sanomenen asimptotes.

7

CLASSIFICACIO DE LES QUADRIQUES

Definicié 7.1 (Quadriques equivalents). Siguin Q;, Q, dues quadriques projectives (reals o complexes). Di-
em que sén equivalents si existeixen dues referencies R, i R, de manera que la matriu de Q, en la referéncia R,

és proporcional a la matriu de Q, en la referencia R,. Posarem Q, ~ Q, i aix0 és una relacid d equivaléncia.

7.1 CAS PROJECTIU COMPLEX

Proposicié 7.2 (Rang de les quadriques projectives). El rang és un invariant de les quadriques projectives re-

als i complexes.

Demostracio. Recordem que vam definir el rang d’una quadrica com el rang qualsevol matriu que la repre-
senta. Si dues matrius M, M’ representen la mateixa quadrica, aleshores existeix una matriu invertible 4 de
manera que 4 TMA=2M per una constant no nul-la A. Com rang (4 TMA ) = rang(M) tenim que té
sentit definir el rang de Q. Si Q; ~ Q,, aleshores podem mirar el rang de les dues quadriques en la matriu que

les representa simultaniament i tenim que rang (Q;) = rang (Q.). |

Lema 7.3 (Equacions reduides d’'una quadrica projectiva). Per a tota quadrica projectiva existeix una refe-

rencia en la qual la matriu de la quadrica é diagonal.

Demostracio. Primer ens reduim al cas en que la quadrica és no degenerada. Vam veure en una lligé anterior

que existeix una referéncia en la qual la matriu de la quadrica és de la forma:

o ... O o N (0]
o ... O o N (@)
M = ,
O ... O d4u—ypyrn—r+1 ++- Ap—rt+in
o ... O Ap—r+u,n N Ann
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Cas projectiu complex 7.4

on M’ = (oz Zj) és una matriu simetrica de determinant no nul. Per tant és suficient amb diagonalitzar A".
Suposem doncs que Q és una quadrica no degenerada en un espai projectiu P de dimensié 7.

Provarem per induccié que existeix un simplex autopolar po, . . ., p,, aixd acabara la demostracié ja que sa-
bem que en la referencia ( Pos -5 P A) la matriu de Q sera diagonal. Siz = 1 és suficient considerar un
punt p, fora de la quadrica i prendre p, el seu punt conjugat, per definicié formen un simplex autopolar.
Suposem que 7 > 1i considerem p, ¢ |Q|. Aleshores el seu hiperpla polar H), talla Q) en una quadrica no
degenerada: en efecte si hi hagués un punt doble x de Q) N A, tindriem que x seria conjugat de tots els punts
d’ Hp, i també de p,, per tant p, V H, =P C H (iels punts conjugats formen una varietat lineal que, com
aminim, conté H,, V Po)- Es a dir, x seria un punt doble de Q i aix0 contradiu que sigui no degenerada. Fi-
nalmentapliquem la hipotesi d’induccié i obtenim que existeix un simplex autopolar py, . . ., p, de QN Hp, .

Com tots aquests punts sén conjugats de p, obtenim que po, pi, . . ., pn és un simplex autopolarde Q. m

Considerem ara una quadrica projectiva Q i una referencia en la qual la matriu de Q és diagonal. Podem

suposar que l'equaci6 de Q és dela forma aoox + - - - + a,,x% = 0.

le) “ e le)

Notem que rang((Q) = 7+1. Finsarano hem fetservir que els coeficients sén complexos, ésadir: #,; € C\{o}.

Fem el canvi de variables:

Yo = Vaoo0Xos -5 Vr = NArrXys Vr+1 = Xpt15 -+ -5 Y = Xp.

En les noves coordenades I'equacié de Q és:

2 2 _
Yot+...+yi=o0

Aleshores té rang 7 + 1, el rang és invariant per la relacié d’equivalencia que ens hem fixat i diem que aquesta

equacié és reduida.

Teorema 7.4 (Teorema de classificacié de les quadriques projectives complexes). Siguin Q,, Q, duesquadri-

ques en un espai projectin complc‘x. Son equz'wzlmts:

L Qi ~ Q..
2. rang (Q,) = rang (Q,).

3. Q17 Q, tenen la mateixa equacid reduida.
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Demostracio. Com el rang és un invariant projectiu de les quadriques tenim que el primer apartat implica el
segon. Daltra banda, hem vist que el rang determina l'equacié reduida, per tant, el segon apartat implica el

tercer. Finalment, per la definicié de relacié d’equivaléncia, el tercer apartat implica el primer. [

7.2 CAS PROJECTIU REAL

Haviem arribat, sense usar cap propietat especial del cos base, a l'existencia de simplexs autopolars per a la
quadrica fixada Q i per tant a l'existencia d’una referencia en la qual la matriu de la quadrica és diagonal.
Podem suposar que l'equacié de Q és de la forma: ao0x2 + ... 4+ @,,x% = 0, on tots els coeficients 4;; sén no
nuls pero < 7 < 7. En particular el rang de Q és 7 + 1. Podem, doncs, suposar que permutem les variables de
forma que tots els coeficients #;; sén positiusdesde 7 = ofinsa7 = jiquea;; <operi= j+1,...,7. A

més a més podem suposar que j +1 > 7 — j, 0 equivalentment j > % Ara fem el canvi de variables:

Jo = Néoo *Xos--+>Vj = [4);
Vit1 = AT X s - Yr = N T Arr Xy
Vr+1 = Xptis «« o5 Y = Xp.-

En les noves coordenades I'equaci6 de Q és:

2

Yot Y= Vim— = Y=o (7.1)
Diem que aquesta equaci6 és reduida.

Observaci6 7.5. Observem que 'equacié reduida esta determinada per dues constants: el nombre de coefi-

cients no nuls 7 + 1 (que és igual al rang de Q) i el nombre de coeficients positius 7 + 1.

Definicié 7.6 (Index de la quadrica). Sigui Q una quadrica de l'espai projectiu real. Anomenem index de la

quadrica a la constant segtient:
7(Q) = max{dim L | L és una varietat lineal amb L. N Q] = 0}.

Dit d’una altra forma: 'index mesura la mida de la varietat lineal més gran que podem trobar sense tenir punts

en comu amb Q. Pindex també és un invariant.

Proposici6 7.7. Tenim les segiients propietats de l'index de les gquadriques de Uespai projectiu real:
1. Lindex és un invariant projectin, és a dir, si dues quadriques son equivalents aleshores tenen el mateix
index.
2. 81 Q t¢ lequacio reduida (7.1), aleshores j(Q) = J.
3. n— j—1=max{dimL | L & una varietat lineal amb L. C |Q|}.

Com a conseqiiencia, n — j(Q) — 165 la dimensid maxima d’una varietat lineal continguda a la quadrica.
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Cas projectiu real 7.10

Demostracio. El primer apartat és conseqiencia de que el conjunt de les varietats lineals disjuntes amb | Q] és
una nocié intrinseca, independent de la referéncia escollida. Per demostrar els apartats segon i tercer conside-

rem les varietats lineals:
L:xﬁl:...:xn:o,

M Xo = Xjbry e vy Xpm jor = Xpy Xpmj = ... = Xj = 0.

Aquestes j +1equacions ens diuen que L té dimensié 7 1M té dimensié 7 — j —1,il'equacié de Q restringida
aMés o = 0. Com L, M s6n disjuntes, aleshores sén suplementaries. En efecte, substituint en I'equacié (7.1)
obtenim que L N [Q] = 0iM C [Q]. Sigui L una varietat lineal de dimensié > ; aleshores L’ " M # 0
i, per tant, no pot ser disjunta amb Q. En més detall, com M C |Q] implica que L’ N |Q] # 0, ja que
L'NnM cL'n|Q| # 0,iarribem a una contradiccid. Aixo és, no hi ha cap varietat amb dimensié superior a
7 disjunta amb Q. De la mateixa forma no hi pot haver una varietat de dimensié > 7 — j — 1 continguda en

Q perque tallaria L. |

Teorema 7.8 (Teorema de classificacié de les quadriques projectives reals). Siguin Q,, Q, duesquadriguesen

un espai projectiu real. Son equivalents:

. Oy~ 0Q,.
- rang Q) = rng Q)£ 7(Q) = 7 (Q:)

3. Q17 Q, tenen la mateixa equacid reduida.

Lema 7.9. Sigui M una matriu representant una quadrica Q. Suposem que M té a,. VAPs estrictament

positiusi a— VA Ps estrictament negatius. Aleshores:

J(Q) = max {d+; ﬂ_} — 1.

Teorema 7.10 (Regla de Descartes). Sigui p(x) = ao + ax + ...+ a,x” € R[x] un polinomi amb totes les

arrels reals. Considerem la successio de signes:
signe (a,)  signe (a,—,) ... signe(a,) signe(a,).
Aleshores el nombre d arrels positives de p és igual al nombre de canvis de signe de la successio.

Per calcular 'index usem els dos resultats: gracies al lema només hem de mirar quantes arrels positives i ne-
gatives té el polinomi caracteristic de la matriu. Noteu que no necessitem saber quins sén els VAPs, no-
més els seus signes. D’altra banda, les matrius simetriques diagonalitzen', per tant el polinomi caracteristic té

totes les arrels reals i podem aplicar la regla de Descartes.

' Totes les matrius simetriques diagonalitzen en virtut del teorema de Schur.
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7.3 CLASSIFICACIO DE LES QUADRIQUES AFINS REALS I COMPLEXES

Definicié 7.1x (Quadriques equivalents). Siguin O,, O, dues quadriques afins (reals o complexes). Diem que
q q g

s6n equivalents si existeixen dues referéncies afins R, i R, de manera que la matriu de Q, en la referéncia R, és

proporcional ala matriu de Q, enla referéncia R,. Fent el mateix argument que en el cas projectiu es demostra

que es tracta d’una relacié d’equivalencia, posarem Q; ~ af Q..

Observaci6 7.12. Les afinitats corresponen a projectivitats en la seva compleci6 projectiva f : A? — A”
que deixen invariant Phiperpla de linfinit. En particular si dues quadriques s6n afinment equivalents ales-
hores les corresponents quadriques projectives seran projectivament equivalents i també les seves seccions

impropies. Per tant:

QI ~af QZ = §1 ~ QZ’ §1,oo ~ Qz,oo'
Proposici6 7.13. Sigui Q una quadrica afi real. Denotem amb r(Q) el rang de Q L amb ' (Q) el rang

de Qco. De la mateixa manera denotem per j(Q) 7 (Q) els indexs de Q ¢ Qoo, respectivament. Aleshores

r(Q),r'(Q),j(Q),j (Q) son invariants. Si Q és complexa, aleshores només tenim els invariants r(Q) i ¥’ (Q).

7.4 EQUACIONS REDUIDES DE LES QUADRIQUES I TEOREMA DE LA CLASSIFICACIO

Considerem una quadrica Q en un espai afi (A”, F). Una referencia en aquest espai af{ estd formada per un
punt p € A” iunabase (¢, ...,¢,) dF.
* Aquesta base determina una referencia projectiva ([¢,], . . ., [en]; [e: + . . . + ¢,]) enhiperpla de I'in-
finit Hy, = P(F).
* A tota quadrica projectiva se li pot associar una matriu diagonal amb 11 —1 a la diagonal i en una refe-

réncia aff convenient podem posar la matriu de Q de la forma:

Aoo 4o .- 4jo ﬂ(]’+1)o cev Apo A(r4)o -+ 4no

a I ... o 0 ... o© o ... o©

ajo o I 0 o o o
4(j+o O o -1 o o o

. . bl

Ao o 0 0 -1 o o
A(ri)o O o o o o o

dﬂo O DR O O DR O O DR O

on el nombre de vegades que apareix I'1 (/ vegades) és més gran o igual que el nombre de vegades que

apareix —1 (7 — 7 vegades).
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Equacions reduides de les quadriques i teorema de la classificaci6 7.15

Posant la matriu per blocs tindrem:

doo d; A, dy
al'’ d o o
al’ o -Id ol
43T o o o

Proposici6 7.14. Per a tota quadrica afi real en un espai afi de dimensid n, existeix una referéncia afi en la

qual lequacid de la quadrica é& una de les segiients (tornem a utilitzar les variables (%o, . . ., %,):

2 2 2 2_ . . e . . . :
LA, - — X} =0, amb j > r— jiinvariants(r,j —1,7, j —1).
2 2 2 2_ . e e . . . ;

2 XX =X~ = v amb j >~ jiinvariants (F 41, [ =17, ] ).
Wb AR o= yamb < jiinsariants (417 = Jyryr— -1
3 1 oo ]+I o« . r y ol b *
4 XTH . X=X — .. = XE=2Xp,amb [ > 7 — jiinvariants (r+2, j,7, j —1)

. 1 DEEEY ] J+I v nw o bl bl *

Teorema 7.15 (Teorema de classificaci6 de les quadriques afins reals). Siguin Q., Q, dues quadriques en un
espai afi real. Son equivalents:

L Q~ af Q..

2. Q11 Q, tenen els mateixos invariants (r, jr'.j )

3. Q17 Q, tenen la mateixa equacio reduida.

Demostracio.
1= 2 Es degut a que els quatre nombres sén invariants.
2 = 3 D’altra banda, analitzant el resum anterior observem que totes les equacions reduides tenen invariants
diferents, per tant no sén equivalents entre si i en consequiencia a tota quadrica li correspon una tinica
equacio reduida.

3 = 1 DPerladefinicié de la relacié d’equivaléncia. [
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Figura 3: Teorema de Pappus
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Figures 7.15

Figura 5: Teorema del quadrilater complet
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TAULES DE CONIQUES I QUADRIQUES

INVARIANTS PROJECTIUS
reduida

2 2 2 _
Xt X7 +Xx, =

=
o
+
=
o

|
=

Il

r

J

2

tipus

irnaginéria

no degenerada

parell de rectes
imaginaries

parell de rectes
reals

recta doble

Taula : Tipus de coniques reals afins i projectives.

INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS

reduida

_xz_yz:I

V/

2

j/

I

o

tipus

imaginéria
ellipse

hiperbola

parabola

parell de rectes

imaginaries
parell de rectes

imaginaries
parell de rectes

reals

parell de rectes
reals paral-leles

recta doble

propia

seccio
parell de punts
imaginaris
parell de punts
imaginaris
parell de punts
reals
punt doble
parell de punts
imaginaris

punt doble
parell de punts

reals

punt doble

recta doble

sonbrpenb 1 sonbrugs ap sopney.
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Taula 2: Tipus de quadriques afins i projectives de I'espai real tri-
dimensional.

INVARIANTS PROJECTIUS

reduida roj
2 2 2 2
xptxitx;+xr=0 4 3

2 2 2 2
Ko+ X +x;—x;=0 4 2

2 2 2 2 —
Xog+X —X, —X; =0 4 1

)

2 2 2

xX;+x +x;, =0 3 2
2 2 2 —

Xt X —X, =0 3 1
2 2 —

X+ X =0 2 I

tipus reduida
imaginaria —x*—yr—z* =1
X*+y*+ 3 =1
no reglada
g x? — yz — g =1
x*+ y* =2z
X+ y*—2* =1
reglada J

con imaginari

con real
X+ y* =1
X% — }/z =1
x*=2y
parell de plans x*+y*=o0
imaginaris
—x*=1

V’

3
3

J

2
2

tipus
imaginaria
ellipsoide
hiperboloide
de dues fulles
paraboloide
el-liptic
hiperboloide
d’una fulla
paraboloide
hiperbolic
con imaginari
cilindre
imaginari

con real

cilindre
elliptic
cilindre
hiperbolic
cilindre
parabolic
parell de plans
imaginaris no
paral-lels
parell de plans
paral-lels i
imaginaris

INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS

seccto
imaginaria
imaginaria
real no
degenerada
parell de rectes
imaginaries
real no
degenerada
parell de
rectes reals
imaginaria
parell de rectes
imaginaries
real no
degenerada
parell de rectes
imaginaries
parell de rectes
reals

recta doble

parell de rectes
imaginaries

recta doble

sonbripenb 1 sanbrugo ap sopney.
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Taula 2, continuacid.

INVARIANTS PROJECTIUS INVARIANTS AFINS NO PROJECTIUS
reduida roj tipus reduida A tipus seccto
o parell de plans ¥ -y =o 5 parell de plans  parell de rectes
xXZ—xr=o0 2 reals no paral-lels reals
reals arell de plans
x*=1 I p P recta doble
paral-lels
x:=o 1 O pla doble x*=o I un pla d(')ble recta doble
propi

P SQIHBL

N

enb 1 sonbrugo o

N

sonbuip
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