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Mesura de Lebesgue

I

MESURA DE LEBESGUE

Definicié r.x (Mesura i interval a R”). Lamesura (Jongitud)d uninterval [a, b] (obé [a, b), (a, b],0 (a, b))
aRés|[a,b]| = b — a. Diem interval a R” a qualsevol conjunt de la forma I = [y, b,] X - -+ X [a,, b,],
amb 4, < b,...,a, < by, 0a qualsevol obtingut de manera semblant reemplacant qualsevol dels in-
tervals [a;, b ;] per [a;,b;),(a;,b;] 0 bé (a;,b;). Daquests intervals, a vegades també se’n diuen rec-
tangles. L'interval és obert si els intervals a R que el produeixen sén tots oberts; és a dir, si / ¢ la forma

I = (a5, b) %X (an, b,). Andlogament, [ és tancat siésdelaforma ] = [a,, b] X -+ - X [a,, b,].

Definicié 1.2 (Volum d’un interval). Sigui / = (ay, b;) X -+ X (ay, b,) un interval obert. Definim la ze-
sura exterior per intervals o volum d’un interval ila denotem per m* (1) o v(I) com el producte de les seves
llargaries, és a dir:

m* (1) =v(l) = I|" = (by—a,) - - (by — an).

A R? un interval és un rectangle, i la seva mesura és I'area. A R? un interval és un paral-lelepipede i la seva

mesura és el volum.

Definici6 1.3 (Mesura exterior de Lebesgue). Sigui 4 € R”. Diem mesura exterior de Lebesgue d’4 a I'in-

fim:

oo

|A|* = m*(A) = inf Z m(1;) | AC U[’" 1, interval obert

=1 =1
Per tant, de tots els possibles recobriments d’ A4 per intervals, en calculem la suma de volums dels intervals i en

prenem I'infim.

Propietat 1.4.

1. La mesura exterior del conjunt buit és o.
2. SiA,B CR" i A C B, llavors | A|* < |B|".
3. Si A ¢ finit o numerable, | A|* = o.

Demostracio. Aixod és aixi perque tot recobriment per intervals de B és també un recobriment per intervals

b)

d’A 1, per tant, I'infim que defineix | B|* s’agafa sobre un conjunt de recobriments més petit que el conjunt de
recobriments d’ 4. L’tltim apartat es resol de manera semblant a com hem vist que la mesura d’un sol punt és
o: sigui {x; } un conjunt numerable. Per a tot &, tenim I, = (x; — £, x; + £) és un interval obert que conté

Xp; és adir, || = zi/e Si calculem, doncs:

o (o] I
N
LI R
k=1 k=1 2
Obtenim |{xp }| = inf{X; | 1] | X € Up Ip} = o, jaque tots sén o. |
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Mesura de Lebesgue LII

Propietat 1.5 (Invariant per translacions). A4 més, m* é invariant per translacions; aixo és, per a tot A C R”
{perator x € R” tenim m* (A + x) = m*(A). Existeix un recobriment en ¢l desplagat si, 1 només si, existeix

un recobriment en el mateix conjunt:
o0 o0
AcC U[,- — A+xC U(L-+x)
=1 =1
També, el volum és el mateix, v(1) = v(I + x).
Propietat 1.6 (7-subadditivitat). La mesura exterior de Lebesgue, m*, és o-subadditiva:

4

k=1

< Y m* (), YAy C R,
k=1

*
m

Definici6 1.7 (c-algebra). Si X ésun espai X = R”, un familia ¥ C P (X) és una o-algebra si:
. X ez
2. SiE € 3, aleshores E€ € 3.
3. Si{E}y, € X, aleshores U, Er € Z.

Definicié 1.8 (Mesura positiva). Sigui X isigui ¥ C P (X) una g-algebra. Una funcié ¢ : £ — [o, +00]
és una mesura positiva si:

. u(0) = o.

2. pés o-additiva: si £ ;€ 2 s6n disjunts dos a dos, llavors:

2 UEJ =Z#(Ef)-
j= Jj=

A tall d’observacid, la mesura exterior és positiva.

Definici6 1.9 (Conjunt mesurable Lebesgue). Sigui £ C R”. Diem que E és mesurable Lebesgue si per a

tot 4 C R” es dona el segiient:
|A* = | AN E|* +|4n E°|".

Alternativament, un conjunt 4 és mesurable Lebesgue si per a tot £ > o existeix un obert U O A tal que

m* (U \ A) < ¢.Si A CR”é mesurable, definim m(A4) = |A| = m*(A).

Definicié 1.10 (s-algebra de conjunts mesurables Lebesgue). Els conjunts E que tenen aquesta propietat for-

men una o-algebra, denotada M(R”) i anomenada la 7-algebra de conjunts mesurables Lebesgue.

Definici6 r.ix (Mesura de Lebesgue). La mesura exterior restringida a M(R”) és una mesura positiva, ano-

menada mesura de Lebesgue.
|-1: pw@®R") — [o,+c0]
E — wE)=I|E]
Pera E € M(R”) denotarem | E| en lloc ’| E|* (tot i que siguin el mateix valor).
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Funcions mesurables i simples

Propietat r.12.
. SiA,Be M(R*)iAc B, |A| <|B|.
2. SiA,Be M(R*)i A C B, |B\ A| =|B| — | 4| sempre que | A| < +o0.
3. SiE; € M(R?), j > 1, formen una successio ascendent, E; C E i, peratot j > 1, llavors | U;.OZI Ej| =
lim jc0 | E;].
4. Invariancia per translacions i simetria respecte Zbrzgen. Com ja hem vist per a mesures exteriors, 1.5, st
E € M(R?”), aleshores:
cx+E={x+y|yeE} e MR i|x+E| = |E|.
e —F={-x | x € E} € M(R”) 7| = E| = |E| (la mesura positiva é& una funcid parella).
5. St 1 ésinterval, I € M(R?) 7 |I| =v(]).

Observaci6 1.13. Els conjunts oberts (i, per tant, tancats) sén mesurables. Essent M(R”) una o-algebra,
també sén mesurables els conjunts anomenats:
* G, éslainterseccié numerable d’oberts.

* F; ésla unié numerable de tancats.

2

FUNCIONS MESURABLES I SIMPLES

Proposici6 2.x. Sigui [ : E — R, E C R” mesurable. Son equivalents:
1. Ya € R, el conjunt [ 7 (a,+0] = {x € E | f(x) > a} é mesurable.
2. Ya € R, el conjunt f [ a,+0] = {x € E | f(x) > a} é mesurable.
3. Va € R, el conjunt f 7 [—co,a) = {x € E | f(x) < a} é mesurable.
4. Ya € R, el conjunt f ' [-o0, a] ={x € E | f(x) < a} é mesurable.
Quan es compleixen aquestes condicions, també es dona que per a tot e € R, f7{a}) ={xeE | f(x)=a}

és mesurable.

Definicié 2.2 (Funcié mesurable). Una funcié f' : E — R és mesurable si E és mesurable i es compleix

algun dels apartats de la proposicié anterior.
Exemple 2.3 (Exemples de funcions mesurables).
1. Funcions constants.
2. Funcions caracteristiques de conjunts mesurables.

3. Funcions continues.

4. Funcions iguals a una funcié mesurable llevat, potser, algun conjunt de mesura zero.

Propietat 2.4. Donada [, tenim f* = max{f,0} i f~ = max{—f, o}. Daquesta manera, [ = f*—f"i

Fl=f+f~
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Primer pas 3.1

. Siguinc € R,E € M(R")if, g : E — R funcions mesurables. Aleshores:

fﬂf+&fu$§%muV£LVLfif

son funcions mesurables.
2. Siguin fp : E — R keN, [funcions mesurables. Aleshores:
inf f3, supf, lim f3, lim f3, lim f;
k b b0 k— o0 k— o0

son_funcions mesurables (sempre que aquests infims, suprems i limits existeixin almost everywhere, x €

E)

Definici6 2.5 (Funcié simple). Una funcié s : £ — R es diusimple si és de la forma

N

s(x) = > apya, (%), x € E,
k=1

ona,...,an €R, yéslafuncié caracteristicai 4,, ..., 4, € M(R") sén disjunts dos a dos.

Teorema 2.6. Sigui [ : R” — [o, +00]| mesurable. La successid {s,(x)} e, de funcions simples i positives:

m2"
k-1
Im = Z “ XE(kym) ¥ MYF(m)> m €N,

oM
k=1

amb E(k,m) = {x € R” | % < f(x) < 5Z}iF(m) ={x e R” | f(x) > m} és creixent (sp(x) >
52 (x) per a tor x) i lim ;00 5 (%) = f ().

Propietat 2.7 (Propietats de les funcions simples). Siguinc € R,E € M(R")if,g: E — R funcions

simples. Aleshores:

cﬂf+&fu$§%mMV@thfﬂﬁ

son_funcions simples.

3
INTEGRAL DE LEBESGUE

3.0 PRIMER PAS

Definici6 3.1 (Integraci6 de funcions simples). Sigui s = Z/]e\; XnXdp Xk =2 01k =1,..., N i, mesura-

bles (és a dir, s és una funcié simple positiva). La integral de s es defineix de la manera que esperem:
N
[ =2 a4l
T ke

' Cal suposar que g(x) # o almost everywhere.
* Tal com hem fet abans, cal suposar que g(x) # o almost everywhere.
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Integral de Lebesgue

En general, si £ € M(R”), definim:

s = a/eIAkﬂEI:/J- .
fo=2 R

k=1

Propietat 3.2. Siguin s,t > o funcions simples, i sigui {E;}; una col-leccio finita o numerable de conjunts

n
/ As=21 5.
R R”
Aquesta propietat és certa, de fet, per a tot A € R, pero de moment només tenim dret a integrar funcions
/';+t=/";+/'a
n Rn n
s < z.
n R}’l

4. o-additivitat (vespecte el conjunt d’integracio):

mesurables i disjunts dos a dos, tenim.:

. Sidl>o,

simples positives.

2. Additivitat:

3. Monotonia: si o < s < t, aleshores:

3.2 SEGON PAS

Sigui f : R” — [0, +00] mesurable no negativa. Considerem la familia de funcions simples que queden per
sotade [
S(f) ={s: R" — [0, +00] simpleiambo < s < f}.

En general, si £ € M(R”), aleshores:

f = sup R”5=>/f: fxe= sup /5.
E Rﬂ n

R” s€S(F) seS(fye) /R

Propietat 3.3 (Observacions i propietats).
1. Quan f = s simple, aquesta definicid coincideix amb la del primer pas.

2. Monotonia. Sio < f < gi E € M(R”), llavors:

[refs
éwezéﬁ
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Segon pas 3.7

4. Sif > omesurablei E,, E, € M(R”) amb E, C E,, llavors:

Jrelr

5. Sif > oésmesurablei Z és tal que | Z| = o, llavors:

/Ef:/E\Zf, VE € M(R").

Proposici6 3.4. Sif > o és mesurable szf < +09, llavors |{x € E | f(x) =+oo}| =o.

Demostracio. Per a veure aix0, definim Z = {x € E | f(x) = +oo}, que sabem que és mesurable. Per la

monotonia, tant respecte al conjunt d’integracié com a la funcid, tenim:

+<>o>/Ef2/Zf:/Z(+oo),

d'on deduim que | Z]| = o. Més formalment, considerem 4, = {x € E | f(x) > n},n € N, de manera que

Z =, 4y. Llavors:
/fz/ fZ/n:nlA,zL
E A, A
Jef

Per tant, |4,| < “£= — o sempre que 7 — oco. Com que Z C A, també tenim que [Z] < [4,] — o

quan 7z — oo. [
Proposici6 3.5. Sif > o és mesurable szf = o, llavors |{x € E | f(x) #o}| =o.

Demostracio. Per aveure aixo, sidiem A, = {x € E | f(x) > +}tenim{x € E | f(x)#o}=U,., 4,
11
= [ F> > [ —=24,
o=z f ez ) e

oo

o

n=i1

per tant, | 4,| = operatotn > 1i

|{er|f(x)¢o}|:

= o. |

Proposici6 3.6 (Additivitat). Sigui E € M(R”) isiguin f, ¢ > o mesurables. Aleshores:
[t+o=[r+]e
E E E

. SiEe M(R")if,: E — [o,+00],n € N, sdn mesurables; llavors,

k=1

Propietat 3.7 (Més propietats).

2. Si{Ey} ;. son conjunts mesurables disjunts dos a dos i f:Up, Ex — [o,+00] é& mesurable, llavors:

/LJ:.IE/:Z .
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Integral de Lebesgue

3.3 TERCER PAS

Prenem una funcié mesurable f : £ — R. Donada /" amb signe arbitrari, escrivim f = f* — f~. Com que

T =max{f,0}if” = max{—f, o}, aquestes funcions sén mesurables i, per tant, també ho és |f| = f*+/ .

Definici6 3.8 (Integral de Lebesgue). Sigui £ € M(R”) isiguif : E — R mesurable tal que almenys un
dels dos valors |, A / [ sigui finit. Llavors, definim la integral de Lebesgue de f com:

-
E E E
Definicié 3.9 (Funci6 integrable). Una funcié f : E — R mesurable és integrable si:
[i=[ e [
E E E
Denotem per L'(E) el conjunt de funcions integrables a E.

Observaci6 3.10. Atencid. Pot passar que / no sigui integrable perd que /E f sigui ben definit. De fet, amb

. . S . + — . .1
les definicions que acabem de veure, aixd passa quan una de les integrals / . rr / o £~ ésfinitailaltra no.

Proposici6 3.a1. Sigui E € M(R”), un conjunt mesurable.

. LN(E) é un espai vectorials sobre el qual la integral de Lesbesgue és una aplicacid lineal. Es a dir, si

a,feRif, g e L'(E), llavors af + g € L'(E) i:

[r+bo=a[ree e
[r<[ei|[rl<[in

3. Invariancia per translacions i simetries. Siv € R é fixi [ € L'(E), llavors f (x — v) € L'(E +v) i:

. f(x—v)dx = ‘/Ef(x)dx

De manera semblant, [ (—x) € L'(=E) i

/_ f(xyd = /E F(x)dx.

Aqm;E+v:{x+v|x€E}z‘—E:{—x|x€E}.

2 Sif,g e L(E)if < g:

Proposicié 3.12.
1. Sif € L'(E) 7 g ésmesurable tal que | g| < f, llavors g € L'(E).
2. Sif és mesurable i acotada i E € M(R”) tal gue tenim |E| < oo, llavors f € L'(E).
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Calcul d’integrals 5.1

4
RIEMANN 1 LEBESGUE

Teorema 4.1 (Relaci entre Riemann i Lebesgue). S f : [4,6] — Rl que f € R([a, b)), aleshores

£ eli([a,b) b
dx = .
/ﬂ f(x) 8 /[d.b] f

1. La integral de Lebesgue de les funcions integrables Riemann és precisament el valor de la integral de

Observacié6 4.2.

Riemann.

2. Hiha funcions integrables en el sentit de Lebesgue que no ho sén en el sentit de Riemann.

Teorema 4.3 (Integral impropia i integral de Lebesgue). Sigui f : [4,0) € Ramb -0 < a < b < +oo,
localment integrable Riemann. Son equivalents:

I fﬂ ’ f (x)dx és absolutament convergent.
2. f eLl([a,b)).
Ly b~
Quan aixo passa, fﬂ f(x)dx = ./[a,b) f.

CALCUL DINTEGRALS

Teorema s.1 (Teorema de Tonelli). Siguif : R” = R? XR7 — [o,+00] = R mesurable tal que (x, y) —
f (x, y). Liavors:
1. Per a gairebé tot x € RP la funcid f (x,-) : R1 — [o, +00] és mesurable. Analogament, per a gairebé
tot y € R la funcid f (-, y) : R? — [o, +00] és mesurable.
2. Les funcions ¢y R? — [o,+00] ¢ ¥r : RT — [o, +00] definides per:

or(x) = /Rq f(x,-)aex e RP
)= [ Fpacyers

son mesurables i /RP or = qu v = fRn f.

3. Obtenim les segiients igualtats:

/nf = /RP or(x) = /Rp (/qu(x,y)qu(y)) dm (%),
— ./R‘f or(y) = /Rq (/RP f(x,y)dmp(x)) dmgy(y).

CALCUL INTEGRAL EN DIVERSES VARIABLES | CINC CENTIMS DE CALCUL 9



Canvis de variable

Observacid s.2.
* Lanotacié fRP g(x)dm(x) indica que integrem ¢ respecte la mesura de Lebesgue a R?.
* Usantel resultat general que R” = R”™'XR, aquest teorema a la practica gairebé s’utilitzaamb p = n—1

ig = 1. Aleshores, el tercer apartat diu que:
/ =1 fle,...,x)dmy(x,...,%,) =
n R;’l
= / (/Rf(xl, o xp)dm(x,) | dmg, (x5 X%,-)).

A partir d’aqui es va iterant la integracié per a les variables restants.
* Eltercer apartat és el que diu que podem calcular la integral /Rn f fentintegraciditeradaien l'ordre que
més ens convingui. La resta d’apartats zomés diuen que totes les funcions que intervenen a la integracié

iterada sén mesurables i, per tant, tenim dret a integrar.

Teorema 5.3 (Teorema de Fubini). Sigui f : R” =R xR? — R integrable a R”. Llavors, els dos primers
apartats del teorema de Tonelli valen canviant mesurable per integrable i el tercer val sense canvi. Aleshores,

podem integrar iteradament.

Observaci6 s.4 (Comentari sobre el teorema de Tonelli). L’tinica hipdtesisobrelafuncid f aintegrarés f >
o. Si una de les integrals iterades és finita, les altres també, totes coincideixen i valen ./E f = f | fl. En

particular, £ € L'(E). Si una de les integrals iterades és +0o, llavors ho sén totesi f ¢ L'(E).

Observaci6 s.s (Comentari sobre el teorema de Fubini). Que f* € L'(E) és una hipotesi, 70 es dedueix del
fet que alguna de les integrals iterades sigui finita. Per a comprovarsi f € L'(E) podem aplicar el teorema de
Tonellia |f]. Un cop veiem que alguna de les integrals iterades de /E || és finita, ja tenim que /€ L'(E) i,

per tant, podem calcular / N f iterant integrals d’una variable.

0
CANVIS DE VARIABLE

Definicié 6.1 (Canvi de variable, dimensié 1). Suposem que tenim una funcié / : [4, ] — R integrable
Riemann (amb @ < b). Un canvi de variable és una aplicacié ¢ : [c,d] — [a, b] de classe C*, bijectiva i
amb ¢~ també de classe C'. Aleshores:

(1804, sig > o,
#lledl) = {[¢(d), 50, s <o

Llavors, (f o ¢) - ¢’ és integrable Riemann i

d #(d)
/ Fpengoe= [

c

$(d) ¢(d)
f(y)dy(¢() f(ydysi¢g’' >oi — " f(y)dysi¢'<o).

c #(c
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Canvis de variable 6.2

Una manera alternativa d’escriure aixo, tenint en compte el signe de ¢’, és:

d b
[ re@igwias= [ oy

Veurem tot seguit que, en aquesta forma, la igualtat s’estén a diverses variables.
guitq q g

Teorema 6.2 (Canvi de variable). Siguin U,V C R” oberts de R” i sigui ¢ : U —> V un difeomorfisme
de classe C'. Sigui E C U mesurable i sigui [+ $(E) — R funcid mesurable. Aleshores:

o F = @(E) & mesurable.

* La segiient funcio é&s mesurable:

(fog): |dee(Dp)|: E — R
x +— f(p(x)) - [det(Dp(x))l.

* Sif 2o00s5if € L'@P(E)), la ignaltat segiient se sosté:

/Ff = /¢I(F)(f o ¢) - |der(Dg)|.

Idea de la demostracid, 6.2. Observem en primer lloc quesi 7" : R” — R” és lineal i bijectiva (isomorfisme)
llavors, per a tot E mesurable, | T'(E)| = |det(T)| | E|. Es suficient veure aixdo pera E = I = (4, b,) X+ - - X
(an, by) interval, ja que, aleshores, podem veure-ho per a oberts i, llavors, per aproximacid, a £ mesurable

qualsevol. Tot 7" és composicié de transformacions de la forma:
T (% .y %) = (kX %, 005 20)

E(xn---)xn) :(xIJ'",x]'J“',xl')---an)

Y;(XI,...,.X”) = (X + Xy Xy oo v Xp)

Per a la primera:
I T(D)| = [(kay, kby) X (a2, 0,) X - X (@, bp)| = |R| - |1| = | det(T))] - |1].
Per a la segona és evident que:
| (D] = (ay kb)) X (ay,b7) X -+ X (a5, bi) X (an, bn)| = |I] = |dete(T3)] - |1].
Finalment,

by b, b+x, by b,
|T3(1)|:/ / (/ dxl)dxz-“dxn:/ / (b, — a)dx, - - - dx,
an a, atx, a, a,

= 7] = |det(£)] - [1].

A partir d’aqui, es fa una descomposicié del domini d’E de les noves variables en intervals petits, on D¢ és un

isomorfisme, saplica la propietat que acabem de veure i, per aproximacid, es dedueix el teorema. ]
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Canvis de variable

Observacié 6.3.

1. Sidiem F = ¢(E) itenim f : F — Rrualquef > oobé f € L'(F), aleshores:
[r@ame= [ o) 1deDe()1dm(,
F ¢ (F)

ong : F — Fassigna y = ¢(y) = x és un difeomorfisme de classe C". Es normalment en aquesta
forma que utilitzem el teorema del canvi de variable.

2. SiU C R"ésoberti¢ : U — R”, el teorema de la funcid inversa diu que sén equivalents:

* V=¢(U)éobertde R”i¢ : U —> V ésun canvi de variable.
* ¢ ésinjectiva de classe C'idet(D¢(x)) # operatotx € U.

Observaci6 6.4. Com que D@(u,v) = DP(¢ ' (x, y)) i, per la regla de la cadena,
Dg(¢™'(x, ) - D¢ (%, 7) = Id.

Tenim que det(D¢(u,v)) = m. Aix0 vol dir que si ho preferim, o ens convé més, podem calcular

| det(D¢(u,v))| fent Iinvers | det " (x, )|

0.1 COORDENADES POLARS

Posem x = 7 cos(#) iy = rsin(d), on r és la distancia de (x, y) a (o, 0) i & 'angle que formen el vector
(%, y) iel vector (1,0). Pera que (x, y) = ¢(r,8) = (rcos(§), rsin(F)) sigui bijectiva cal que » > oi

¢ € (o,27) i, per tant, tenim estrictament una bijeccié:
¢ : (0,+00) X (0,27) — R*\ {(x,0) | x > o}.

Es a dir, no tenim un canvi per a tot R?, sind per a R* llevat d’una semirecta. Com que el conjunt que no

recobrim té mesura zero (i és irrellevant a la integracid) a la practica accentuarem com si fos un canvi a tot R?;

/Rz f= /z\[o,+oo) f

Tal com la tenim definida més amunt obtenim, per tant, ¢ de classe C" i bijectiva. Calculem el determinant

és a dir, utilitzarem que per a f mesurable:

jacobia:
08, 09, -
5= 57l _ [[cos(d) —rsin(D)|| _
|det(Dg(r,9))| = % ()agbez “lsin(8)  rcos(9) || r > o.

Com que el jacobia és no nul, ¢ és un difeomorfisme; és a dir, un canvi de variable. Aleshores, si A C R* és

mesurable, el teorema del canvi de variable dona:

/ f(x, y)dm,(x, y) = / f(rcos(9),rsin(8))r - dbdr.
A4 ¢7(4)

De manera que amb aquestes dues noves variables obtenim un calcul equivalent. De fet, com ¢ és bijectiva,

lexpressi6 de la inversa és ¢ 7' (x, y) = (/x> + 2, arctan(%)).
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Coordenades esferiques 6.5

6.2 COORDENADES CILINDRIQUES

Aqui fem coordenades polars en x, y (o en una altra parella de variables) i deixem z sense canviar. Tindrem
x = rcos(0),y = rsin(d),z = ztalquer > 0,0 € (0,2m),z € R, talquer = fx>+ 92,0 =

arctan(%), Z = z,1un difeomorfisme de classe C":
¢ : (0,40) X (0,27) x R — R*\ {(x, 0, 2) | x > o}.

Es a dir, aqui deixem de recobrir la meitat del pla y = o, que és un conjunt de mesura zero a R?. Per tant,

podem pensar, a efectes d’integracid, que recobrim tot R3. Observem que el jacobia també és 7:

04, 0¢, 0,
a—f ,3—9; a—i cos(d) —rsin(d) o
|det(Dg)| = 9¢,  9¢: 09

= ||sin(d) 7cos(d) oll=r.

or 00 0z
Q % b o o 1
or 00 0z

0.3 COORDENADES ESFERIQUES

Aqui agafarem les seglients coordenades: x = 7 cos(&) cos(@), y = rcos(0)sin(@) i z = rsin(F). Re-
cordem, 7 és la distancia de (x, ¥, ) alorigen (o, 0, 0), ¢ és la latitud (angle amb l'equador) i ¢ la longitud

(angle amb el meridia) que correspon a y = o. Observem que & va de —% (pol sud) fins a Z (pol nord) i ¢

va de (0, 27) (fa una volta sencera). Per a tenir la injectivitat prendrem 7 > 0,0 € (=Z,Z)ip € (0,27) i

27 2

tindrem:
T

¢ : (0,400) X ((—;, %) X (o, z7r)) — R3\ {(x,0,2) | x > o}.

Com als altres casos, com que el tros que queda fora de la bijeccié és de mesura zero (la meztat d'un pla), a

efectes d’integracié podem pensar que és un canvi a tot R>.

. — J . .
z =rsind, @ = arctan(%), cosfcos@ —rsinfcosp —rcostsing@

— 3 < . . . .
x = rcos  cos @, 0= arcsm(W), |Dp| = [cos@sing —rsinfsing —rsin b cos @

y=rcosfsing. - [+ y* + 2. sin @ 7 cos @ o

=|—7r*cosf| =r*cosd.

Observacié 6.5s. Hiha també coordenades esferiques a R”:

x; = rcos(8,) cos(8,) - - - cos(b,,_,),

x, = rcos(d;) cos(8,) - -sin(F,,_,),
: i€ (-2, 2), by pms € (0,27).

27 2
X, = rcos(6,)sin(4,),

x, = rsin(4,).

El jacobia d’aquest canvi és | /| = 77" cos”*(G,) cos”3(8,) - - - cos(Fp—s).
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Corbes parametritzades

CORBES PARAMETRITZADES
7.0 DEFINICIONS BASIQUES

Definicié 7.1 (Corba parametritzada). Una corba parametritzada aR” (n > 2) és una aplicacié continua:

y: la,b] — R”
t o ()= (), .., 7a(2)).

Es diu parametre de la corba a la variable ¢. Al conjunt imatge y* = {y(¢) | ¢ € [a, 6]} se’n diu recorregut,

o trajectoria, de la corba.

Definicié 7.2 (Corba tancada, corba simple). Diem que una corba y : [, 6] — R” és tancada si y(a) =
y(b). Diem que la corba o és simple si és injectiva (és a dir, si la trajectoria no té autointerseccions). Li diem

tancada simple si y(a) = y(b) ila trajectoria no té autointerseccions (a part de 'a i b).

y(a) y(b) y(a) y(b)
Figura 1: Corba simple i no simple.

Observaci6 7.3. Si y és tancada i 'tnic punt on ¥ no és injectiva, ésa ¥ (a) = y(b), encara diem que y és

simple.

7.2 REPARAMETRITZACIONS

Definici6 7.4 (Canvi de parametre). Un canvi de parametre o reparametritzacid és una funcio:

¢: [c,d]cR — [a,b]

s — o()=t’ @ bijectiva i de classe C,

i amb inversa també de classe C".

La corba y, : [¢,d] — R” donada per la composicié % (2) = y(@(s)) sanomena reparametritzacid de y .

Observem que ;" = y.

Observaci6 7.5. Cal fer atencié a que si el canvi de parametre @ té @’(5) < o peratots € [c, d], aleshores
el sentit de la corba canvia; és a dir, obtenim de fet una reparametritzacié de —y. En aquest sentit, — es pot

considerar com una reparametritzacié Y.
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Reparametritzacions 7.9

Definici6 7.6 (Longitud de la corba). Donada una corba y : [4, 5] — R” de classe C', i assignem ¢ +—

y(t) == (%(2),. .., ¥»(2)); definim la seva longitud com:

b
()= [yl
a
En termes fisics, la longitud és la integral de la velocitat ||’ (£)||. Si /(y) < oo, diem que y és rectificable.

Teorema 7.7. Sty : [a,b] — R” ésde classe C', llavors ||y’ (¢)|| € L'([a, b]) i la seva longitud és [(y) =
b
LNy (o)l de.

Demostracio. Com que y € C' podem aplicar el teorema del valor intermig de Lagrange, per a cada interval

[£-152/]: existeix fj € [¢j-1, 2] tal que:
y(t) —y(tin) =y (&)t —tj).

Aleshores, [y (¢;) = y(¢;-)ll = Iy’ (&p)II(¢; = £;-1) i, per tant:

L(P)y = > 1Y &P - £5-).

J=

. . b . .y
Aquesta és una suma de Riemann de la integral fd I (¢)|| dt, associada a la particié @ = £, < -+~ < £, =

b. u
Definici6 7.8 (Corba regular). Unacorba y : [4, 6] — R” ésregularsi||y’(¢)]| # o peratots € [a, b].

Donada una corba y regular, amb longitud L = /(y), considerem la reparametritzacid (inversa):

s: [a,b) — o, L]
t o s(0) = {Wa) = [y ()l du.

Es a dir, el nou parametre s queda definit per la igualtat s = fd ’ ly'(#)|| du. La funcié s = 5(¢) és derivable
amb 5'(2) = ||y ()| # o; és adir, aplicant el teorema de la funcid inversa trobem que s5(¢) és estrictament

monoOtona creixent i de classe C.

2

n<t = s(e)=s@) = [y wldu> o,

4
Per tant, 5 és una bijeccid, un canvi de parametre i, aixi, la seva inversa local també és de classe C':

t: [o,L] — |[a,b]

g s 2(s) , t€C.

Definicié 7.9 (Parametre arc). Elparametre s sanomena parametre arcila parametritzacié global ¢ : [0, L] —
7:9 p p g

R” tal que ¥ (s) = y(£(s)) sanomena parametritzacid per larc.
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Integrals de funcions i camps

Observaci6 7.10. Clarament, s(a) = o s(b) = L. Comprovem que la corba reparametritzada té velocitat

i ésadir, que ||/ (s)|| = 1, usarem que £ = 57"

A0
7@ Ty @l

cadena

V() =Y (e())E () = ()T () =y ()

= 'Ol =1

Per tant, tal com voliem: ) )
1(¥ ([0, s])) = / 19 )] do = / du = .

El nou parametre s coincideix amb la longitud del tros de corba des de linici fins a y(s). En altres parau-
les, amb el canvi de variable ¥ la nova corba, I'(s) = y(¥7'(s)), el parametre 5 coincideix amb la longitud

transcorreguda.
§

INTEGRALS DE FUNCIONS I CAMPS

Definicié 8.1 (Integral sobre una corba). Sigui 4 € R” isigui f : 4 — R una funcié continua. Sigui,

també, ¥ : [a, 5] — R” corda de classe C" a trossos amb y* C 4. La integral de f sobre y és:

b
/ £ds = / F )y (0l de .
}/ a

Es a dir, integrem £ a la trajectoria de y respecte de l'element de longitud de y, ||/ (2) || dt.
St pensem que y* és un fil de densitat f, aleshores fy f ds representa la massa total del fil.

Propietat 8.2.

1. El valor de la integral no depén de la parametritzacid triada. Sigui ¢ : [c,d] — [a,b] tal que

assignem s — @(s) = t, t.e. canvi de parametre. Denotant 1’ = y o @:

b d
/ [y (Ol de = / [ (o @)Y (@I - lI" (D)l ds

d d
/ f((y o@Dy e@) (Dllds= / f TGN ()l ds .

2. Propietats beretades de les integrals:

* Sifi, [, son ambdues continues,

/7<f;+ﬂ>ds=//;ds+/7ﬂds-

* St A € R, el producte escalar amb la integral és la integral del producte escalar:

/y(lf)dszl./yfds.
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Gradient i camps conservatius 8.6

* El valor absolut de la integral de la funcio és la integral del valor absolut de la funcio:

/yfds S/ylflds.
/yfds:/dfdﬁfﬁfds.

* Aquest é&s un cas particular de la independencia per parametritzacions:

[},fd.c:/yfds.

Definici6 8.3 (Camp vectorial). Sigui 4 C R”. Un camp vectorial a 4 és una aplicacié I : 4 — R”,
F e C(4), talque x — F(x), on F(x) és (F(Xp...5%0), ..., Fp(%0,. .05 2,)). Es a dir, a cada punt

* SiaV B =y, tenim el segiient:

x € A liassignem un vector de R”.

Definici6 8.4 (Integral d'un camp sobre la corba). Siguiy : [4, ] — R” una corba de classe C" a trossos

i sigui ' un camp continu definit almenys a y*. La integral d’F al llarg de y és:

b
Fds= F(y()y'(t)dt.
= [ oy

Observaci6 8.5. Observem que integrem la funcié que surt de fer el producte escalar de F(y(2)) i y’(2), és
adir, (F(y(¢)), y'(¢)). En particular, si el camp és perpendicular a la corba a tot arreu, la integral resultant

éso.
En termes fisics, aquesta integral indica el treball realitzat pel camp de forces F' per desplagar una particula de
y(a)ay(d).
Notacié 8.6. A vegades, donat un camp F(x, y) = (F(x, ), E(x, y)) aR?, sescriu també:
/Fds = /E(x, y)dx+E(x,y)dy.
v 4
Podem pensar que:

/deJ:/y(E,E)-(dx,dy).

9
GRADIENT I CAMPS CONSERVATIUS

Sigui QO C R” un obertisigui f : Q — R diferenciable. Recordem que el vector gradient de f al punt
[ J d
¥ € Q& VF(x) = (L(2),.... 7L (0).

3 No confondre amb la notacié de Geometria Projectiva, aqui el simbol V indica la #nid de les dues corbes.
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Gradient i camps conservatius

Definicié 9.1 (Camp vectorial conservatiu). Un camp vectorial ' : Q@ — R”, Q) C R”, es diu conservatin
si existeix una funcié diferenciable £ : & — R tal que V£ (x) = F(x), onx € Q. Equivalentment:
of
0x;

Aleshores, es diu que /' és un porencial del camp F.

(x)=F(x), i=1,...,n.

Teorema 9.2 (Teorema fonamental de les integrals en linia). Sigui Q) un obert connexdeR”. Sigui F : () —
R” un camp conservatiu i signi [+ Q& — R un potencial de F. Donada una corba y : [a,b] — R” de

classe C* a trossos i amb y* C ), aleshores:
[Far=fo60-foan.
7

En particular, si y é una corba tancada, llavors /7/ Fdr=o.

El que ens ve a dir aquest teorema és que per a camps conservatius la integral de linia no depen del cami, només

depeén del punt inicial i final.

Demostracid. Essent VF = F, pel teorema fonamental del calcul:

b b b
[rar= [ Foy@a= [ Sroey @ = [ (Foprwde=fon®-fopa:
}/ a a a

A més, si una corba és tancada, y(6) = y(a), de maneraque £ (7(4)) = f(y(a4)) i, evidentment, /}/ Fdr=

O. |

Proposici6 9.3. Sigui QO C R” obert i connex, i sigui F camp conservatiu de classe C* (cada component Iy,

k =1+ n, ésde dasse C'). Llavors:

oF; oF;
i) = LR '
dxk(x) axj,IS]S/eSn,xe_Q.

Demostracio. Essent F conservatiu i de classe C', existeix f € C*(£)) obert amb Vf = Fj és a dir, amb
0 . . . .
F=2 peratot j = 1+ n. Llavors, essent / € C* i per les igualtats de derivades creuades (teorema de
J 0x;

Schwartz):
0F; 2 2
L U :()F’C,Isjs/es;a. m
0xp  Oxpdx; 0x;0x;  Ox;

Malauraudament, aquesta condicié necessaria tan senzilla no sempre és suficient. Afortunadament, toti que

la condicié necessaria de la proposicié no és suficient en general, si que ho és en molts casos.

Definici6 9.4 (Obert simplement connex). Unobert Q) C R” éssimplement connex si és arc-connex (donats
X1, X, € () existeix un cami continu dins £ que uneix x;, x,) i tot cami tancat dins £ pot deformar-se de
manera continua a un sol punt sense sortir de Q. Informalment, diem que a R* un domini ) é simplement

connex si és d’una sola pega i no té forats.
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Teorema de Green 10.1

Definicié 9.5 (Obert estrellat). Un obert ) C R” es diu estrellat si existeix 2 € ) tal que peratot x € Q)

el segment S(a, x) = {ta+ (1—-1)x | t € [o,1]}, que uneix x i 4, és tot dins ).

Lema 9.6 (Lema de Poincaré). Sigui Q) C R” un obert simplement connex i sigui F : Q0 — R” un camp de

classe CL. Aleshores, F és conservatiu si, i només si:

oF; 0L
i, _ 0k .
0x/€(x)__0xj(x)’ 1<j<k<n xel.

Demostracid del cas () estrellat. Per simplificar, suposem que 2 = o. Mirem a posteriori com hauria de ser f

amb Vf = F. Dient y(¢) = tx, ¢ € [o,1] al segment que uneix @ = o i , caldria:

f(x)—f(o):/Vde:/IVf(tx)xdt:/I iFJ(tx)x] dt:i(/lf‘}(tx)dt)xj.
e o o o

= =

Definim, doncs:

f(x)= Zn: (/OIF](tx) dt) X

Jj=1

Comprovem que la funcid és un potencial de F: fixant £ = 1, . . ., 7 i derivant obtenim:
a](‘ 1 n I a}?}
8_9%(x) = / F(tx) dt + ; (/ a—xk(tx)t dt) xj.

. s oF; IF, .
Utilitzant la hipotesi podem suposar a—xj{ (tx) = ﬁ (zx) 1, per tant:

af _ I 1 n a*F/‘e _ 1 Id};/'e
f)_?%(x)_/o F/e(tx)dl‘+/o ;ﬁj(m)x] tdt—/o Ee(tx)dt+/0 Z(tx)tdt.

Integrant per parts aquesta darrera integral:

of

O

(0= [ Bdee (Eeno, - [ R de= K, :

10

TEOREMA DE GREEN

Teorema 10.1 (Teorema de Green). Sigui D C R” un domini regular* deR* i sigui F (x, y) = (P(x, y), Q(x, y))

un camp de classe C' a un entorn de D. Aleshores:

Q0 oJP
/a+DFdV_//D(W_W)dxd%

on 0t D = % U ---U y, indica la corba vora de D recorreguda de manera que el domini queda a Uesquerra.

* Aclarirem més endavant que és un domini regular. De moment, podem pensar que és una definicié molt general i que inclou,
ampliament, els casos que tractem habitualment.
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Teorema de Green

Definici6 10.2 (Domini basic). Sigui D C R* un domini (obert i connex) acotat. Diem que D ¢és basic si és
de la forma:

D={(x,9) €R*|a<x<bc<y<f(x)}, a,b,ceR, a<b,

amés que fixem / : [4, b] — Rfuncié de classe C' a trossosamb ¢ < f(x) peratotx € [4, b]. Lafrontera

de D ésla unid de tres segments i el tros de la graficade f a [, b]:

1 .

Y la, b] — R n(x) = (x,0)
v A 7o f (O] —R* 7(y)=(b,7)
i [a, 6] — R* (=p) (%) = (x,f(x))
v lof(@] =R (=y)(y) =(a,))

Aquesta vora és una corba de classe C" a trossos i tancada.

Definici6 10.3 (Domini elemental). Un domini D C R?* es diu elemental si és la imatge per una rotacié
centrada a (o, 0) d’un domini basic; és a dir, D és elemental si existeixen R rotacié centrada a (o, o) i d’angle
¢ i Dy, domini basic tals que D = Ry(Dj). Aleshores, també 0¥ D = Ry(d" D) és una corba de classe C' a
trossos i tancada. Informalment, diem que els dominis elementals son translacions i rotacions de dominis basics.
Definici6 10.4 (Domini regular). Diem que D és regular si:
1. 0D éslaunié d’un nombre finit de corbes «,, . . ., 2y tancades, simples, de classe C" a trossos tals que
* * P
a].ﬂack—(Z)m] # k.
2. Peratot p € 9D existeix un entorn obert U, de p tal que D, = D N U, és un domini elemental i la
component y; (la que no és necessariament un segment) de 9" D, coincideix amb 0¥ D N U,.

Podem pensar, informalment, que d D és localment la grafica d’una funcié de classe C".

Dy.®
a, ,
D > a,
0"D=aUa,Ua;Ua, > a

Figura 2: Domini regular.

Definici6 ro.5 (Domini elemental, R?). Un domini Q) C R3 es diu elemental si, en un sistema de coordena-

des adequat, és del tipus:

Q={(x,9,2) €R|(x,9) € D,c <z <f(x,9)}

20 © 2023 per Mario ViLar

CCBY-NC-ND 40. @®OG


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.ca

Teorema de Green 10.6

on D C R*és un domini regular, / és una funcié de classe C' a un entorn de D i ¢ € R és una constant, tal

quec < f(x, y) peratot (x, y) € D.

/ fx9)

Figura 3: Domini elemental en R3

La vora de £}, orientada positivament, esta formada per les superficies regulars orientades:
S ={(x,y,2) eR? | (x,y) € D, z = ¢}, orientada per 7(x, ¥, 2) = (0, 0, —1).
2. 8, ={(x,7,2) eR? | (x,y) € 0D,c < z < f(x, y)}orientadaper72(x, y,2) = (a(x, y), 2, (x, ¥),0),
on (a,(x, ¥), a,(x, y)) és el vector normal unitari exteriora dy D a (x, y) € d.D.

3.8 ={(x,9,2) R’ | (x,9) € D,z = f (x, y)}, orientada per:
(_ﬁm _]SU I)

Definici6 10.6 (Domini regular, R?). Un obert connex i acotat ) és un domini regular de R? si:

n(x, y,2) = P(x, y) = (%, 9, f (%, 9)), (%, y) € D.

1. Lafrontera dQ) = Q \ Q és una superficie regular sense vora (orientada pel normal exterior a Q) que
anomenem vora de Q) orientada positivament i escrivim d; Q.
2. Cada punt p € dQ té un entorn U » tal que ﬂp N Q és un domini elemental. A més, la superficie

0+(Uy N Q) conté U, N 0,2, amb la mateixa orientaci.

Idea de la demostracio del teorema de Green. Considerem el cas en qué D sigui un interval (a, b) X (¢, d).

Parametritzant cada segment de la manera habitual i aplicant el teorema fonamental del calcul tenim:

b d
_ / (P(x,¢) - P(x,d)) dx+ / (Q(b, 7) - Q(a, y) dy

b d&P d baQ d b 6Q P
_—'/[Z ./[ E(Xa)’)dydx+/[ ./ﬂ W(X;)’)dxd-y_/[ L (W(x’y)_ﬁ(x’)’) dxdy

Per a un domini regular general podem aproximar £ interiorment per un domini {5 format per quadrats

(o rectangles) de costat, com a molt, 9. Aleshores, apliquem el cas anterior a cadascun dels quadrats que
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Superfl’cies parametritzades

conformen Q. Si diem {Q,} a aquests quadrats tenim, per una part:

//Q;Qx—py)dxdy:Z//Qi(Qx—pyuxdpzfa@pdﬂgdy.

Observem que les integrals als costats que sén vora de dos cubs completament continguts a ) es cancel-len,
ja que es recorren en sentits oposats. Amb aixo, totes les vores interiors es cancel-len i sobreviu només la vora

exterior de ) ; queda:
/ (Qx_Py)dXd)/:/ Pdx+Qdy.
Qy a+Q§
Fent & — o obtenim el resultat general. n

11

SUPERFICIES PARAMETRITZADES

II.1 AREA D’UNA SUPERFICIE

Definici6 m.x (Superficie elemental). Sigui U un obert connex a R* i sigui:

p: U — R
(#,0) +— ¢(u,0) = (x(n,0), y(u,0), z(u,v))
una aplicaci6 injectiva, de classe C' i amb rang D¢ (#, v) = 2 peratot (#,v) € U. Diem superficie elemental

alaimatge 54 = ¢(5) d’un domini regular D amb DcU.

Observaci6 1r.2.
* Lainjectivitat de ¢ es demana perque no hi hagi punts «dobles» a la superficie, de la mateixa manera
que demanavem a les corbes que fossin simples.
* La condicié sobre el rang de D¢ assegura que el conjunt imatge té dimensié 2, que no degenera enlloc.

Veurem més endavant que els vectors columna de D¢ (#, v) generen el pla tangent a la superficie al

punt ¢(«, v).

Sigui U C R* obert connex a R* i sigui ¢ : U — RS> de classe C, injectiva i amb rg(D¢(#,v)) = 2a
tot punt (#,v) dU. Sigui D C U regular i sigui ¢(5) = § superficie elemental. Aquestes condicions
impliquen que per a qualsevol p € S el conjunt de vectors tangents a S a p és un subespai vectorial de
dimensid 2, espai generat pels vectors:

¢ ¢

E = ¢M - (xu: )’u: zu); % = ¢U - (xv) yv; zv)-
Els vectors tangents a la superficie al punt p sén tots els punts tangents a alguna corba de classe C* 2. que passi

per p (ésadir, les corbes imatge per ¢ d’una corba de classe C' a D que passi per (#,, v,) on ¢(u,, v,) = p).
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Area d’una superficie 1.8

Definici6 .3 (Espai tangent). Alespai tangent a una superficie S al punt p la denotem 7 (s), i considerem
que son tots els vectors tangents a alguna corba de classe C* a S i que passa per p. Pel que acabem de veure, si
P = ¢(uq, v5) llavors:

7:12(5) = <¢u(”o: Vo), ¢v(”o> 0))-

Definici6 1.4 (Espai normal). Un cop tenim lespai tangent podem considerar Pespai normal; és a dir, la

recta que passa per p i és perpendicular al pla tangent. Lespai normal es denota per N (.5).

Definicié 115 (Vector normal). Unvector normal ve donat de manera natural per Ny = @, (#0, U)X @y (#0, Vo).
Sovint es considera el vector normal unitars que té norma I:

_ Pu (#0, 05) X ¢v(”o: vo)
") B (ttor Do) X By (thor v0)I

Definici6 1.6 (Camp normal). Diem camp normal a S al camp vectorial definita § per:
F: 5§ — R
p = F(p)=ns(p)

és a dir, al camp donat pel normal unitari.
Sigui §' = ¢(D) una superficie elemental amb les mateixes notacions que fins ara.

Definicié6 1.7 (Area d’una superficie). Definim 'area de S com:

area(S) = / lpu X ol du dv .

L'element darea ||¢, X ¢,|| du dv es pot veure com l'area de la imatge per ¢ de l'element d’area du dv a D.
Larea del paral-lelogram és la norma del producte exterior ¢, X ¢, és a dir, esta determinat per ¢, i ¢, és

precisament ||¢y, X Pyl

Observacié 11.8. L’area no depén de la parametritzacio triada. Es a dir, si tenim una altra parametritzacié

¥ : U’ — R’ iun altre domini regular, D" C U’ tals que § = ;k(ﬁ), llavors el valor de I’area no canvia:

//D”%><¢y||dudv:'//D||%x%”d5dt‘

Demostracio. Anem a veure aix0 tot seguit, amb un argument que, de fet, demostrara que qualsevol integral
de superficie, que veurem més endavant, és independent de la parametritzacié triada. Sigui, doncs, U’ C R*

obert connex i sigui:
v: U — R
(52) — ¥(50)
de classe C', injectiva i amb Dy (s, ¢) de rang 2 per a tot (s,¢) € U’. Sigui D’ C U’ regular tal que S =

y (D).
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Figura 4: Aplicacions ¢, ¢ sobre els dominis D, D’.

Com que ¢ és bijectivaide classe C' de D a ¢(D) = S'i ¢ també és bijectiva de classe C' de D" ay(D’) = S,
tenimque g : ¥ ' o @ : D — D’ és un canvi de variable (g de classe C*, bijectiva i amb inversa de classe
C"). En particular, det D g (#,v) # o5 és a dir, det D g (u, v) té signe constant. Com que ¢ : ¥ o g, laregla

de la cadena dona:

D¢(u,v) = Dy (g(u,v)) - Dg(u,v), V(u,v) € D.

Expressem aquesta igualtat explicitament; si diem ¢ (s, £) = (£(s, 2), §(5,2), Z(5, 2)), aix0 és:

Xy Xy X;0g X;0g o
Ju yo|  =|Fog Jiog (t t) :
Zu o), Z;0g Zio0g (2,0)
Recordem que (s,¢) = g(u,v) = (s(u,v),t(n,v)). Aquesta igualtat permet escriure les components del

vector ¢, X @y:
Xu Xy
Zu ZU

Xu Xy

u X Py =
PuX ¢ ( Yo o
Per tant, tenim que [|¢, X @ |[(#,v) = [|(¥s X ¥7)(g(#,0))|| - | det D g(u,v)|. Pel teorema del canvi de

Yu Yo

Zu 2y

b bl

) = (s X ) det Dg.

variable, queda directament:

//D||¢%><¢U||dudv:/'/D||%><;k,(g(u,v))||~|deth(u,v)ldudv=//D/ (Usxie) (s, 2) || dsde . m

Observaci6 m.9. Essent ¢, X ¢, = (¥; X ¥;) det D g, veiem que si det D g (%, v) > o es preserva el signe del
vector normal, mentre que si det D g(#,v) < o, aleshores canvia 'orientacié. Cada superficie té, doncs,
dues possibles orientacions, determinades pel vector normal (si tenim una parametritzacié ¢ tota altra

¢ tindra la mateixa norma que ¢ o la oposada, 7, 4 = 7,y ).

. . ;. . . . X
Sigui S una superficie elemental orientada amb el camp normal unitari ng = Xy

T llguxgullt
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Integrals de superficie i flux de camp 2.2

1.2 VORA ORIENTADA

Definici6 m.1o (Vora de ). Donada la parametritzacié ¢ : U — R*amb U C R*idonat D C U
regular amb D c U, definim la vora de S com 9.5 = #(0D) laimatge de la vora de D.

0D =% Uy Uy, 08 = (7)) U () Ud(y)

Figura s: Vorade S.

Si 0D és la reunid de les corbes y; tal que 7 = 1,..., N de classe C" a trossos i simples, aleshores 05 =

P(y) U+ Ud(yn).

Definici6 1r.ax (Vora orientada). La vora orientada 0.5 és tal que cada corba ¢(y;) té lorientacié induida
pel vector normal ng; €s a dir, si ens posem drets damunt la superficie en la direccié del normal, la corba

¢(y;) télorientacié que fa que, seguint la corba, la superficie quedi a l'esquerra.

12

INTEGRALS DE SUPERFICIE I FLUX DE CAMP

Sigui S = ¢(D) superficie elemental,on D C U C R*ésunaregié regularamb D € Uig : U — R?, on
¢ = ¢(u,v) és una parametritzacié. Sigui 74 el camp normal unitari determinat per aquesta parametritzacié

(que té direccié ¢, X ¢,).

Definici6 12.1 (Integral de / a §). Donada una funcié continua / : § — R (camp escalar), definim la

integral de [ a S com:
[ e =[ gt -1g, x gl dude
N D

és a dir, com la integral dels valors £ a S respecte l'element d’area do = || ¢, X ¢, || du dv.

Proposici6 12.2. La integral no depen de la parametritzacio triada. La prova daquest fet és analoga a la

prova que la definicid d area d’una superficie no depen de la parametritzacid.
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Demostracio. Amb la mateixa notacié d’aleshores, suposem que tenim dues parametritzacions ¢ : U — R3

iy : U — R’ idos dominis regulars D ¢ U, D’ € U" amb ¢(5) =5= %(5,)

\\ B ¢(u,v)
o - S
\¥ ;|

Di’W—,—\\ﬁ / ¥ (s,t)

Figura 6: La integral no depén de la parametritzacié triada.

Aleshores, ¢ = ¥ 0 ¢ : D —> D’ és un canvi de variable entre D i I i es té:
8210,0) X $u(1,0) = (1 g (10,0)) X Yu(g1,0))) dee D (1,0,
Per tan, pel teorema del canvi de variable:
[ Pl xulldsde = [ £ 0¥l 0) x 910Dl dex D) e
~ [ F a0 x ool dudo = [ fao. ]

Definici6 12.3 (Flux d’un camp a través de la superficie). Sigui S = ¢(5) una superficie elemental i sigui

F :§ c R® — R’ un camp vectorial continu. Definim el flux del camp £ a través de la superficie §

F, a,’a':/F-n_’-da.
Jup e = [(Fa

Si posem aixo explicitament en termes de la parametritzacid, tenim:

[ inde= [ Pttt i Z:HII% xgllduds = || F(p0) (9 x 8 dudo.

Imaginem que F representa la velocitat (en magnitud i direcci6) a la que es mou la particula de coordenades

orientada per i¢ com:

(x, , z) d’un fluid.

Observaci6 12.4. Elflux de F a través de S indica la quantitat de fluid que travessa S per unitat de temps. Si
el camp esta alineat amb el normal a la superficie, aquesta quantitat és gran. Com més paral-lel sigui el camp
amb S, menor és aquesta quantitat. En tot cas, és clar que aquesta quantitat depen de l'orientacié que té el

camp respecte S.
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Rotacional i teorema d’Stokes 13.3

13
ROTACIONAL I TEOREMA D’STOKES

Definici6 13.1 (Rotacional de /). Donat U C R3 obertiun camp F = (P, Q, R) € C'(U) diem rotacio-
nal de F al camp rot(F) : U — R> definit per:

) )
orF = (IR _9Q 0P IR 00 0P = (R, = Qs P, — R, Qr — P)).

Formalment:
ij ok
ot F=VxF=|8 & &
P O R

S§i U és un domini simplement connex, F és conservatiu si, i només si, rot ' = o.
1. El vector rot F indica la rotacié provocada pel camp F.
2. Ladireccié de rot F indica l'eix de rotacié i || rot F|| la seva magnitud.
3. Suposem que I son les linies de corvent d’un fluid i posem una bola a la posicid (x, vy, z) en mig del corrent.

La bola rodara dacord amb les [inies de corvent de F, amb eix de rotacid 1 magnitud donats per rot F.

Teorema 13.2 (Teorema d’Stokes). Signi S una superficie elemental orientada pel normal unitari n. Sigui F

camp de classe C* definit a tot un entorn de S. Aleshores:

/ Fdr:f/rotF-da.
oS S

1. Podem veure aquest resultat com una generalitzacié del teorema de Green. Imaginem que estem a

Observacié 13.3.

la situacié del teorema de Green: tenim D C R* domini regulari ' = (P, Q) camp de classe C'. Ara
mirem tot aix0 dins R?: tenim D superficie parametritzada ¢(x, y) = (x, y,0) tal que (x, y) € D
un camp F(x, 9, 2) = (P(x, ), Q(x, y),0). Com que D és un tros del pla z = o, el vector normal

unitari és 72 = (0,0, 1), ja que ¢, X ¢y = (0,0,1). Per altra part,

ik
rot =10y 0y dz=(0,0,Qx— Py).
P g9 o

Per tant, el teorema de Stokes, en aquest cas, dona:

/(Mfa’r:.//D(O,O,Qx—Py)(O,o,I)dxdyZ//D(f)—g—g—;)dxdy.

/fdr:/ Fdr:/ Pdx+Q dy,
o*s 0*D 0tD

obtenim exactament el teorema de Green.

Com que
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2. Per qué és raonable que bi hagi una relacid entre la circulacid de F a 0*S i la rotacid del camp a S?
Considerem la situacié segient, amb un camp constant horitzontal. Les integrals /}/ I Fi fy : F valen
zero, ja que I 1 y’ sén perpendiculars. Les integrals /y Fi /7 , F tenen la mateixa magnitud i signes
oposats. Tot plegat, la circulacid total a 0,5 és 0. Observem que rot £ = (0, 0,0), ja que el camp és
constant. Sigui ara un camp simetric respecte el pla 2 = o, amb signes diferentsa z > oiz < o. Aqui,

Fi /y F sén zero, com al cas anterior. En canvi, /y Fi /y F tenen la mateixa magnitud i el mateix
3 2 4

/ F:/F+/F.
0rS 72 V4

Aquest camp produeix una rotacié al voltant de I'eix y, pel canvi de sentit dels vectors a alcada z = o.

2
signe. Tot plegat,

Finalment, considerem una situacié com la del dibuix. Aqui, les quatre integrals /7 I sén positives (£
1
i " estan alineats). Per tant, f() ¢ I tindra un valor elevar. Observem que la rotacié que produeix el
+

camp també és grana §.

Demostracio del teorema de Stokes. Siguin, com sempre, D C U regular, amb DcU, U — R
parametritzacié, tals que S = ¢(D). Sigui y : [4,b] —> R* parametritzacié de d; D, de manera que

I':[a,b] — R3iI'(2) = ¢(y(¢)) és una parametritzacié de d,.S"

z

T e

. —__J
;/ = a+D )} 8+S = ¢ (5+D)
=T

Figura 7: Representaci6 de la demostracio.

Dient () = (31(2), 7.(¢)), tenim:

b b
/a Fdr= / F($(3(0)))-(goy) (1) di = / (S () (D)7 (D) 40( ()78 di

Observem que aquesta ¢s la integral de linia del camp a R* (al pla (#, v)) donat per

(F(p(,0)) P, F(p(n,0)) $0).

Aleshores, pel teorema de Green tenim:

-/a+S Fdr= -//D %(F(gé(u, v)), ¢o(u,v)) — %(F(gb(u, v))¢u(u,v)) du dv.
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Superficies regulars 14.5

Aplicantlaregla dela cadenaales derivades que apareixen a aquesta expressié es comprova que aquesta integral

//D<rot F(¢(u,0)), ¢u(tt,0)$y(ut,0)) du dv = //SrotF do,

tal com voliem obtenir. ]

val:

14
SUPERFiCIES REGULARS

Definici6 14.1 (Superficie regular orientada). EsdiuqueS C R? ésunasuperficie regular orientada si es pot

expressar delaforma § = §; U -+ - U Sy, on S sén superficies elementals orientades.
A més, les vores 0,5 | enganxen bé, en el sentit seglient.

opepr . . , . . N(j .
Definicié 14.2 (Vora orientada d’una superficie). Diem 0,.5; = 7/]1. U---Uy; (/) 3 1a vora orientada de § s
aleshores, si S; NS G # (0, només sén possibles les situacions segiients, 7 # :
. §; N S és un Gnic punt.
, . P . P . .
2. .5;NnS 7 ésuna deles components }/l.’" de d,.5; (iuna component 7 de d,.§ ]-) i yz.’”, y; tenen orientacions
oposades. Es a dir, com a conjunts §; N .S =yl = yf iy = —yf S
Sidiem ¥ia la colleccié de components de 0, /quenoes cancellen, aleshores diem que 0,5 = {¥1, ..., ¥}

és la vora orientada de S.

Observaci6 14.3 (Vora orientada). En paraules més planeres, la vora orientada de la superficie regular és la
reunié de les vores de les superficies elementals S; que no hem enganxat (és a dir, que eliminem els arcs co-

muns). En aquest sentit, no és valid que un arc y sigui frontera de tres o més superficies.

Definici6 14.4 (Superficie tancada). Una superficie regular orientada S es diu tancada si no té vora. Aixo

correspon al cas en que les vores de les diferents S; es cancellen.

Proposici6 14.5. Donada S = S5, U - -- U S, una superficie regular (amb S; superficies elementals) i donada

f + S — Runa funcid continua, definim:

do = / do . E ticular, S) = S;).
'/Sf ZZ:; Slf n particular, area(\S) Zarea( )

i=1

Analogament, si F : S — R & un camp continu:

/SFda'zgf&Fdo'.

5 En aquest segon cas, direm que ;/im i y]‘? es cancel-len. Demanarem també que cada y;.,, es pugui cancel-lar com a molt amb ;/f

(7 # 7).
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Elfluxde f a través de S &, també:

N
Z/S(F,%)dv.

Com que les vores de S; senganxen per a construir S es cancel-len, també val el teorema d’Stokes.

Teorema 14.6 (Stokes, superficies orientades). Sigui S superficie regular orientada. Sigui U entorn obert de

S isigui F € C'(U) un camp. Liavors:

/rotF-da:/ Fdr.
S 0*S

En particular, si S és una superficie regular tancada (sense vora), llavors el valor d'aquesta integral és zero.
15

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

La divergencia d’un camp vectorial F a un punt p és un escalar que mesura en quin grau el punt p és una font
(0o un xuclador) de F. Pensem que F indica la velocitat d’un fluid, aleshores div F/( p) mesura en quin grau el

fluid marxa de p. Sidiv F(p) és negatiu, vol dir que p actua com un xuclador del fluid.

Definicié 15.1 (Divergencia). Més formalment, donat un camp F de classe C* a una regié de R? i donat un
5 g P g

punt p = (X, Yo, o) 2 aquesta regid, tenim:

div F(p) = li ;// Fiido,
VD =100 ol o T

onQ(p,e) = (X5 — & X6+ ) X (Yo — & Yo+£) X (2o — £, 2 +£) és el cub de centre p i costat 2¢ (si canviem

Q(p, ¢) perlabola B(p, £), tenim exactament la mateixa definicid).
Per tant, la divergencia mesura el volum del flux exterior de /' per volum infinitesimal.

Normalment no s’utilitza la definicié anterior per a calcular la divergeéncia, siné que s’utilitza la segiient ex-

pressié equivalent.

Lema 15.2. Sigui F = (I, E, F) € C'(U), on U C R> é obert. Si p € U:

OF OE OF
div F(p) = ——(p) + W(P) + ()—;(p).

Demostracid de 15.2. Al calcul de la integral f/a 0(pe) F# do que apareix a la definici6 de div F( p), aparella-
rem cares paral-leles i comprovarem, fent servir la férmula de Taylor, els valors que apareguin amb el valor al
centre. Sigui C, la cara del cub en x = x, + ¢. Parametritzem aquesta cara amb y i 2: (x, + ¢, 7, 2), amb

Y€ (Yo— & Yot+e)iz € (20— € 2 + €). El normal exterior és 77 = (1, 0, 0). Analogament, sigui C, la cara
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Teorema de la divergencia 15.2

Y
Figura 8: Un cub en els eixos tridimensionals.
oposada, amb x = x, — £. Parametritzem (%, — £, ,2) amb (), 2) € (Yo — & Yo + &) X (2o — £, 20 + £).
Aqui, el normal exterior és 7 = (—1, 0, 0). Utilitzem la férmula de Taylor per comparar F'(x, * ¢, y, 2) amb
F (x5, 9, 2). A C, hi tenim:
oF
E(xo + &, NE Z) = E(-xoy NZ Z) + &_(xo: NE z)g + 0(5)'
X

A C, hi tenim:
K
E(xo 22 Z) = E(XO, N2 Z) - aax (XO, Y z)£ + 0(5)'

Amb aixo, el tros de la integral que correspon en les cares C; i C, és:

'// Fﬁa’a'://E(xo+g,y,z)dydz—// E(xo—¢,9,2)dydz
GuG, (o 0

Yo+e Zote
:25/ / (E(xo,y,z)+o(£)) dydz.
Yo—& Zo—E ox

Com que |Q(p, £)| = (2¢)?, tenim:

I [/ Fii do = I /}'o+s/zo+f (E(x Z)+0(g))d dz
1Q(p o)l Wewuc, (26)3 Jypme Jop-e \Ox ) yaz.

Comprovem ara que el limit quan ¢ — o daquesta mitjana és % (X0 Yos Zo). Per una part:

1 Yote Zote B Yoteé ZoteE 0(1)
Gy /y [ e d"”‘/yo_g 2

essent 0(1) acotat quan ¢ — o queda clar que aquest terme tendeix a o. Per a l’altre terme utilitzem un cop

més la férmula de Taylor: com que ‘3—5 és continua:

OF I
W(xoa V> Z) - E(xoa Yo> zO) + 0(1)'

Llavors,

I Jote Zote OF OF . Jore cte
(25)3 '/}"o—é -/Z‘o—g E(xoa Nz Z) d}/ dz = E(xoa Jo> Zo) + @ AO_E lo_g O(I) d_)/ dz

oF
- E(xo: Yo> zo) + 0(1)-
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Ajuntant-ho tot, queda:

1 0F
li —”// Fﬁda':—lxo, 0> 20)-
i 0l e 3 (or Jor Zo)

\ . E
De manera analoga es pot veure que les integrals corresponents a les cares amb y fixada donen %—; (%05 Yo» %o)
. 0F R ..
iles corresponents a 2 fixada donen > (%05 Yos Zo). Aixo acaba aquesta demostracid. [

Teorema 15.3 (Teorema de la divergeéncia, o de Gauss). Sigui ) C R3 un domini regular. Sigui F un camp

de dasse C' a U i sigui U C Q obert amb U C Q. Aleshores:

/divF=/ F dv,
Uu U

on Lorientacid de 0, U ve donada pel normal exterior a U.

Observacié 15.4 (Observacions al teorema).
1. La definicié detallada de domini regular la trobarem més enrere, per coheréncia amb el text. Esla versié
aR3 dela definicié de domini regular a R* que vam veure quan parlavem del teorema de Green. Es pot
veure a 10.6.
2. Aquest és un teorema de la familia de Green o Stokes, en el que relacionem una integral a una regié

amb una altra integral a la seva vora.

A continuacid, la demostraci pel cas d’'un domini Q) elemental Q = {(x, y, 2) | (x,79) € Dyc < z <

f(x, y)} iuncamp F vertical F(x, y,2) = (0,0, R(x, ¥, 2)).

Demostracio del teorema de la divergencia. Sicomencem per la integral de la divergeéncia tenim:

LdivF:'//l)([f(x’y)%—fdz dxdy://D(R(x,y,f(x,y))—R(x,y,c))dxdy.

Ara mirem laintegral a 07 Q = §, N S, N S tros per tros:

¢ S,. Aqui, F7 = (0,0, R)(a, ,,0) = 0°. Per tant, la contribucié és nul-la.
* S,. Aqui, 2 = f(x, y) i, per tant:

/SFdo-://D(o,o,R)(—ﬁC,—fy,I)dxdy://DR(x,y,f(x,)’))dxdy.

3

Tot plegat, tenim el mateix valor d’abans:

'/0+DFdr:—//DR(x,y,c)dxdy+'[/l)R(x,y,f(x,y))dxdy.

De manera semblant, es pot veure que per a camps de la forma ' = (P, Q, 0), usant el teorema d’Stokes,
el resultat també val. Amb aixo, es veu que el teorema de la divergencia val per a dominis elementals. Per a
demostrar-ho a un domini regular, simplement cal recobrir-lo per dominis elementals mitjangant una particié

i aplicar el que acabem de veure. [ |

6 Segons la definicid 10.5, &, i , sén tals que (2, (x, ¥), 2, (x, ¥)) és el vector normal unitari exterior a d, D.
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Preguntes possibles de teoria B.x

A
TEOREMES DE CONVERGENCIA

Teorema A.x (Teorema de la convergéncia monotona). Sigui E C R” mesurableisiguinf, : E — [o,+0],

n > 1, funcions mesurables tals que

o< filx) <filx) < <fu(x) <+ aexeE

fim o=t

Corollari A2, Sigui E C R” mesurable i siguin f,, : E — [o,+00], n > 1. Aleshores:

s[5

n>1 n>1

Aleshores:

Lema A.3 (Lema de Fatou). Sigui E C R” mesurable i siguin f, : E — [o,+00],n > 1, funcions mesura-

bles. Aleshores:

[tim o< im [ g
E

n—>00 n—oo J E
Teorema A.4 (Teorema de la convergéncia dominada). Sigui E C R” mesurableisiguinf, : E — R,z >
L, funcions mesurables. Si existeix g : E — [0, +c0] integrable (g € L'(E)) tal que peratotn > 1, f(x) —
f(x) guan n — oo i:

|fn(x)| <g(x) aexelL.

lim/ﬂ:/limﬂ.

B
PREGUNTES POSSIBLES DE TEORIA

Aleshores, f, € L'(E) i:

Exercici B.1.

* Demostreu que si un conjunt mesurable A C R t€ algun punt interior, llavors m(A) > o.

* Demostren que si Z C R té mesura zero, llavors R\ Z é un conjunt dens a R.

Demostracio. Si A és un conjunt mesurable que té un punt interior x,, existeix un interval obert / tal que
Xo € 1 C A.Com I = (a,b) peracerts a, b tals que 2 < b, tenim que |/| = b — a > o té mesura positiva.
Pertant,com I C A,|A| = |I| > oi|A4| > o.

Prenem Z C Ri|Z| = o. Denotem £ = R\ Z. Recordem que E és dens en R si, i només si, E =R

Raonem per reduccié a labsurd. Si E # R, E és subconjunt propi ¥R iR \ E és un obert no buit. Aleshores,
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R\ £ té punts, tots interiors. Pel primer apartat, |R \ £| > o. Podriem acabar ja, pero si volem seguir amb

’absurd: .
R\E|<|R\E|=|Z|=0

\ \ { IR\ E| > o

On hem usat que | Z]| = o per hipotesi. De manera que obtenim o < |R \ E| < o, absurd que ve de suposar

E #R.Pertant, E =RiR\ Z densenR. [ ]

Exercici B.2. Digueu si son certes o falses les afirmacions segients (si son certes proveu-les, i si no donen un
contraexemple).

1. Si Ay, k > 1, s0n o-dlgebres a R aleshores A := Nps Ay, també és una o-algebra a R”.

2. Peratot Ay B € M (R”)amb | 4|, |B| < +oo,

|4 = |B|| <[4\ B| +|B\ 4|

3. Sif : R — Rés integrable, aleshores limy_, o0 f (x) = 0.

4. Sigui E C R” tal que la seva frontera 0 E té mesura exterior zero. Aleshores E és mesurable.

Demostracio. PRIMER APARTAT. R” € A, jaque R” € Ay peratotk € Ni, per tant, R” € (5, A = A.
SiE € A, E € Apperatotk € N. Com que Ay és una o-algebra, R” \ £ € Ay peratotk € Ni:

R*\ E e[| A=A.
k>1
Utilitzem el mateix argument que abans, partint del fet que £, . . ., E, pertanyen a les k-c-algebres, arribem
finalment al fet que ens interessa.
SEGON APARTAT. Usem el fet de teoria de conjunts que 4 = (A \ B) U (AN B) iviceversa, B = (B\ A) U

(A N B), per a tot conjunt A, B. A més, aquests dos conjunts sén disjunts:

Al =|A\B|+|ANnB
|4 =14\ Bl +| |}=|A|_|B|:|A\B|—|B\A|SlA\B|+|B\A|-

|Bl = |B\ 4| +[4n B|
Intercanviant els papers d’4 i B, obtenim una desigualtat complementaria |B| — |4| < |4\ B| + B\ 4.
Aixi, obtenim el resultat.
QUART APARTAT: Sigui £ C R” subconjunt. Laseva fronteraés dE = E\E Podem posar E = EU (E\E)
Usant que EcEc E,
(E\E)c (E\E)=0E.

En particular, | E\E|* < |0E|* = o,latltimaigualtat per hipotesi. Per tant, £ és oberti, per tant, mesurable, i
E\ E té mesura exterior o (i, per tant, és mesurable). La uni6 de mesurables és mesurable; aixi, £ és mesurable.
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Ultraresum B.2

C
ULTRARESUM
gel E compacte
f mesurable fE If] < o0 £ eC(E) } =———> f acotada
fl<g

f mesurable

E mesurable

{x |f(x) 2 a} f constant
és mesurable
“ faeg

> f mesurable ¢ mesurable

\

> F mesurable

f acotada N .
E € M(R") rfel
|E| < o0
E numerable fecC
E finit > m*(E) =o
E compacte E tancat de R”

£ simple fsf+e1g
P L max{f, ¢}, If]

Ee M(R?") } —— ¢ S oo
ceR rr

simples

inf, sup,, lim
fk mesurables =—— k> SUP R T mesurables

limy, limy,

E obert de R” E¢ mesurable

bl + bl
f mesurable freofs

](‘
E e M(Rn) E)maxifa (_g-}> |f|
ceR for

mesurables

{E;};er mesurables == |J,c; E; mesurable
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