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Topologia

I

CONCEPTES BASICS
Definicié 1.x (Norma de x € R”). Podem definir la norma amb la segiient equacio:

x|l = V{x, %) = (r.1)

Geometricament, ||x|| representa la longitud del vector x.

Teorema 1.2 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Per a tot x, y es compleix que:
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Definici6 1.3 (Distancia). Siguin dos vectors x, y € R”. Aleshores, la distancia entre x i y la definim com

€25 )

™M
Ny
3
A

d(x, y) = ||x — yl|. La distancia satisfa les seglients propietats caracteristiques:
1 d(x,y) 20id(x,y) =0 & x=1y;
2. éssimetrica: d(x, y) = d(y, x) peratotx, y € R”;

3. compleix la desigualtat triangular: d(x, y) < d(x,2) + d(z, y), peratotx, y,z € R”.

2

ToroLOGIA

Definicié 2.1 (Entorn). Prenem com a referéncia la recta real R. Sigui 2 € Rir € R*. Linterval a l'entorn

delpunta e Résl =(a—r,a+r)=1(a,r).

Definici6 2.2 (Bola). Analogament, prenem 4 € R”. Unabola centradaen 2 de radi  sén tots aquells punts

pertanyents a R” tals que la distancia que els separa d’« és inferior a 7.
B(a,r) ={x e R” |d(x,a) =||lx —a| < r}. (2.1)

Definicié 2.3 (Bola tancada). Es un conjunt de punts delimitat per una figura, que en reté els punts. En

aquest cas, matematicament queda definida de la segiient manera:
B(a,r)={x eR" | d(x,a) < r}. (2-2)

Definici6 2.4 (Punt interior). Diem que un punt 4 és interior a 4 si 37 > o tal que B(a,7) C A (esta
totalment continguda en el conjunt, per molt petit que agafem 7). Denotem el conjunt dels punts interiors a

A com A, iobservem immediatament que 4 C 4.
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Topologia 2.15

Definici6 2.5 (Punt adherent). Diem que un punt x és adherenta A4si V7 > o tenim que B(x, ) N4 # 0.
Tots els punts pertanyents a 4 formen part de Vadberéncia &’ A (A): sigui 2 € A4 un punt interior, aleshores

B(a,r) N A # 0jaque, comaminim, B(a,r) N A4 ={a}.

Definici6 2.6 (Punt frontera). Sigui 4 C R”. Direm que un punt x és a la frontera d’ 4 si és adherent a 4

ia A® = R*\ 4, ¢l seu complementari en R”. Aquest conjunt de punts es coneix com a frontera d’ 4 i es

denota per 04 o Fr(A4).
B(x,r)Nn A4 #0
B(x,r)N(R*\ A) + (Z)} Vr > o. (2.3)

Equivalentment, 04 = Z\ A

Propietat 2.7. S7 A és obert, aleshores R \ A = A C é tancat. En particular, A é obert si, i només si, el seu

complementari és tancat.

Definici6 2.8 (Punt dacumulacié). Un punt x és un punt d’acumulacid, és a dir, pertany al conjunt d’acu-

mulacié si B(x,7) N (A \ {x}) # O (és adherenta 4 \ {x}).

Definici6 2.9 (Conjunt dacumulacié). Analogament, sigui 4 C R”. Diem conjunt d’acumulacié d’4, es-
crit 4’, format pels punts x € R” que s6n adherentsa 4 \ {x}. En altres paraules, la bola centrada en x de

radi » que té punts d’4 que no sén x.
Definici6 2.10 (Punt aillat). 2 € A ésaillatsi existeix » > o tal que B(a,7) N 4 = {a}.

Propietat 2.11.
. A=A U {punts aillats d’A}.
2. x € 4 & B(x,t) N (A\ {x}) té infinits punts, Nr > o.

Definici6 2.12 (Successié a R”). Una successié a R” és 5 : N — R” tal que k +— s5(k) : x¥, on x*

correspon al £-&sim valor de la successid, de cadascuna de les coordenades de I'z-vector. Denotem la successié

per (%) pen. Aixd equival a 7 successions a R (xf) k,jen>amb j =1+ 7.

Definici6 2.13 (Successié convergent a R”). Una successié (x%) epy es diu que és convergent amb limit 2 €
R”siVe > 03k, € N | Vk > ko ||x* — a|| < & (sila distancia entre el £-&sim punt de la successi6 i el limit és

menor que un cert valor ).

Teorema 2.14. Sigui (x%) c R” una successid, i sigui a € R” un punt. Aleshores, (x%);, és convergent si, i
només si, ho son totes les seves successions coordenades (xjk) b =150
lim x* =2 & lim x% = aj, Vj. (2-4)
k—o00 k— 00 J

Teorema 2.35. Sigui A C R”.

CALcUL DIFERENCIAL EN DIVERSES VARIABLES 3



Limits i continuitat

L x€d = 3(xF), c A tal que limy, x* = x.
2 x €04 & 3(x*)p C 4, (¥*)p € (R\ A) tals quelimy, x* = limy, y* = x.

3 xe A = 3(xb), c 4, x* + xVk tal que limy, x* = a

Definici6 2.16 (Conjunt acotat). Sigui 4 C R”. Informalment, un conjunt acotat és aquell que esta con-

tingut en alguna bola. Formalment, si 37 > o tal que 4 C B(o, 7).

Definici6 2.17 (Conjunt compacte). A és compacte per successions si tota successié dins del conjunt (x*) c

A té una parcial convergent amb limita 4.
kiy . A
(x%7) jen — x € 4. (2.5)
Teorema 2.18 (Compacte per successions). Un conjunt K és compacte per successions si, i només s, K és tancat
i acotat.

3
LIMITS I CONTINUITAT

Definicié 3.1 (Corbes de nivell). Siguif : D ¢ R” — Risiguic € R. Aleshores, £, = {x € D | f(x)=

¢} és el conjunt de nivell c.

Definicié 3.2 (Limit). Siguif : D € R* — R, en concret, sigui 2 un punt d’acumulacié de D (2 € D).

Diem que limy_,, /' (x) = € (existeix el limit) si, i només si:
\7’5>033>o|o<||x—4||<5=> If (x) =] < e. (3.1)

En altres paraules, x € B(a,d)\{4} (labola punxada B*(«, 9))i, equivalentment, la imatge per la intersecci6

entre la bola i el domini estd continguda en un entorn (o bola) d’¢:
f(B*(a,0) N D) C B((,¢). (3.2)

Propietat3.3. Siguin f,g : D C R* — Risiguia € D' tals que existeixen {y = limy—,, f(x) i
ly = limy—,, g(x). Aleshores:

o limyo, (F (%) + g (%)) = G + g,

2. limy, f(x) g(x) = € - C,

. ) [4
3. Sily # o, limy, % = é.

Fem limits restringits (iterats, sobre rectes i sobre corbes) per veure quin valor és candidat a limit o, en cas que

trobem dos camins que passin per 2 amb limits restringits diferents, concloure que no hi ha limit.
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Limits i continuitat 3.9

* Limits iterats: hem de fer una composicid de limits per a cada coordenada del vector, comengant per

la dltima i acabant per la primera:

lim f(%,...,%,) = lim (Iim (( lim (f(xl,,xn))))) (3.3)

(X%150e05%) = (A15en ) X—oa; \x,—a, Xn—ay

En aquest sentic, si els limit iterats sén diferents, el limit no existeix pas.
* Limits sobre rectes: agafem les rectes que passen per 4 i tenen direccié 7 unitari: x = 2 + A7. Notem
que ¥ = a + Av implica que ||v]| = 1i||x — 2| = |A]. limy—, f (2 + A0). Anomenem limy_,, (2 + A)

el limit de £ restringit a larecta x = a + Av.

Definicié 3.4 (Continuitat). Siguif : D € R” — R. Sigui 2 € D’. Diem que f és continua al punt  si

limy—,, f(x) = f(a). Formalment:
Ve>o0dd >olllx—all<d = |f(x)—f(a)l <e. (3.4)
També podem formular la continuitat en termes de successions, especificant que el limit és /'(4):
continua per successions &= V(x*), ¢ D amb ;1—% x* = zesté klgrgo f(xk) = f(a). (3-5)
Definici6 3.5 (Corba). Una corba a R” és una aplicacié y : [a, 5] — R” continua, és a dir:

y(&) = (n(2), .5 7a(2)), (3.6)

oncada y; : [0,1] — Réscontinuai, amés, y(¢) € D, peracadat € [o,1]. Simbolicament, escriurem
y C D, per dir que y([o,1]) € D. Elspuntaa = y(0) i b = y(1) sanomenen, respectivament, origen
i extrem de la corba. Una corba es diu que passa pel punt p € R” si per a un determinat temps £, es té

7(to) = p.

Proposici6 3.6. St existeix el limitde f (x, y) quan (x, y) — (a, b) i aquest val U, també existeixen els limits

de f sobre totes les corbes que passen pel punt (a, b) i aquests limits valen (.

Teorema 3.7 (Criteri del Sandwich). Sigui f : D € R* — R Suposem que per x € B(a,r) per algun
r, tenim |f (x) = 0] < @(|lx — al|), amblim;—o+ @(2) = o, on @ és una funcid d’una variable. Aleshores,

limy,, f(x) ="¢.

Observaci6 3.8. Com @(¢) convergeix al o quan ¢ — o* i |f(x) — €| esta fitada per aquesta expressid, té

uniformement el mateix comportament, és adir, /() — €, quan ||x — || — o*, ensdiuque |/ (x) €| — o.

Proposici6 3.9. Sigui D C R” un conjunt,ia € R” un puntdacumulacidde D. Sif : D — R™ és continua

aa,ig:R" — RPécontinua a f(a), aleshores la composicio ¢ o f és continua a a.
g g
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Derivabilitat

Teorema 3.10 (Composicié amb una funcié continua d’una variable). Sigui f : D € R* — R amb

limy_,, f(x) = €. Sigui g : I —> R una funcid continua, on I = (€ — r,0 + r), interval al voltant de

e.

R — ,R—% R (3.7)

Aleshores, limy_,, g(f (x)) = g(0).
Teorema 3.11. Sigui [ : D C R” — R”. Son equivalents:
L [ eC(D).
2. Lantiimatge d’un obert é un obert. VU obert de R”, f~(U) = D NV, onV C R” é un obert.

3. Peratottancat T~ C R™ existeix un tancat G C R tal que f 7(7) = G N D.

Definici6 3.12 (Homeomorfisme). Un homeomorfisme és una aplicacié f : D ¢ R* — E c R” entre
subconjunts D i £ amb la propietat que f és continuaa D, injectivaa D, ilainversaf ™ : f(D) ¢ E — D
és continua.

Teorema 3.13. Sigui f : K C R” — R™, amb K C R” compactei [ € C(K). Si [ és injectiva, f~ :
f(K) — R” és continna. Equivalentment, [ és oberta.

Propietat 3.14. Signi K C R” compacte i sigui | : K — R continua. Aleshores, [ (K) és compacte.
Corol-lari 3.15 (Weierstrass). Sigui K C R” compactei f : K —> R continua. Existeixen x° € K i x* € K
tals que f (x°) < f(x) < f(x"), pera tot x € K (sassoleixen el maxim i el minim).

Definicié 3.16 (Funci6 uniformement continua). Recordem que f : 4 € R” — R és continua a A4 si, i
només si, Va € AVe > oexisteixun d = 9(4,¢) > o (un delta que depen &’z i d’¢) tal que ||x — 4| <

0 = |f(x)—f(a)| < e.Encanvi,sif és uniformement continua a 4, 9 no depen de l'elecci6 del punt:
Ve > o030 =0(¢) >0 | lx —a|l <d = |f(x)—f(a)| <e Vae A (3.8)

Teorema 3.17. Sigui f : K C R” — R continua, amb K compacte. Aleshores, [ é uniformement continua

aR

Lema 3.08. Donat A un conjunt, si tenim U obert i T un conjunt tancattalque ! ¢ A C T :iD =T \U C
0A. Aleshores, A= B, A=UidA=D.

4
DERIVABILITAT

Definicié 4.1 (Derivada parcial). Siguia € U, f : U — R” i U obert aR”. Les derivades parcials de /" al
punt & (si existeixen) sén:

of " flas. . sajXjajp...,n) = f(a,...,a,)
— = lim )
&xj X;—a; X —d]'

(4.1)
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Derivabilitat 4.5

En derivacié parcial podem fer servir les regles de derivacié que coneixem fins avui dia. Les altres variables

actuen com si fossin constants.

Definicié 4.2 (Gradient). Es el vector de les derivades parcials d’una funcié escalar. Aixi, el gradient de f al
punt z és:

0 0
Vf(a) = ( ()J’: (@, 3 j: (a)). (42)

Es tracta d’un vector i per coheréncia se sol expressar com una matriu columna:

< of

,...,axn

Vf(a) =

()

:(‘37”

T
5 (a)) = Df(a)". (43)

of
Ix, (a)
Notem que lexistencia de gradient implica només Iexistencia de les seves components (les derivades parcials)

i, per tant, en esmentar gradient en cap cas sassumeix que la funcié és derivable.

Definici6 4.3 (Derivada direccional). Sigui f : U — R”, U un obert d’'R” i ¥ una direccié (un vector a

R” amb [|v|| = 1). Diem derivada direccional de / al punt 4 i en la direccié 7 a:

fa+1td)—f(a)
p .

D,f (a) = lim (4.4)

Definici6 4.4 (Funci6 de classe C*). Sigui f : D ¢ R* —s R. Diem que f és de classe C*, o bé f €
C*(D), k € N, si existeixen totes les derivades d'ordre #:

okf
dx; - 0%

k

s Iyyeoosip €{1,...,n}isén continuesa D. (4-5)

Definicié 4.5 (Diferenciabilitat en un punt). Siguif : U € R* — Ramb U obertenR”ia € U. f és

diferenciable al punt  si, i només si, 3L, : R” — R una aplicacié lineal tal que:

o @) —fla) - La(x —a)| _

li (4.6)
x—a |x — 4|
Ens queda que la matriu de L, té mida 7 X 11 és la segiient:
0 0
L,+— f(ﬂ),---, f(ﬂ) : (4.7)
0x, 0%,
A posteriori:
L,(v) =Vf(a) v, veR" (4.8)
Aixi doncs, podem reescriure 'expressié de diferenciabilitat de la segiient manera:
. ) = f(a)=Vf(a)(x—a)| _
lim =o0 (4.9)

x—a lx — al
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Derivabilitat

Propietat 4.6. Si f & diferenciable al punt a, aleshores existeixen les derivades direccionals:

f(a+1t0)

Duf (a) = lim ==, i ol = 1. (4.10)

En concret, Vf(a) -0 = ||Vf(a)ll cos(8), ja gue bem fixat ||v|| =1, 0 = %. La derivada direccional és

maxima quan 0 i V[ (a) estan alineats.

Propietat 4.7. Sif : D C R” — R é diferenciable al punt a € D, aleshores f 1€ derivades direccionals a

a, 1 es compleix:

Z 0
D,f(a)=Df(a)-v= Y v]%(a) = (Vf(a),0), (41)

j =1 J
és a dir, la derivada direccional en la direccio v és la imatge de v per la diferencial.

Propietat 4.8. Sigui [ : D C R” — R, tal que a € D i tal que les seves derivades parcials % amb
j

J =1+ n, son continues a D. Aleshores, [ és diferenciable a D. Diem que [ € C'(D) o que [ és de classe C".

En forma de cadena d’implicacions podem posar:
f € C (D) = [ diferenciablea D = [ continua a D. (4.12)
Notem que | € C' és una condicid més forta que f sigui diferenciable.

Definicié 4.9 (Matriu diferencial de ¢ al punt 2). Sigui ¢ : D € R” — R™ isiguia € D. Definim
la imatge per ¢ com la imatge per les 72 aplicacions components en les 72 coordenades: ¢(xy,...,%,) =
(A1(X0s o3 Xn)s ooy P20, . .., X)) ¢ és diferenciable al punt 4 si, i només si, existeix L : R” — R tal
que

i lg(x) — g(a) — L,(x —a)l

im =o

x—a (Bl

(4.13)

A posteriori, quan aixo passa, L, (#) ésla matriu diferencial de ¢ al punt 4 (o jacobiana, toti que per jacobiana

normalment sentén el determinant daquesta matriu).

@) - 32 Vé.(a)
L.u)=(D¢)(w),onDg,=| : . 1 |e=]| (4.14)
’%(4) ‘;folﬂ(d) Vo (a)

Propietat 4.10. S7 ¢, ¥ diferenciables:

L ¢+ édiferenciablei D(¢ + ), = D, + Dy,

2. Sim =1, Y ésdiferenciable iV (¢py), = ¥ (a)Vo, + ¢(a) V.
Definicié 4.1x (Regla de la cadena). Siguinf : D ¢ R” — R”ig : f(D) c E ¢ R” — RZ. Sigui
a € Damb f(a) € E. Sif ésdiferenciable al punt & i ¢ és diferenciable a f(4), aleshores g o f : D C

R” — R? és diferenciable i

D(gof)(a)=Dg(f(a))- D(f(a)), on - indica el producte de matrius. (4.15)
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Aproximacié polinomial 5.2

Lema 4.12 (Lema de Schwarz). Sigui [ € C*(D) (rotes les segones derivades son continues). Aleshores,

>f >f

0x ;0 - 0x10x;

()

(a). (4.16)

Podem derivar amb l'ordre més convenient, ja que el resultat final sera el mateix. N'bi ba prouw amb qué cadas-

cuna de les derivades parcials sigui diferenciable.

Propietat 4.13 (La derivacié és «commutativa»). S7 %, J = 1+ n, son diferenciables a un punt a € D.
j
Aleshores, 0f »r
(a) (a), Vi ked{y...,n}. (4.17)

0x40x - 0x 0},

Lordre de les derivades crenades, no influeix en la derivacio.

Definicié 4.14 (Matriu hessiana). Sigui f per a la qual % sén diferenciables a @ € D (per exemple, f €

C*(D). Aleshores, la matriu hessiana d’f al punt a:

0*f 0*f
0x)? 1 Oxp0x
Hf(a) = : ., i |, Hf (a) € Muxn(R) és simetrica. (4.18)
0*f 0*f
0x%0%,  (0x,)?

A
APROXIMACIO POLINOMIAL

Definicié s.x (Polinomi de Taylor). Sigui f : Q € R” — Risiguia € . Anem a desenvolupar el
polinomi de Taylor en diverses variables, és a dir, per a diverses 7. Per a 7z = 1, on 7 és el nombre de variables,
sigui f : Q € R” — R, amb a2 € Q. El polinomi de Taylor de / de grau £ al punt 4 és:
ko2, |
pe= Dy (5

=0

Teorema s.2. Sigui [ : Q C R” — R, en concret, sigui ' € C Q)i sigui a € L. Existeix un sinic
polinomi py(x,, . . ., x,) de grau < k tal que:

@) = ]
1m =0

x=a v - allt

(5-2)
Amés, f(x) = pr(x) +o(||lx — a||*) i t la forma:

Pe(x) = F(2) + VF(a)(x — a) + isz(a)(x 4 x—a) e éDkf(ﬂ)(x —a, kL x—a). (53)

Aixo és:
D.x—a)

k ' _ (i
o =Y D@ (54

CALcUL DIFERENCIAL EN DIVERSES VARIABLES 9



Aproximacié polinomial

Aleshores:
k

f)= ) 5D f@)(x—a,tx-a)+

=0

I

(%) - X —4a
o F(E (x—a, .k, x-a),

(5-5)
E=(G—-t)a+tx,t €o,1].

Corol-lari 5.3 (Teorema del valor intermig). Sigui f : D C R* — R diferenciable i sigui D un domini

convex (¢s a dir, que per a dos punts qualssevol del domini el segment entre ells també pertany al domini). Siguin

%,y € Disigui z(t) = (1—t)x+1ty,t € [o,1]. Existeix t € (0,1) tal que:

) =) =Vf=@)(x-y) = [f(x)=[(y)+Vf(z()(x-y). (5-6)

Definici6 5.4 (Maxim relatiu). Siguif : D € R” — R funcié a D, D obert. Diem que 2 € D ésun

maxim relatiu si 3¢ > o tal que f (x) < f(a) sempre que x € B(a, ¢).

Definici6 5.5 (Minim relatiu). Analogament, sigui f : D ¢ R” — R funcié a D, D obert. Diem que

a € D ésun maxim relatiu si 3¢ > o tal que f'(x) > f'(4) sempre que x € B(a, ¢).

Teorema 5.6. Sigui [ : D C R” — R diferenciable. Si a és un extrem relatiu (o punt estacionars), aleshores

Vf(a) = o (dit d’una altra manera, les primeres derivades amb totes les variables son o).

Definici6 5.7 (Punt critic). Sigui / : D ¢ R” — R funcié a D, D obert. Diem que 2 € D és un punt

critic si les derivades parcials son simultaniament nul-les; aixo és, si V£ (4) = o:
I
f(x)=f(a)+Vf(a)(x—a)+ ;sz(ﬂ)(x —a,x—a)+o(||lx - al*)

I (5-7)
= f(x)-f(a)= ;(x —a)Hf (a)(x — a) +o(||x — al[*).

Definici6 5.8 (Matriu definida positiva). Sigui M una matriu 7 X 7 simetrica. Diem que M és definida
positiva si:

ol M v >0, Vo e R"\ {o}. (s5.8)

Teorema 5.9 (Puntdesella). Sigui f : D C R* — R funcid a D de dasse C*(D). Sigui a punt critic
(Vf(a) = o). Si Hf (a) és estrictament definida negativa, a és un maxim relatin. Analogament, si Hf (a)
& estrictament definida positiva, a és un minim relatiu. Si v H f (a)v pren valors positius i negatius (segons

v), diem que a é un punt de sella.

. . . .y . , . ay a
Propietat s.1o. Sigui M una matriu n X n. Sigui A el primer menor d'ovdre j, A, = a,, A, = (ﬂn du)
21 22

i A, = det M (els menors orlants).

ay an  t dp
Ay Aoyt dap

M = (5.9)
Ay Apa 0 dpn

10 MARIO VILAR



Funcié inversa i implicita 6.1

1. SiA; > operatot j, M é definida estrictament positiva.

2. Si A j € negativa per a j senar i si A j & positiva per a | parell, aleshores M definida estrictament

negativa.

6
FUNCIO INVERSA I IMPLICITA

Teorema 6.1 (Teorema de la funcié inversa). Sigui f : Q € R* — R” de dasse C k. amb Q obert. Sigui
a € Q ambdet(Df (a)) # o, & adir:

of, of,
o SR

det(Df (a))=|: .. (6.1)
ofs of,
Lo

Existeix U C ) obert amb a € U tal que:
LV =f(U) é un obert.
2. [+ U — V é bijectiva.
32 [V — U é5 de classe CF.
Demostracio.

1. Hi ha un entorn d’z (una bola) on f és injectiva: siguin 2 € Qie > o tal que existeix B(a, ¢).

Comprovem la condicié d’injectivitat (f (x) = f(y) = x = y):

f) =f0) & o=fi0) =i =V{E =0 =), 35E) w0 (©2)
k=1
Per tant, tenim un sistema d’z equacions amb 7 incognites i de matriu:

L) o L)
: : (6.3)
Dgy) o L&)

oné,...,&, sén coordenades d’un punt intermig entre x i y. En concret, si £ és prou petit, x, y €
B(a, ¢)ieldet(M) # o. Aleshores, x; — y; = o per a tot k. D’aquesta manera, x = .

2. Sigui d < e. Aleshores, |m és injectiva i de classe C k¥ Considerem:
m= min_ (||f(x) —f(a)]]) > o, tal que ||x — 2| = J. (6.4)
x€B(a,d)

Amb tot, veurem que B(f (a), 2) C f(B(a,9)). Enefecte,sigui y € B(f(a), Z*) un punt qualsevol.

Aquest punt compleix, per definici6, que || y — £ (2)|| < 2. Volem veure que existeix x € B(a, 9) tal
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que f(x) = y; en altres paraules, volem veure que la funcié d : B(a,d) — R assoleix el valor o per

ad(x) = ||f (x) = yl|*. Pel teorema de Weierstrass, d(x) assoleix un minim x, € B(4,d). Hem de

distingir casos en funcié daquest minim:

1. Six, ¢ 0B(a, ), ens queda:

m m
1/ (x0) = Yl 2 |lf (x0) = F (D = If (a) =yl > m - S =5 £ (a) =yl (65)
2. En canvi, six, € B(a,d), é un extrem relatiu. Si prenem tot £ = 1+ 7:

s*

od <
= 3 (0 = 2, 2fi(50) = 35 (o) = () =3y = 0V) = f(xo) =

j=1
(6.6)

Com hem provat que és exhaustiva, ja hem acabat.

3. Definim V = B(f (a), 2) i, per tant, U = f 7 (B(f (a), 2)). Lainversa f ' : V — U és de classe
C*. Pelfetque f ' (f (x)) = x (ésbijectiva), Df 7' (f (a)) = (Df (a)) " = 1diDf 7 (f (a))Df (a) =
1d.

Observacié 6.2. Lenunciat anterior porta associades algunes particularitats:

* Es tracta d’un teorema d’existencia; és a dir, es dona una condicié suficient per a lexistencia d’inversa,
pero no sabem qui és aquesta inversa: només sabem que existeix i té una certa regularitat.

* Es tracta d’'un teorema local; és a dir, es garanteix que /* és injectiva en un entorn U del punt 4. Lluny
de l'entorn U no sabem qué passa. A més, tampoc sabem si U és gran o petit.

* Demanar que Df () sigui un isomorfisme és equivalent a demanar que det(Df (a)) # o. Aquest

determinant és precisament el determinant de la matriu jacobianade f al punta. Sif = (£, ..., /%),

aleshores:
M() %(a)
det(Df (a)) = (6.7)
jf,ﬁj(a) ’)f”(a)

Aquest determinant s'anomena el jacobia de [ al punt a i sovint es denota per:

o(fis- - fn)
0(x, .. ,xn)) (),

amb la intencid de destacar les funcions que es deriven i en quines variables es deriven, en particular.

J(a,f) = det(Df (a)) = det( (6.8)

* El teorema garanteix que si / té jacobid no nul a un punt, aleshores f és una funcié bijectivaa U, ila

seva inversa g és tal que ¢ € C"(f (U)).
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Teorema 6.3 (Teorema de la funcié implicita). Sigus QO C R” XR™ obert, i sigui I : O C R” XR™ de classe
C". Sigui (x°, y°) € Q CR” X R™. 8¢

g_ﬁ(xo’yo) g_}i(x())_yo) %(xo,)’o)
OF; %00 @0 5°) e g, )
dee(52) e e 7T T B e ey 2, (e
L | J=m . .
k=1+m ’ ) ’
T (%, 9°) G, p0) e T, 50)

aleshores existeixen W entorn de (x°, y°), U entorn de x° i g; : U — R de classe C" tals gue
{x,yeW | F(x,y) =0} ={(x, g(x)) | x €U}, gi(x°)=y; j=1+m. (6.10)

Estem dient que existeix un entorn (x, g(x)) tal que es correspon amb els punts de W que fan que F (x, y) = o.

Quan aixo passa, tenim m igualtats que defineixen implicitament les funcions g, . . ., gn.

E(xy, ..oy %0, g1(%),..0, gm(x)) =0
: (6.1m)
Ep(y .oy %0, g1(%)s .05 gm(x)) =0

Tenim que, a més, g; € CH(U,).
Idea dela demostracid. Definim H : Q € R** — R* talque H € CH(Q), H(x, y) = (x, F(x, %))

i H(a,b) = (a,0). Comprovem que H t inversa a 'entorn de (4, 0). Pel teorema de la funcié inversa, hi

ha una inversa local de classe C¥ si

det(DH(a,b))=| o o 1 o o |#0
JE  JF o IR 9h
ox,  Ox, 09, 0%, 0Ym
. ol ) (6.12)
9By, 0B, .. 9By 9B, . 0
0x, 0%, 9y, 9y, 0Ym

H™(x,0) = (x, H(x,0))

H}(.X', ):xn---aHn(xa ):xn ~
) ) y=H"(x,0) = g(x)

H(x,9) = (X5 o5 %0, F (20, 9), ..., B, 9))
i {
H(x,9) = E(x,9), ..., Hy = Ey(x, y)

Existeixen U, p) 1 V(4,p) oberts de R**7 tals que H : U,y —> V(s,0) és un difeomorfisme de classe C k
Existeix, pera (x, y) € V(4,0):

H7 (%, 9) = (H7' (6, ), Hy (2 9), BN ), - B (% ). (6.13)
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HiHd indiquen que H és per les # components d’R” i Hés per les 7 components d’R”. Definim: g(x) =
(A7 (x,0),...,H;(x,0)) = H(x,0). Queda per demostrar que en aquest entorn F(x, y) = o0 &
y = g(x).

= F(x,y) = oimplicaque H(x, y) = (x,0)i(x, y) = H '(x,0)iy= H™(x,0) = g(x).

& F(x,g(x)) = F(x, H™(x,0)) = F(H(x,0)) = o.

Observacié 6.4.
* Es tracta d’'un teorema d’existencia local. Globalment no es pot dir res.
* Lafuncié g rep el nom de funcid implicita, i se’n sap l'existencia i la regularitat, perd no la seva forma
explicita.
* Llaplicacié 2 = (g(2),2) = G(o, 2) definida pera z € C amb valors 4 N {F = o} és continua i

bijectivaa C.

Definici6 6.5 (Subvarietat diferenciable). Diem que M C R” és una subvarietat diferenciable de classe C ki
dimensié 7 (els graus de llibertat que queden després d’imposar una serie de condicions) si peracada p € M
existeix un entorn de p, U, i existeixen 7—m funcions (el nombre de condicions que hem fixat) gi, . . ., gy :

U—R,g;€ Ck((lxlp) tals que
MU, ={xeU, | &(x) == grm(x) = o}, (6.14)
iles funcions g, . .., gy sondiferents: V g (p), ..., V go_p(p) sén vectors linealment independents.

Definici6 6.6 (Espai normal i espai tangent). Diem espai normal a M al punt p al'espai generat per tots els

vectors gradient, que sén perpendiculars a la corba en el punt p. El denotem per:
Npy(M) =V g (p)s---s gn-m(p))s dim(N,(M)) =n—m. (6.15)
Diem espai tangent a M en el punt p a:
Ty(M) = (Va(phs- .,V grem(p) s dim(T,(M)) = m. (66)

Definicié 6.7 (Parametritzacio). Sigui M una subvarietat diferenciable de R” de dimensié 72 i de classe C k

Donat un entorn ﬂp de p els punts de M N ﬂp sén els zeros d’una funcié F : ﬂp — R”7 de clas-

0 0 p
Jm e Dy, tenim

se C k((l/[p) amb DF de rang n — m a tot punt d'U,. Si per les derivades parcials
det( (s Fm

a(xm+ly---;x7l)

) # o, aleshores hem trobat una parametritzacidc G = ([ Ao, g) onld,, : %Ip - U,
és la identitat, i g és la funcid resultant d’aplicar el teorema de la funcié implicita. En particular, G™" és la

projeccié en les coordenades i, . . ., xy,.
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Teorema 6.8. Sigui A un obert de R™ i siguin g, ..., g, € C k (A) amb diferencials de rang m. Per a cada
punt a € A existeix un entorn U C A tal que ¢ = (g, . .., gn) sobre U és un homeomorfisme amb la seva

imatge g(U) C R". Aquesta és una subvarietat diferenciable de R" de dimensid m.
7

LAGRANGE

Teorema 7.1 (Métode de multiplicadors de Lagrange). Sigui M C R” una subvarietat diferenciable de clas-
se C* i dimensié m. Es a dir, definim p € M, 7/1], entornde p, g ;€C k (ﬂp) [ j =1+ n— mtals que:

MUy ={x € Uy| 6(x) == gum(x) = o}, (7)

Sigui ara f € C'(Q) on Q és un obert que conté M. Els extrems de f restringida a M 0 U, es troben entre
els punts x € Uy O M tals que Vf (x) € (Vgi(x),...,V gum(x)). Es a dir, Vf (x) é combinacid lineal de

V g;(x), existeixen Ay, . . . dn—y € Rtals que:

Vf(x) = QIVgI(x) +--+ ln—mvgn—m(x) (7-2')
Diem que A, . . .y Ap—m $0n els multiplicadors de Lagrange.

Idea dela demostracio. Si agafem M = {(x, y) | g(x,y) = o}iel conjunt de corbes de nivell £ =
{(x, y) | f(x, y) = c}. Sabem que el vector perpendicular a la corba de nivell en un punt és el gradient de
V/ en aquell punt. En M, el vector perpendicular en un punt és, per definicié, V g. Aleshores, si els vectors

s6n tangents en algun punt, tenim Vf = AV g. [}
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