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Introduccid

This silence for my sin you did impute,
Which shall be most of my glory, being dumb;
For I impair not beauty, being mute,

When other would give life and bring a tomb.

WILLIAM SHAKESPEARE

Abans de comencar, una petita introduccié a aquests apunts pels quals, a causa de la seva
extensio, es pot veure facilment que he ampliat més que no pas reduit el temari...

Primer de tot, es trobara que hi ha un index, on hi distingim els diferents apartats ordenats
d’una manera certament poc satisfactoria pel que fa a l'ordre cronologic del curs, sindé que
he seguit més aviat el meu propi criteri. Hi ha capitols, seccions, subseccions (i fins i tot
subsubseccions). Pel que fa al pes d’aquestes estructures en els encapgalaments:

1. el namero de 'tltima secci6/subsecci6 figurard en cada cantonada superior de pagina

parella (per exemple, 1.2);

2. el nom del capitol es trobara a la part dreta de la capgalera de les pagines parelles (per

exemple, "Divisibilitat i nombres primers");

3. el nom de l'tltima secci6/subseccié de la pagina, a la cantonada dreta superior de les

pagines parelles (per exemple, "Polinomis: algorisme d’Euclides").
A més, hi ha una taula en qué es veu facilment que s’ha seguit una mena de sorting-by-color per
poder treballar de manera més eficient amb els diferents tipus d’enunciats matematics. En els
encapcalaments, aleshores, tenim:

e el numero de I'altim teorema, definici6... de la pagina en qiiestio es trobara a les pagines
senars, a la cantonada superior dreta (per exemple, 1.2.3).

Teorema de prova. Aquest és un teorema de prova. Els teoremes, les proposicions, els lemes,
els corol-laris, les propietats, les conjectures i els processos tindran aquest format.

Definicié de prova. Aquesta és una definicié de prova. Les definicions, els exemples i les
notacions tindran aquest format.

Remarca de prova. Aquesta és una remarca de prova. Les remarques tindran aquest format.

Figura 1: Els diferents formats d’enunciats.
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Capitol 1

Diagonalitzacio

Donat un endomorfisme f : E — FE ens proposem trobat una base de F de manera que la
matriu de f en aquesta base sigui el més senzilla possible. En alguns casos, veurem que podem
trobar una base en qué la matriu de f és diagonal. En aquest cas, diem que la matriu de f és
diagonalitzable.

1.1
VALORS I VECTORS PROPIS

Definicié 1.1.1 (Matriu diagonal). Donats escalars Aj,..., \,, on n > 1 és un enter, denota-
rem per D()\y,...,\,) la matriu diagonal de mida n x n donada per
M 0O -0
0 XA - 0
DM, ... ) = | . o . (1.1.1)
0 -~ 0 M\,

Definicié 1.1.2 (Vector propi). Diem que un vector no nul v € E és un vector propi de f si
existeix un escalar A € K tal que f(u) = Au.

Definicié 1.1.3 (Valor propi). Si u és un vector propi de f, 'escalar A s’anomena valor propi
de wu.

Observacio 1.1.4.

1. La definici6é de vector propi i de valor propi d’'un endomorfisme no utilitza bases.

2. En la definici6 que hem donat de vector propi s’exigeix que el vector sigui diferent de zero.
El vector 0 € F satisfa 'equacié f(0) = A -0 per a tot A € K, pero 0 no se sol considerar
com a valor propi de f.

Si u és un vector propi A aleshores, per a tot a € K, a # 0, el vector au també és un vector

Qo

propi de f del mateix valor propi (unicitat del valor propi).
4. Els vectors no nuls del nucli de f soén vectors propis de valor propi A = 0.

Exemple 1.1.5. Si A és una matriu diagonal,

A=D(\,\) = <A01 ;’2) , (1.1.2)

11



1.1 Diagonalitzacio

() one () A ()= (D)= (). 113)

Definicié 1.1.6 (Subespai propi de f de valor propi A). Si A € K, denotarem per E) el subes-
pai vectorial d’E donat per

aleshores,

Ey\ = ker(f — \I). (1.1.4)

u # 0 és vector propi de f si, i només si, f(u) — Au = 0. Aixo equival a demanar que u € Ej.
D’altra banda, un escalar A € K és valor propi si, i només si, E, # {0}.

Definicié 1.1.7 (Multiplicitat geométrica i algebraica). Sigui A un valor propi de f, Definim la
multiplicitat geometrica de A com la dimensié de ’espai vectorial . La multiplicitat algebraica
és la multiplicitat de A com a arrel del polinomi caracteristic. MG < M A.

Proposicié 1.1.8. Sir és la multiplicitat del valor propi k, és a dir, si es té r = dim(ker(f—kI))
1 s €s la multiplicitat del zero k del polinomi caracteristic, aleshores r < s.

Proposicié 1.1.9. Un escalar A € K és valor propi de f si, i només si, det(f — \) = 0.

Demostracio. Sabem que el subespai E) := ker(f — AI) és trivial si, i només si, la imatge de
f — Al té rang maxim. Aixo passa si, i només si, det(f — AI) # 0, tal i com voliem provar. M

Definicié 1.1.10 (Polinomi caracteristic). El polinomi caracteristic d’'una matriu quadrada A
és pa(A) := det(A — AI), on

ai— X a} al
ai  ai-—\ a?
, (1.1.5)
n n n
aj ay cooay— A

correspon a la matriu A — AI. Aquest polinomi no depén de la base escollida, sin6 de ’endo-
morfisme en si: parlem del polinomi caracteristic d'un endomorfisme, p(X).

Propietat 1.1.11 (Resum dels passos per al calcul de valors i vectors propis).

1. Buscar les arrels {1, ..., A\, } del polinomi caracteristic pa(X\) := det(A — AI). Notem que
poden haver-hi diverses arrels amb el mateix valor.
2. Per a cada arrel \;: buscar les solucions del sistema homogens

A=AxD-[ = [=1:1]" (1.1.6)
3. BEscollir vectors representant d’aquestes solucions per a descriure els subespais propis i la

multiplicitat de cada valor propi \;.
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Teorema de diagonalitzacio 1.2.6

1.2
TEOREMA DE DIAGONALITZACIO

Sigui £ un espai vectorial de dimensi6 finita n = dim F. Sigui f : E — F un endomorfisme
i suposem que hem trobat una base 8 = {uy,...,u,} de F tal que la matriu de f en aquesta
base és diagonal D(Ay,...,\,). Aleshores, és evident que els vectors u; sén vectors propis de
valor propi \;. Reciprocament, suposem una base B’ = {vy,...,v,} de vectors propis de f.
Aleshores, la matriu de f en la base B’ és una matriu diagonal D(Aq,...,\,;) on \; és el valor
propi associat al vector propi v;.

Definicié 1.2.1 (Diagonalitzable). Direm que un endomorfisme és diagonalitzable si existeix
una base de E formada per vectors propis de f.

Observacio 1.2.2. Diagonalitzar un endomorfisme f vol dir trobar una base de vectors propis
de f, mentre que diagonalitzar una matriu A vol dir trobar una matriu diagonal equivalent a A.
En altres paraules, '’endomorfisme f és diagonalitzable si, i només si, I’endomorfisme associat
és, en efecte, diagonalitzable.

Proposicio 1.2.3. Siguin u,u’ € E vectors propis de f amb valors propis A, N € K respectiva-
ment. Si A # N, aleshores u,u’ son linealment independents.

Demostracio. Suposem que au + a’'u’ = 0 per a certs a,a’ € K. Aplicant la funcié f a banda
i banda ens queda que af(u) + a'f(v') = f(0) = 0. Com que per hipotesi (u,u € E wvectors
propis) tenim que f(u) = Au i f(u') = N/, obtenim que adu + a’N'u' = 0. Podem suposar que
A # 0 (ja que A # X). Ara, multiplicant la primera equaci6 per A obtenim que Aau + Aa'v’ = 0.
Notem que tenim les dues expressions:

Aau + Aa'u' =0,

a u+aNu = 0. (1.2.1)

Operant-les, obtenim que a’(A — X)u' = 0. Com que v’ # 01 XA # X, tenim que o’ = 0. Per
tant, també tenim a = 0 i els vectors u, u’ séon linealment independents. D’aqui extraurem els

segiients corol-laris. [ ]
Corol-lari 1.2.4. Un conjunt de vectors propis {vy,...,v.} amb valors propis {\i, ..., A} tal
que \; # A;j, aleshores els vectors {vq, ..., v} son linealment independents.

Demostracio. Per induccioé simple sobre r. |

Corol-lari 1.2.5. El nombre de valors propis diferents és < n. Si hi ha exactament n, f és
diagonalitzable.

Exemple 1.2.6. Considerem f : R? — R? amb matriu

Ao ((1) D (1.2.2)

en la base usual (1,0), (0,1). El polinomi caracteristic és (1 — x)? i, per tant, I'inic valor propi
és 1. Si f diagonalitzés, la seva matriu diagonal seria A = I, la qual cosa no és certa. De fet,
el subespai de vectors propis és de dimensi6 1: ker(f —1I) = ((1,0)).

13



1.2 Diagonalitzaci6

Corol-lari 1.2.7. La suma de subespais propis €s directa: si {\1,..., A} son tals que \; # A,
aleshores
E)\1+E)\2+-"—|—E)\r:E)\IEBE)\Q@-“@E)\T. (123)

Corol-lari 1.2.8. f és diagonalitzable si, 1 només si, E = E\, @ E\, ®--- B E\., on A\, ..., A\,
son tals que \; # N\j, per a i # j.

Definicié 1.2.9 (Matrius equivalents). A, B son equivalents si son dues matrius de I'endomor-
fisme f associades a diferents bases d’E, sabem que estan relacionades per una matriu invertible
(la matriu de canvi de base), mitjangant la formula A = U~'BU.

Lema 1.2.10. Sigui A una matriu de mida nxXn. Per a tota matriu invertible U de mida n xn
es té que det(UPAU — \I) = det(A — \I).

Demostracio. En primer lloc, se satisfa que
UTAU — N[ =U AU — U 'A\IU = U1 (A - MU, (1.2.4)

i per les propietats multiplicatives del determinant, det(U AU — XI) = det(U~!)det(A —
M) det(U) = det(A — \I). [

Definicié 1.2.11. Sigui f : F — E un endomorfisme en E. El polinomi caracteristic de f
és pr(A) == pa(A) = pp(A) = det(A — AI). Notem, com haviem dit anteriorment, que dues
matrius son equivalents els seus polinomis caracteristics son iguals, ja que no depenen de la base
escollida.

Teorema 1.2.12 (Teorema de diagonalitzacio). Un endomorfisme f és diagonalitzable si, i
només si, les dues condicions segiients es verifiquen:
1. El polinomi caracteristic de f descompon com a producte de n factors de grau 1 sobre K,
wguals o repetits. En altres paraules:

pr(z) = ()" (@ = A)™ (= A)™, N #E N, ma 4+ mye = n. (1.2.5)

Per tant, ps(X) té n arrels a K comptades amb multiplicitat.
2. Per a tot valor propi A\; es té que dim Ey, = m,.

Demostracio. Suposem que f és diagonalitzable. Aleshores, hi ha una base {vq,...,v,} de E
on v; és vector propi de valor propi \;. La matriu de f en aquesta base és D(\y,...,\,). Per
tant, tenim
prA) = (A =A) - (A = A) = (=1)"(A = A) - (A = Ap). (1.2.6)
—> Reagrupant els termes amb \ iguals s’obtindria una expressié com la de (|1.2.6)), ja que,
notem, els \; no tenen per qué ser diferents (una vegada reagrupats si). A més, és clar
que per a tot A € K el subespai propi E) esta generat pels vectors v; de la base tals que
Ai = A. Per tant, la dimensi6 de E) és la multiplicitat de A com a arrel de ps(A), provant
aixi [[.2.12] 2.
<= Suposem que ambdues condicions del teorema son certes. Aleshores,

> dimEy, =mi+---+m, =n (1.2.7)

i, per tant, ' = E), & --- & FE,.. Aixi doncs, f diagonalitza.
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Teorema de diagonalitzacio 1.2.14

Observacio 1.2.13. Hem d’anar amb molt de compte amb el cos sobre el qual esta definit F,
en particular per a la primera condici6.
e Notem que en el cas que K = R, la condicié se satisfa si, i només si, les arrels son totes
reals. En canvi, en el cas que K = C, la primera condicié sempre se satisfa.
e Pel que fa la segona condicid, no se satisfa sempre, ni sobre R ni sobre C. La segona condici6
del teorema demana que multiplicitat algebraica i multiplicitat geométrica coincideixin.
1. En el cas que la multiplicitat algebraica de totes les arrels sigui 1 (tot arrels simples),
aleshores la segona condicié se satisfa automaticament (ja que si A és valor propi
aleshores F) # {0} i dim F) > 0).
2. Si la multiplicitat algebraica d’alguna de les arrels és m > 1 aleshores cal comprovar
la segona condicié buscant m vectors propis linealment independents de valor propi
A, per verificar que la multiplicitat geométrica de A és m.

Exemple 1.2.14. Considerem la matriu

A= G D . (1.2.8)

Aleshores, pg(A\) = (1 — A\)?, aixi que pa(A) té una tnica arrel A = 1 amb multiplicitat 2. La
primera condici6 de [1.2.12] se satisfa. Anem a veure la segona. Calculem el subespai propi Ej.
Per fer-ho cal solucionar el sistema

<15A 1ik) @ - (8 é) @) - (8) = y=0 (1.2.9)

Aleshores, el subespai propi F; esta format per vectors de la forma {z,0}, amb = # 0. Podem
escriure £ = ((1,0)) i, per tant, dim F; = 1. Observem, pero, que la multiplicitat de A = 1 és
2: no es compleix la segona condici6 de [1.2.12]1 A no diagonalitza.
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Capitol 2

Formes bilineals 1 espais vectorials
euclidians

2.1
FORMES BILINEALS I PRODUCTE ESCALAR

Considerarem un espai vectorial E sobre un cos K de dimensi6 finita n.

Definicié 2.1.1 (Forma bilineal en E). Es una aplicacié

p: ExXE — K

(u,v) — @(u,v) =\ (2.1.1)

Podem veure, doncs, que ¢ assigna un escalar a cada parell de vectors i que és lineal en les dues
variables.

Propietat 2.1.2 (Propietats de les formes bilineals). Com que és lineal en les dues variables,
podem dir que satisfa, donats u,v,uy, us,v1,v3 € B i A € K:

1 p(ur + ug,v) = p(ur, v) + p(uz, v),

2. p(u,v1 + v9) = p(u,v1) + p(u, va),
3. @(Auu U) = )\QO(U, U);
4 ol ) = Aol v)

Definicié 2.1.3 (Forma bilineal simétrica). Diem que ¢ és simétrica si p(u,v) = ¢(v,u) per a
tot u,v € E.

Definicié 2.1.4 (Forma bilineal definida positiva). ¢ és definida positiva si ¢(u,u) > 0 per a
tot u # 01 p(u,u) = 0 si, i només si, u = 0.

Sigui ¢ : E x E — K una aplicaci6 bilineal. Donada una base B = {ey,...,e,} de E
denotem g} 1= @(e;, ;).

Definicié 2.1.5 (Matriu de Gram). Anomenem Matriu de Gram en la base B la matriu

N Yn
Go(p)=| 1 . (2.1.2)
g Gn



2.1 Formes bilineals i espais vectorials euclidians

Observem que gracies a la bilinealitat, per a vectors u,v amb coordenades (ai,...,a,) i
(by,...,by,) respectivament, tenim que
b1
o(u,v) = (a1,...,a,) - Gale)- | + |; (2.1.3)
bn

aquesta expressio se sol escriure com ¢(u,v) = ul - G (@) - v, on vy = Mg (v) denota el vector
columna de coordenades de v en la base B i uy = Mg (u) denota el vector de coordenades de
u en la base 8. Quan la base queda clara pel context, simplifiquem 1’expressio

Observaci6 2.1.6. La matriu de Gram és la unica matriu que satisfa p(u,v) = uly - G (@) - vs,
per a tot u,v € E, atés que @(e;,e;) = g} = e} - Gu () - em.

Proposicié 2.1.7. Sigui ¢ una forma bilineal en E. Son equivalents:
1. ¢ és simetrica,
2. per a tota base de E la matriu de Gram és simétrica,
3. emisteir una base tal que la matriu de Gram en aquesta base és simetrica.

Demostracio.
1 =2 Si ¢ és simeétrica aleshores g% = g(e;, €;5) = glej,e;) = gl. Aixi doncs, ¢ és simétrica, tal i
com voliem provar
2 =3 Es trivial.
3 =1 Escollim una base B per la qual Gy (y) és simétrica. Aleshores,

plu,v) = u' - Gu(p) -v=(u"Gn(p) v) =v"Gu(p)" - u=p(v,u), (2.1.4)

on en la segona igualtat hem usat que u' - Gu(p) - v és una matriu 1 x 1. En la tercera,
hem aplicat les propietats de la transposicio i en la quarta, la definicié de forma bilineal.
|

Definici6 2.1.8 (Matriu de canvi de base). Donades dues bases B = {ej,...,e,} 1 B =
{el,... €.}, denotem per P = My u)(/d) la matriu de canvi de base de B a B’. Amb la
notaci6 introduida abans, tenim que ug = P - usy.

Proposicio 2.1.9 (Canvi de base). Sigui ¢ una forma bilineal en E. Denotem per Geg(p) i
Gw (@) les matrius de Gram de ¢ en les bases B i B', respectivament. Aleshores, es té

Gu(p) = P" - Gwl(p) P, (2.1.5)
on P = Mg m €s la matriu de canvi de base.
Demostracio. Donats u,v € E tenim
o1, 0) =ty - G (i) - s = (P )’ - G () - (P ) =ty - P' - Go () - P . (2.1.6)
Com que Gy () és la tnica matriu tal que ¢(u,v) = uly - G (¢) - us, obtenim la igualtat
Gu(p) =P" - Gu(p) - P. (2.1.7)
|
Observacié 2.1.10. Notem que, en contrast amb els canvis de base per endomorfismes, ens

apareix la transposada P! en comptes de la inversa P~
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Espais vectorials Euclidians 2.2.8

2.2
ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS

Considerarem K = R i més endavant comentarem les particularitats de K = C o d’un altre cos
arbitrari. Escriurem u - v com uw, perd no uu en lloc d’u - u. Analogament amb v.

Definicié 2.2.1 (Producte escalar). Un producte escalar en un espai vectorial E és una forma
bilineal ¢ : £ x F — R que és simétrica i definida positiva. Un espai vectorial Euclidia és
aquell R-espai vectorial dotat d’un producte escalar.

Notaci6 2.2.2. Donat un producte escalar ¢ : Ex E — E, també se sol denotar ¢(u, v) := uv.

Sigui (£,-) un espai vectorial Euclidia. Tenim el segiient conjunt de definicions, forga im-
portants.

Definicié 2.2.3 (Vectors ortogonals). Dos vectors u, v son ortogonals si uv = 0.
Definici6 2.2.4 (Vector unitari). Un vector u és unitari si v -u = 1.

Definicié 2.2.5 (Base ortogonal). Una base B = {ej,...,e,} és ortogonal si e;e; = 0,Vi # j
(és a dir, els vectors de la base son ortogonals dos a dos). Aixo equival a demanar que la matriu
de Gram @ sigui diagonal en aquesta base.

Definici6 2.2.6 (Base ortonormal). Una base B = {ey,...,e,} és ortonormal si és ortogonal
i esta formada per vectors unitaris. Equivalentment, si la matriu de Gram G és la identitat en
aquesta base.

Definici6 2.2.7 (Norma). Sigui F un espai vectorial sobre R o C. Una norma a E és una

aplicacio
1l : f : I|[|%U|(|sempre a R!) (2.2.1)
que compleix
1 |v|| =0 < v=0,
2 [kl = 1k] - [l
3. Ju 4 ol| < ||ul] +|]v]| (desigualtat triangular).
|k| indica el valor absolut si k& € R o bé indica el modul si k € C.
Lema 2.2.8 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Es compleiz que
luv]* < (u-u)(v-v),Yu,v € E (2.2.2)

Demostracio. Si v = 0, aleshores la desigualtat és certa. Suposem v # 0 i considerem k = 2.

Aleshores:

0< (u—kv)(u—kv)=u-u—k(vu) — k(uw) + kk(v - v)

(wo)(vu) _ (wv)(wv) (uv)(;w)

(o) 2
O CL) (L) S Lo
v v
d’on |uv|* < (u-u)(v-v),Vu,v € E. |
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2.8 Formes bilineals i espais vectorials euclidians

Proposicio 2.2.9. Sigui E un espai vectorial amb un producte escalar. L’aplicacio

| |l: E — R

v o— || i=Vo v (2.2.4)

és una norma.

Demostracio. La primera condicié de norma resulta del fet que el producte escalar és definit
positiu. Per provar la segona, observem que (kv)(kv) = kk(v -v) = |k|*(v - v). Per demostrar
I"altima, la tercera, fem el segiient:

(utv)(u—v)=u-u+uw+ovu+v-v
=u-u+v-v+ (uv+uv)

2.2.5
<wu-u+v-v+2uw| < aplicant la proposicié anterior ( )

<u-u+v-v+2vVu-uvu-v = Vu-u+ o),
don /(u+v)(u+v) < Vu-u+ oo -

Observacio 2.2.10 (Producte escalar estandard).

e Siguin u = (z1,...,2,) 1 v = (Y1,...,yn) dos vectors de l'espai R™. El producte escalar
estandard es defineix com
uv =Ty + .+ Tl (2.2.6)
Per a tot vector u = (z1,...,2,) € R" la norma de u és

|ul| == Vu-u=1/22+...+ 22 (2.2.7)
e Geométricament es pot provar que
v-w=|[v]|| - ||lw|| - cosb, (2.2.8)

on 0 és langle que formen els vectors v i w. Aixd explica la terminologia (v i w sén
ortogonals si, i només si, v i w son perpendiculars).

e Si (F,p) ésun espai vectorial Euclidia i 8 = {ey, ..., e,} és una base ortonormal, aleshores
G és la identitat i el calcul en coordenades del producte ¢ té la mateixa expressié que el
producte escalar estandard de R™.

Exemple 2.2.11. L’espai vectorial E = R[z]|<3 amb el producte escalar

o(p(2), a(2)) = / ple)q(z)d. (2.2.9)

2.8
ORTOGONALITZACIO DE GRAM-SCHMIDT

Donat un espai vectorial Euclidia (£, -) ens proposem trobar una base de F que sigui ortonormal.
Per fer-ho, ens servirem del métode de Gram-Schmidt.
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Ortogonalitzacié de Gram-Schmidt 2.3.3

Definici6é 2.3.1 (Projeccio). Si u,v € E amb u # 0 definim la projeccié de v en u com el

vector v
r,(v)={(——,u. 2.3.1
pr,(v) = (=) (2:3.1)
per a u = 0 definim pr, (v) = 0 per a tot v. Un parell de consideracions:
1. L’expressio entre paréntesi és un escalar i per tant pr,(v) és un multiple del vector w.
2. Si representem u,v en uns eixos coordenats de R™, geométricament pr,(v) correspon a la

projeccié ortogonal de v en la direccié marcada per wu.

Figura 2.1: Representacio del producte escalar pr,(v).

3. Observem que pr,, = pr,(v) per a tot A € R\ {0}, de manera que en efecte pr,(v) depén

només de v i de la direcci6 de w.

Procés 2.3.2 (Procés d’ortogonalitzacio de Gram-Schmidt). FEl procés d’ortogonalitzacié de Gram-

Schmidt consisteir en, donada una base {v1,...,v,} d’E, trobar una base ortogonal {uy, ... u,}

d’E, de la segiient manera:
Uy = Vi,
Ug = V2 — Pful(UQ),

Uz = V3 — prul <v3) - prug <U3)7
(2.3.2)

n—1
Up = Up — Z prui(vn)‘
=1

Proposicié 2.3.3. Els vectors {uy,...,u,} obtinguts pel procés pel procés de Gram-Schmidt
formen una base ortogonal d’E.
Demostracio. Observem que per tot 1 < i < n, el vector u; és de la forma

U; = V; + Z a;V;. (233)

1<j<i
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2.8 Formes bilineals i espais vectorials euclidians

En particular, la matriu de coordenades de {uy,...,u,} en la base {vy,...,v,} té tot uns a la
diagonal i zeros per sota de la diagonal, de la forma

1 x -+ x
01 -+ %

, (2.3.4)
00 --- 1

on * indiquen escalars arbitraris. Com que la matriu té determinant 1, és invertible i els vectors
formen una base. La ortogonalitat dos a dos dels vectors se segueix per construccio. ]

Definici6 2.3.4 (Procés d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt). Sidesprés d’aplicar|2.3.2|nor-

malitzem els vectors u; posant
U; U;

il | VUit Ui

parlem de procés d’ortonormalitzacio de Gram-Schmaidt.

(2.3.5)

[

Exemple 2.3.5. Vegem un exemple de com aplicar el procés d’ortogonalitzacié de Gram-
Schmidt en R?  Considerem els vectors v; = (2,1) i v, = (1,4). Aquests dos vectors so6n
linealment independents i per tant formen una base de R?, perd v, - v, = 6 # 0 i per tant no sén
ortogonals. Prenem u; := vy = (2,1) i ug := vy — pr,, (v2) = v2 — pr,, (v2). La projeccié de v, en

la direcci6 de v; és

Vg U1 6
=—-(2,1). 2.3.6
2y = 220) (23.6)

Pry, (UQ) =

Per tant, up = £(—1,2). Es immediat comprovar que {u;,us} ¢s una base ortogonal. Si volem
definir ara una base ortonormal, només cal calcular

lu|| =+/(2,1)-(2,1) =5 05
7 7 7 3.
|[ual| = \/g(—L?) : g(—L?) = NG

Aleshores, si ¢; = -2+ 1 ey = 72~ la base {eq, ea} és ortonormal.
’ [luall [luz]]? ’

Observaci6 2.3.6. El métode de Gram-Schmidt funciona sobre qualsevol cos de caracteristica
# 2. Recordem que la caracteristica d’un cos és el menor nombre de vegades que s’ha de sumar
la identitat multiplicativa per a obtenir la identitat additiva.

Corol-lari 2.3.7. Sigui p : E X E — R una forma bilineal.

1. @ és un producte escalar si, 1 només si, hi ha una base en qué la matriu de Gram de ¢ és
la identitat.
2. Si @ és un producte escalar aleshores la matriu de Gram G(p) de ¢ en qualsevol base satisfa

det(G(p)) > 0.

Demostracio. Si g és un producte escalar, aleshores el métode de Gram-Schmidt ens proporciona
una base en qué la matriu de Gram és la identitat. Reciprocament, si Gy () és la identitat en
certa base B, aleshores és clar que la forma bilineal ¢ és simétrica (per ser-ho la matriu de
Gram). A més, per a tot parell u,v € F, tenim

o(u,v) =u'-v= Z a;b;, (2.3.8)

i
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Ortogonalitzacié de Gram-Schmidt 2.3.10

on (ay,...,a,) i (b1,...,b,) sén les coordenades de u, v respectivament. En particular,
o(u,u) = Z az >0 (2.3.9)

i p(u,u) =0 si, i només si, a; = 0 per tot i, la qual cosa és equivalent a demanar que u = 0. Per
tant, ¢ és definida positiva.

Per provar el segon punt. Sigui 9 una base qualsevol i sigui B’ una base ortonormal.
Aleshores, per la formula del canvi de base, existeix una matriu P amb det(P) # 0 tal que
Gs(p) = P'-1-P (ja que la matriu de Gram en la base ortonormal és la identitat). Prenent
determinants obtenim

det (G () = det(P)? > 0. (2.3.10)
u

Exemple 2.3.8. Considerem la forma bilineal ¢ : R? x R® — R que en certa base B =
{e1, €2, €3} té matriu de Gram

01 O
1 0 0
0 0 -1

G () = (2.3.11)

Aquesta matriu té determinant positiu (fins i tot és simétrica), perd no representa un producte
escalar ja que p(e;,e1) = 0. Observem que els termes de la diagonal de la matriu de Gram
d’un producte escalar g; = ¢(e;,e;) sén sempre positius i aixo no es compleix en cap terme
de la diagonal de la matriu de 'exemple. Ens podriem preguntar si les condicions g; > 0 sén
suficients, pero resulta que no: per exemple, en R? la forma bilineal simétrica ¢ que en la base
canonica té per matriu de Gram

1200
2 100

Gs(@) =10 0 1 9 (2.3.12)
0021

satisfa que el determinant és positiu i també que ho son tots els termes de la diagonal. En canvi,
no representa un producte escalar: ¢((1,—1,0,0),(1,—-1,0,0)) = -2 < 0.

Definici6 2.3.9 (Submatriu Gy(p),). Sigui Gu(p) la matriu de Gram d’una forma bilineal
¢ : Ex E — Ren una base B = {vy,...,v,} de E. Per ar > 1, denotarem per Gy (y), la
matriu obtinguda a partir de les primeres r files i r columnes de la matriu Gyg(¢). En altres
paraules:

gun - Gir

Gos(o)r =+ -~ . (2.3.13)

gr1 -+ Grr
La matriu Gy(yp), també es pot interpretar com la matriu de la restriccié de ¢ al subespai
generat per {vq,..., v, }.

Si @ és definida positiva també ho sera la seva restriccié a un subespai; per tant, es complira
que det(Gy(p)-) > 0 per a tot r € {1,...,n}.

Proposicié 2.3.10. Sigui ¢ : Ex E — R una forma bilineal simeétrica en E. Son equivalents:
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1. La forma bilineal ¢ és definida positiva.

2. Per a tota base de E, la matriu de Gram G en aquesta base satisfa det(G,) > 0, V1 < r < n.

3. Ezisteir una base tal que la matriu de Gram G en aquesta base satisfa det(G,) > 0, V1 <
r<n.

2.4
SUBESPAIS ORTOGONALS I RELACIO AMB EL DUAL

Fixem un espai euclidia (F,-). Donat un conjunt S de vectors d'E, en definirem el subespai
ortogonal S+. Les propietats de S+ sén analogues a les propietats dels anul-ladors que vam
definir per a ’espai dual.

Definicié 2.4.1 (Subespai ortogonal). Donat un subconjunt S de E definim I'ortogonal de S
com el conjunt de vectors ortogonals a tots els elements de S

St = {xEE!u-sz,VuGS}. (2.4.1)

Proposicié 2.4.2. Sigui S un subconjunt de E, on (E,-) és un espai vectorial Euclidia. Tenim
que

1. S+ és subespai vectorial d’E.

2. S+ =(S)+.

3. 8T CS, aleshores S+ C T+,

Proposicié 2.4.3. Sigui (E,-) un espai vectorial Fuclidia. Si F' és un subespai vectorial d’F,

aleshores:

1. E=F®F*.

2. dim F*+ = dim F — dim F.

5. (FHt=F.
Demostracio. Es immediat veure que F' N F+ = {0}. Prenem una base ortonormal {vy,...,v;}
de F'ila completem a una base de E tal que {vy,...,vk€k41,...,€,}. Apliquem ara el métode
de Gram-Schmidt per convertir aquesta base en una base ortonormal {vy, ..., Uk, Vks1, ..., Un}.

Observem que u; € F* quan j € {k+1,...,n}. Per tant, qualsevol v € E es pot escriure de
forma tinica com

v=(ayuy + - + apug) + (Qpr1Upr1 + - + apuy) (2.4.2)

on el primer paréntesi pertany a F i el segon a F'-. Aixo prova que E = F'® F+. La féormula de
les dimensions se segueix de la suma directa. Es facil verificar que F' C (F*)*. Per dimensions
obtenim la igualtat d’espais vectorials. [ ]

Proposicié 2.4.4. Si F,G son dos subespais d’un subespai euclidia (E,-), aleshores
(F+G)r=F'nGHi(FnG)t =F+4+ G+ (2.4.3)

Demostracio. Per a la primera igualtat, provarem les dues inclusions. Si x € (F+G)*, aleshores
xz(u+wv) =0 per tot w € F iv € G. En particular, si prenem u = 0 tenim que xv = 0 per tot
v € G, isiv =0 obtenim que zu = 0 per a tot v € F. Per tant, x € F+ N G*. Per l'altra
inclusio, suposem que x € F+ N G+. Aleshores, zu = 0 per tot u € F i zv = 0 per a tot v € G,
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Producte escalar i espai dual 2.5.2

la qual cosa implica que x(u + v) = 0 i, per tant, z € (F + G)*. Per provar la segona igualtat
cal simplement aplicar la primera igualtat a F* i G+:

(Fr+GH*r = (FHr n(GHr =Fna. (2.4.4)
Aplicant 'ortogonal a ambddés costats de la igualtat obtenim la igualtat buscada. ]
Proposicié 2.4.5. Si S ={uy,...,us} és un conjunt de vectors d’un espai euclidia, ortogonals

dos a dos, aleshores aquest conjunt és linealment independent.

Demostracio. En efecte, si S és un conjunt de vectors diferents de 0 i ortogonals dos a dos, S és
linealment independent. Si > Nv; = 0 amb v; € S, per a cada v, tenim

0= gp(z Nvg, vg) = Z Noo(v;, v) = Moo (vg, vg). (2.4.5)
Pero p(vg, vx) # 0, ja que vy, # 0. Per tant, \* = 0, Vk, tal i com voliem. |
Proposicié 2.4.6. Si(E,y) és un espai vectorial Euclidia i{ei,...,e,} €s una base ortonormal
B, aleshores les coordenades d’un vector u € E son (p(u,e1),...,¢(u,e,)). En altres paraules,
u = Zaiei, amb a; = (u, ;). (2.4.6)
Demostracio. St B = {ey,...,e,} és una base ortonormal, aleshores uy, ..., u, soén unitaris i
ortogonals dos a dos. De fet, la matriu del producte escalar ¢ és la matriu identitat tal que ens
queda:
0, sii#j,
plui, ug) = { T (2.4.7)
1, sii=7.

Sabent tot aixo, sigui e; € B,j € {1,...,n} iv = >"be;. Aleshores, multipliquem a banda i

banda per e; i ens queda que v - e; = ¢(v,e;) =e; - . be;. Tenint en compte, per (2.4.7)), que
p(e;,ej) =1 <= i =7, ens queda que p(v,e;) = b;, tal i com voliem demostrar. |

2.5
PRODUCTE ESCALAR 1 ESPAI DUAL

Sigui (£, ) un espai vectorial Euclidia de dimensio finita n. Per a tot v € E definim una aplicaci6

lineal
wy: F — R

u > wy(u) = uw. (2.5.1)

Aix0 ens permet definir una aplicacié

(2.5.2)

Proposicié 2.5.1. L’aplicacio v €s un isomorfisme.
Lema 2.5.2. Per a tot F C E es té que y(F*) = F°.

Demostracio. Si u € F* aleshores y(u) = w, és una forma que s’anul-la sobre F. Per tant,
v(F+) C F° Com que tots dos espais tenen dimensié n — dim F, en resulta la igualtat. |
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2.6 Formes bilineals i espais vectorials euclidians

2.0
ESPAIS VECTORIALS HERMITICS

Molts dels resultats que hem vist per a espais vectorials euclidians (que en particular son espais
definits sobre els reals) també son valids per a espais vectorials definits sobre els complexos amb
un producte escalar hermitic.

Definirem una forma sesquilineal en un espai vectorial complex copiant la definicié de forma
bilineal, perd ara la propietat de producte per escalar portara un complex conjugat associat en
una de les dues variables (recordem que si z = z + 4y és un nombre complex, aleshores Z = x —iy
és el seu complex conjugat).

Considerarem FE un espai vectorial aquesta vegada definit sobre el cos C.

Definicié 2.6.1 (Forma sesquilineal). Una forma sesquilineal en E és una aplicaci6

p: ExE — C

(u,v) — @(u,v) =\ (2.6.1)

que assigna un nombre complex a cada parell de vectors i que satisfa

Loop(ur + ug,v) = p(ur,v) + @(us, v),
2. p(u, v+ v2) = @(u, v1) + (u, v),
3. o(Au,v) = Ap(u,v),
4. o(u, ) = Ap(u,v),

on u,v,uy, U, v,V € BiXeC.

Observacié 2.6.2. L’nic canvi respecte la definicié de forma bilineal és el complex conjugat
A que apareix a la quarta propietat.

Definici6 2.6.3 (Matriu de Gram d’una forma sesquilineal). La matriu de Gram Gg(p) =
¢(e;, e5) d'una forma sesquilineal ¢ aleshores es té (u,v) = u'Gy(p)v. Tenim que T; = a; — if3;
i el vector U té coordenades (v7, -+ ,7y,).

Definicié 2.6.4 (Forma hermitica). Direm que una forma sesquilineal és hermitica si p(u,v) =

(v, u) per a tot u,v € E. De la mateixa manera que una forma bilineal, una forma sesquilineal
és hermitica si, i només si, la seva matriu de Gram és hermitica.

Definici6 2.6.5 (Matriu de Gram hermitica). Una matriu de Gram Gg(p) és hermitica si
Gu(p)! = Gu(p), on Gy(p) és la matriu on hem fet el complex conjugat a tots els seus coe-
ficients.

Definicié 2.6.6 (Producte escalar hermitic). Un producte escalar hermitic en E és una forma
sesquilineal i hermitica ¢ que és definida positiva: ¢(u,u) € Rsg per a tot u € E i p(u,u) =
0 <= u=0.

Definicié 2.6.7 (Espai vectorial hermitic). Un espai vectorial hermitic (o espai vectorial uni-
tari) és un espai vectorial complex dotat d’un producte escalar hermitic, és a dir, una forma
sesquilineal hermitica definida positiva.

Definicié 2.6.8. Diem que un endomorfisme f : E — E és autoadjunt si

v f(u) = f(v)-u, Yu,v € E. (2.6.2)
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Espais vectorials hermitics 2.6.12

Proposicié 2.6.9. Si A és la matriu de f en una base ortonormal de E, aleshores f €s auto-
adjunt si, 1 només si.

Eu: A és simeétrica, és a dir, A = At;

He: A és hermitica, és a dir, A = A

En altres paraules, tota matriu simétrica o hermitica és la matriu d’una aplicacio autoadjunta
en una base ortonormal.

Teorema 2.6.10. Sigui (F,-) un espai vectorial hermitic i f : E — E un endomorfisme
autoadjunt. Aleshores, existeir una base de vectors propis ortonormal.

Demostracio. Ho demostrarem per induccié sobre la dimensié de E. Sin = 1 ja queda demostrat,
hem resolt el cas inicial. Si dim £ = n, aleshores el polinomi caracteristic de f:

ps(x) =det(f — Ix) € Clz] (2.6.3)

sempre té, almenys, una arrel complexa A. Sigui v un vector unitari de valor propi d’aquesta
arrel A\, o sigui f(v) = A(v). Aleshores, el subespai

Fi= " ={ueE|uw=0} (2.6.4)
és invariant per f (és a dir, f(F) C F'). En efecte, si u € F' aleshores
fw)v =uf(v) =u(lv) = Muv) = X0 =0, (2.6.5)

d’on veiem que f(u) € F. La propietat f(F') C F ens permet definir 'endomorfisme autoadjunt
f|F de f restringit al subespai F'. Apliquem la hipotesi d’induccié a F' (que té dimensié n — 1),

per a trobar una base de vectors propis {us, ..., u,} ortonormals de F' (respecte I'aplicaci6 f|g).
Aleshores, el conjunt de vectors {v,us, ..., u,} és una base ortonormal de vectors propis de f,
jaque B =F®F*. |

Corol-lari 2.6.11. Tota matriu hermitica A diagonalitza: existeix una matriu invertible C tal
que
D =CtAC, (2.6.6)

amb D una matriu diagonal. A més, si la base de vectors propis és ortonormal, aleshores la
matriu C és hermitica (C™' = ét). En tal cas, tenim que

D =C"AC. (2.6.7)

Per assegurar-nos que el vector propi A que hem agafat és un valor real, definim el segilient
lema.

Lema 2.6.12. St A és una matriu simeétrica real, aleshores els seus valors propis son reals.
Demostracio. Si A és un valor propi i v un vector propi de valor propi A, aleshores:

|Av||> = Av - Av = (Av)'(Av) = v' A Av = v' A% = v'\%0 = Vv - v = \?||v| |2 (2.6.8)

Es dedueix que A2 = ”ﬁﬂf € R>o i, per tant, A € R. [ ]
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2.6 Formes bilineals i espais vectorials euclidians

Teorema 2.6.13. Sigui (E,-) un espai vectorial euclidia i f : E — E un endomorfisme
autoadjunt. Aleshores, existeix una base de vectors propis ortonormal.

Corol-lari 2.6.14. Tota matriu simétrica real A diagonalitza: hi ha una matriu invertible C

tal que
D =CtAC, (2.6.9)

i D és diagonal. A més, si la base de vectors propis que construim és ortonormal, aleshores la
matriu C' és ortogonal: C~1 = Ct. Per tant, en aquest cas tenim que

D = C'AC. (2.6.10)

rvacié 2.6.15. Tota matriu real simétrica és, en particular una matriu hermitica on la
Observaci6 2.6.15. Tot t 1 t , ticul triu h t 1
part imaginaria de cada coeficient és zero, i per tant fer complexe conjugat equival a no fer res.
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Capitol 3
Formes canoniques dels endomorfismes

3.1
PRELIMINARS

Definicié 3.1.1 (Matrius conjugades). Dues matrius quadrades A i B sén conjugades, denotat
per A ~ B si existeix una matriu invertible U tal que

B=U'AU. (3.1.1)
En altres paraules, podem passar d’una matriu a ’altra mitjancant un canvi de base.

Definicié 3.1.2 (Endomorfismes conjugats). Diem que dos endomorfismes f i g sén conjugats
si hi ha un isomorfisme ¢ : ¥ — E tal que

g=¢ lofop. (3.1.2)

Intentarem donar una base d’E en la qual la matriu de f en aquesta base sigui el més
senzilla possible. Per exemple, veurem que tota matriu de mida 2 x 2 amb coeficients complexos
és conjugada a una, i només una, d’aquestes dues matrius.

3.2
PoOLINOMI MINIM

E és un espai vectorial sobre un cos K. Fixem també un endomorfisme f : E — E. Ens interes-
sa principalment la situacié en qué E té dimensio6 finita n. A partir del nostre endomorfisme
f 1 d’un polinomi arbitrari P(t¢) definirem un nou endomorfisme P(f). Per aixo, utilitzarem
poténcies de f:

fo=1Id, f'=Ff fP=fof,....ff=fof L (3.2.1)
Notem que si n = dim E, aleshores dim End(E) = n? i per tant, les poténcies d’un endomorfisme
f no poden ser totes linealment independents.

Definicié 3.2.1 (Endomorfisme P(f)). Sigui P(t) = ap+ a1t + - - - + a,,t™ € K[t] un polinomi
amb coeficients en K. Definim 'endomorfisme P(f): E — E com

P(f):=aof’ +arf' + - +anf™ (3.2.2)
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3.2 Formes canoniques dels endomorfismes

Exemple 3.2.2. Considerem P(t) = t—\. Aleshores, P(f) = f—AL SiQ(t) = (t—2)(t—1) =
t? — 3t + 2, aleshores Q(f) = f? — 3f + 2L

Proposicié 3.2.3. Si P(t),Q(t) € K[t] son dos polinomis, aleshores:

L (P+Q)(f) = P(f) +Q(f), (PQ)(f) = P(f) o Q).
2. Els endomorfismes P(f) i Q(f) commuten: P(f)o Q(f) = Q(f)o P(f).

Definicié 3.2.4. L’aplicacié ®¢

Dy K{t] — End(F)
P(t) =ao+ art 4 -+ amt™ = Op(P(t)) := P(f) = aof° + arf* + - + apmf™
(3.2.3)
En aquesta aplicacio, com veiem, s’envia tot polinomi P(t) a 'endomorfisme P(f) definit ante-
riorment.

Proposicié 3.2.5. L’aplicacié @y és lineal i hi ha un polinomi M (t) € K[t] tal que ker(®s) =
{P(t) e K[t] | P(t) = Q(t)M(t),Q(t) € K[t]}. En altres paraules, el nucli ve donat pel conjunt
de maltiples d’M(t). A més, si E té dimensid finita es té M(t) # 0.

Demostracio.

—> La linealitat de ® se segueix de la proposici6 anterior. Per tant, el seu nucli és un subespai
vectorial. Si ker(®y) # {0}, escollim un polinomi M # 0 de ker(®;) de manera que sigui
de minim grau entre tots els polinomis no nuls de ker(®y). Vegem que ker(®y) = (M),
on (M) és I'ideal generat pel conjunt de multiples d’M. En efecte, (M) C ker(®y) per la
proposicioé anterior.

< Si P(f) =)0, sigui P(t) = Q(t)M(t) + R(t) la divisio entera de P entre M. Aleshores,
R(f) = P(f) — Q(f) o M(f) = 01, per tant, R(t) € ker(®f) i té grau menor que M(t),
d’on deduim que R =01 P(t) € (M).

Si E té dimensio finita, aleshores End(F) també és de dimensio finita, i com que l’espai vectorial

KJ[t] no és de dimensio finita, I’aplicacié ® ¢ no pot ser injectiva, la qual cosa implica que ker(® )

{0} M

Observaci6 3.2.6 (Ideal). Com ja esmentavem abans, la notacio (M (t)) on M (t) és un polino-
mi indica l'ideal generat per aquest polinomi; és a dir, tots els polinomis de la forma Q(t)M (t),
amb Q(t) polinomis qualssevol. Observem que si R(t) és un polinomi qualsevol i P(t) € (M(t))
aleshores R(t)P(t) € (M (t)).

Definicié 3.2.7 (Polinomi anul-lador). Els elements de ker(®¢) s’anomenen polinomis anul-ladors
d’f.

Definicié 3.2.8 (Polinomi minim). Si F té dimensi6 finita, el polinomi minim de f és I'anic
polinomi anul-lador pif(t) que satisfa ker(®;) = (uy(t)) i tal que el coeficient del terme de major
grau és 1.

Exemple 3.2.9. Suposem que E = {0} i f = 0 és 'nic endomorfisme d’E. Aleshores, tot
polinomi P(t) va a parar a l'endomorfisme trivial i per tant, ker(®;) = K[t|]. D’aqui, deduim
que el polinomi minim és ps(t) = 1.

El polinomi minim esta estretament relacionat amb el polinomi caracteristic.
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Proposicio 3.2.10. Si E té dimensid finita, tota arrel del polinomi caracteristic d’f és una
arrel del polinomi minim.

Demostracio. Sigul ps(t) = ag + art + -+ + apt™. Si A és una arrel de pg(t), aleshores hi ha
0 # v € E tal que f(v) = M. Per tant, tenim que f*(v) = A'v per a tot 7. Deduim, doncs, que

0=prt)v=aw+arf(v)+- -+ anf"(V) =aw+arv+- -+ X" = pr(ANv. (3.2.4)
Com que v # 0, resulta pp(A) = 0 i, per tant, X és arrel de ps(2). [

3.3
SUBESPAIS INVARIANTS

Definicié 3.3.1 (Invariant per I'accio d’A). Si A és una matriu de mida n x n que descompon

A= (1?)1 ;32) : (3.3.1)

on A; és la matriu ny; X ny i Ay és una matriu ny X ny amb n = n; + ny els subespais F i Fy de
K™, generats respectivament pels ny primers vectors de la base canonica i pels ultims ny vectors
de la base canonica de K" son invariants de l'accio d’A. Es a dir, es té Av € E;,Vv € E;.

en blocs de la forma

Definicié 3.3.2 (Subespai f-invariant). Diem que un subespai F' d’E és invariant per f, o
f-invariant, si f(F) C F.

Definicié 3.3.3 (Restriccio de f en F'). En un subespai f-invariant, f indueix un endomor-
fisme d’F que denotarem per f|p. Es té: f|rp(v) := f(v),Yv € F. En particular, f|r és un

endomorfisme tal que
f/ = f|F  F — F

v s f) (3.3.2)

i anomenarem restriccio de f en F.

Proposicié 3.3.4. Sigui FF C E un subespai f-invariant i sigui f' := f|r la restriccié de f a
F. Aleshores, el polinomi minim iy (t) de f' divideiz el polinomi minim ju¢(t) de f.

Demostracio. Recordem que fi7(t) és un element del nucli de I’aplicacié ®; que envia un polinomi
P(t) a 'endomorfisme P(f) d’E. En particular, sabem que ps(f) = 0. Aixo implica que
pe(f)(w) = 0,Vu € E i, per tant, es té que pus(f')(v) = pr(f)(v) = 0,Vv € F. Per tant, el
polinomi y¢(z) és un element del nucli de 'aplicacié que envia un polinomi P(¢) a I’endomorfisme
P(f'") de F. Per tant, pu(t) és un multiple de o (2). [

Corol-lari 3.3.5. Siguin F,G C E dos subespais f-invariants. St les restriccions a F' i a G
tenen polinomis minims primers entre ells, aleshores F NG = {0}.

Demostracio. Si F,G son f-invariants, aleshores també ho és F'NG i, per la proposicié anterior,
3.3.4} el seu polinomi minim és 1 (ja que per la proposicio, sabem que el polinomi minim de la
restriccié a F' N G divideix els polinomis minims de les restriccions a F' i G, respectivament),
pero per hipotesi aquests son primers entre ells. Anem a veure que H és un espai vectorial i g
és un endomorfisme tal que p14(t) = 1, aleshores H = {0}. En efecte, en aquest cas la proposicio
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3.8 Formes canoniques dels endomorfismes

3.2.5/ ens diu que ker(®,) = (1) = K[t] i, per tant, ®, és I'aplicacio lineal &, = 0. En paritcular,
0 = &,(1) = Iy i, per tant, H = {0}. Aplicant aquest resultat a H = F N G obtenim el
corol-lari. |

Proposicié 3.3.6. Si P(t) és un polinomi, aleshores els subespais ker(P(f)) i im(P(f)) d’E
son subespais f-invariants.

Demostracio. Aixo es pot reescriure com: si f : V. — V' és lineal, aleshores, per cada polinoms
Plz] els subespais im P(f) i ker P(f) son f-invariants. Per a aquesta demostracié usarem una
observacio, la segilient:

Observacio 3.3.7. Per a cada polinomi P tenim que f o P(f) = P(f)o f.

Suposem A € ker P(f). Considerem l'expressio P(f)(f(A)). D’aqui és facil veure que
P(f)(f(N) = f(P(f)(N), 1 P(f)(A) = 0, concretament f(A) € ker P(f), per hipotesi. Ai-
xi doncs, f(0) = 0. Hem deduit que ker P(f) C ker f. Analogament, suposem A = p(f)(pn) €
im P(f). Aleshores, apliquem f a ambdos costats de la igualtat i ens queda f(A) = f(p(f)(n))

p(f)(f(n)) per linealitat, d’on f(\) € im P(f).
Proposicié 3.3.8. Sigui pur(t) = P(t)Q(t) amb P,Q primers entre ells. Aleshores,
E =Xker(P(f)) ® ker(Q(f)). (3.3.3)

A més, el polinomi minim de la restriccio d’f a ker(P(f)) és P(t), i el polinomi minim de la

restriccio a f a ker(Q(f)) és Q(t). [CLO9|

Demostracio. Els polinomis P(t) 1 Q(t) son anul-ladors de ker(P(f)) i ker(Q(f)), respectivament.
Per tant, per la proposici6 [3.2.5 1 com que P(t) i Q(t) son primers entre ells, sabem que els
polinomis minims de les restriccions a ker(P(f)) i ker(Q(f)), respectivament, son primers entre
ells. Per tant, podem aplicar el corol-lari[3.3.5)i afirmar que ker(P(f))Nker(Q(f)) = {0}. D’altra
banda, és facil veure que im(Q(f)) C ker(P(f)) iim(P(f)) C ker(Q(f)). Comprovem la primera
inclusio: si u = Q(f)(v) € im(Q(f)) aleshores es té P(f)(u) = P(f)Q(f)(v) = pus(f)(v) =0 1i,

per tant, u € ker(P(f)). Suposant n = dim F, aquestes inclusions ens indiquen que

(3.3.4)

n.

n = dimker(P(f)) + dimim(P(f)) < dimker(P(f)) + dimker(Q(f))
= dim(ker(P(f)) @ ker(Q(f))) <

Les dues inclusions son, doncs, igualtats i ens queda £ = ker(P(f)) @ ker(Q(f)). Sigui ara f' la
restriccio d'f a ker(P(f)) i f” la restriccio a ker(Q(f)). Com que P(t) i Q(t) son anul-ladors de
f'1 f", respectivament, sabem que g (t) divideix P(t) i que ppv(t) divideix ¢(¢). D’altra banda,
el polinomi fup/(t) - pupr(t) és un polinomi anul-lador de f. En efecte, usant la descomposicio
E =ker(P(f)) @ ker(Q(f)) podem escriure tot vector d’E com u = u; + uy de forma tnica, on
uy € ker(P(f)) 1 ug € ker(Q(f)) i obtenim que

g (Digr (F)() = g (£ (F) () + o (g (£ () =040 =0, (33.5)

Per tant, sabem que g (t)ppr(t) és multiple de P(t)Q(t). Juntament amb el fet que p s (¢) | P(t)
ipp(t) | Q(t), deduim que pup(t)ppn(t) = py(t). Aixi doncs, ens queda que pp(t) = P(t) i
() = Q) 0
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Naturalment, si ara P(t) o Q(t) descompon en factors primers, podem descompondre ker(P(f))
o ker(Q(f)) en suma de subespais invariants i procedir iterativament amb aquest métode tantes
vegades com sigui possible. Ho enunciem de la segiient manera:

Teorema 3.3.9 (Primer teorema de descomposici6). Si el polinomi minim de f és

pr(t) = pa (@)™ - ()™ (3.3.6)

on ;(t) son factors irreductibles de i;(t) aleshores es té una descomposicio en subespais f-
mvariants tal que
E=E& - &k, (3.3.7)

on E; = ker(u;(f)™) i el polinomi minim de la restriccié de f a E; és p;(t)". A més, aquesta
€s la unica descomposicio d’E com a suma directa de subespais f-invariants que satisfa aquesta
propietat.

Demostracio. Per la proposicid obtenim una descomposicié com la que queda enunciada
en aquest teorema. Per tant, només cal provar la unicitat de la descomposicié. Suposem que
donada la segiient descomposicié en subespais invariants £ = E' @ --- @ E” de forma que el
polinomi minim de la restriccié de f a F; té polinomi minim p;(¢)™. Aquesta darrera condici6
ens implica que F; C ker(u;(f)™). Mirant les dimensions, tenim que

n=dim#F; +--- +dim F, < dimker(u(f)™) + - -+ dimker(pu,.(f)") = n. (3.3.8)

Totes les desigualtats de (3.3.8)) han de ser igualtats i, finalment, obtenim que F; = ker(u;(f)™),i =
1,...,7. |

Observacio 3.3.10. Si escrivim la matriu A d’f en una base E formada per les bases de
cadascun dels subespais FE;, aleshores obtenim una matriu diagonal a blocs, de la forma

A, 0 - 0
0 Ay --- 0

=1 . . A (3.3.9)
0 0 - A,

on A; és la matriu de f|g, en la base d'E; (aqui, les matrius A; son matrius quadrades de mida
dim F; x dim F; i els zeros indiquen matrius trivials de la mida que els correspongui). Per tant,
veiem que 'estudi d’A es redueix a l’estudi individual de cada bloc A;.

Exemple 3.3.11. Sigui f : R? — R? I'endomorfisme d’R? en qué la base canonica té per

A= (_23 _12) (3.3.10)

Calculant iterativament les poténcies d’A tenim que A% = I,. Aixi doncs, A2 = Ai A* =1, i aix{
successivament. Per tant, podem deduir facilment que el polinomi P(t) =2 —1= (t+1)(t —1)
és un polinomi anul-lador d’f. Suposem diversos casos:

L. ps(t) = (t — 1): aleshores, ps(f) = f — I, = 0, d’'on deduim que f = I,.

2. pg(t) = (t+1): aleshores, f = —I.

matriu
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3.8 Formes canoniques dels endomorfismes

Com que, clarament, aquestes conclusions no séon certes, cal que P(t) | p1s(f). Per tant, tenim
que ps(t) = P(t) = (t — 1)(t + 1). Usant (1TD), podem escriure E = E; & E,, on
Ey =ker(f —1) = ((1,—-1)) i Ey = ker(f + 1) = ((1,—3)). La restricci6 de f a F; és I, mentre
que la restriccié de f a Fy és —I. Per tant, la matriu de f en la base {(1,—1),(1,—3)} és

((1] _01> . (3.3.11)

Veiem que, en aquest cas, F; 1 Fy no sén més que els subespais propis 1 1 —1, respectivament.
) b b

Definicié 3.3.12 (Involucio). Sigui un endomorfisme f : F — E d’un espai vectorial E. f
és una involucid si f2 = 1.
Exemple 3.3.13. Com a generalitzacié de I’exemple anterior, considerem una involuci6é f d’un
espai F, tal que dim F = n. Aleshores, com en I'exemple anterior, uf(t) | (£*—1) = (¢+1)(t—1)
és un polinomi anul-lador d’f i dividirem en els segiients casos:
L. pg(t) = (t —1): aleshores, f =1L
2. pg(t) = (t+1): aleshores, f = —L.
3. pe(t) = (t+1)(t — 1): aleshores, E = E; & Es, on el polinomi minim de la restriccié f|g,
és (t — 1) i el polinomi minim de la restriccié f|g, és (t + 1). Per tant, la restriccio f|g,
és 11 la restricci6 f|g, és —I. Prenent la uni6 de les bases de F; i Es, la matriu de f en

I, O
(0 —HkQ)’ (3.3.12)

on k1, ko sén les dimensions d’E; i Es, respectivament.

1
0 r files
1

-1
0 n — r files.
-1

Figura 3.1: Descomposant Iy, i I, ens quedaria una cosa tal que aixi. Font: |[CL09|

aquesta base és

Definici6é 3.3.14 (Estructura complexa en F). Sigui un espai vectorial F complex. Un endo-
morfisme f d’E és una estructura complexa en E si f compleix que fo f = —I i, a més, hi ha
una base tal que la matriu d’f en aquesta base és diagonal amb +7 a la diagonal.

Proposicié 3.3.15. Si k és un valor propi de f, aleshores (t — k) | pus(t).

Teorema 3.3.16 (Teorema de diagonalitzaci). Un endomorfisme és diagonalitzable si, i no-
més si, el seu polinomi minim descompon en factors lineals no repetits.

Demostracio.

—> Provem primer que si puf(t) = (t —a1)---(t — a,) amb a; # a;,Vi # j, aleshores f és
diagonalitzable. Recordem primer que per la proposicio [3.2.10] tot valor propi és arrel de
py(t). Per[3.3.9(PTD), podem escriure E = E1®---® E,, on E; = ker(f —a;I). Observem
que E; no és més que el subespai propi de valor propi a; (a més, si a; no és valor propi,
aleshores per definici6 de valor propi F; = {0}). Per tant, sabem que existeix una base de
vectors propis d’F formada per la unié de les bases d’E;.
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Grau del polinomi minim 3.4.4

<= Ara ens toca suposar que f és diagonalitzable. Aixi, siguin \q,..., A, els valors propis
d’f. Sabem que E és suma directa d’espais propis tal que £ = E; @ --- @ E,, on F; és
el subespai propi de valor propi A;. El polinomi minim d’f restringida a FE; és justament
(t — X;). Aixo implica que el polinomi P(t) := (t — Ay)---(t — Ag) | ps(t). Per veure
que ps(t) = P(t) solament cal demostrar que P(t) és anul-lador de f. Donat u € E,
prenem la descomposicié formada per la suma directa u = uy + - - - 4+ ug, us € E; i prenem

(f = M) - (f = A (w).
(f = M) - (f = A (w)

= (f =) (f = AD(f — M) (wa) (3.3.13)
+ (f =MD (f = AsD) - (f = AD(f = AaD) () + -+ + -
F(f=MD - (f=AD)(ug) =0+---+0=0

Com a nota final, es pot donar un cop d’'ull a la demostracio oferta a [CL09|. [ |

9.4
(GRAU DEL POLINOMI MINIM

Si E té dimensi6 n, aleshores el grau del polinomi minim sempre és < dim End(E) = n?. Definim
un nou polinomi minim associat a un vector d’F com se segueix:

Definici6 3.4.1 (¢}). Sigui u € E un vector arbitrari d’E. Definim un endomorfisme P(f) el
qual avaluarem en u i obtindrem una nova aplicacio:

oy Kft] — E

P(t) — P(f)(u). (3.4.1)

Definicié 3.4.2 (Polinomi minim de f en u). Resulta que el nucli d’aquesta aplicacié també
és un ideal (recordar i, per tant, tot element de ker(¢y) és multiple d'un cert polinomi,
que denotem pﬂ;(t) amb coeficient 1 en el terme de major grau. Direm que aquest és el polinom:
minim de [ en u.

Lema 3.4.3. Si p%(t) = ao + art + - - - + ast®, aleshores els vectors d’E u, f(u),..., f*'(u) son
linealment independents.

Demostracio. Suposem que tenim una combinacié lineal bou + by f(u) + -+ -bs_1 f*1(u) = 0,
on no tots els b; son zero. Definim el polinomi Q(t) := by + byt + - -+ + b,_1t5~ . Aleshores,
q(f)(u) = 01, per tant, ¢(t) és el nucli de ¢. Pero aixo és una contradiccio, ja que g(t) compleix
que gr(q(t)) < s, mentre que el polinomi minim de f en u té grau s. |

Proposicio 3.4.4. Si la dimensio d’E és n, aleshores el grau del polinomi minim de qualsevol
endomorfisme E és < n.

Demostracio. Per[3.3.9(PTD) podem escriure E = Ey @ - @ Ey, on pugp(t) = pa (6)™ -+ - pus(£)™
E; = ker(p;(f)™). Com que la dimensi6é d’E és la suma de dimensions dels E; i el grau de puf(t)
és la suma dels graus de p;(t), és suficient provar-ho per la restriccié a cada subespai invariant.
O sigui, suposem que 4 ;(t) = p(t)*, on p(t) és un polinomi irreductible i sigui 7 el grau de .z (¢).
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3.5 Formes canoniques dels endomorfismes

Per la definicié de polinomi minim, hi ha com a minim un vector v € E tal que p(f)*(u) = 0, pero
p(f)¥1(u) # 0. Llavors, el polinomi minim de f en u és p(t)* i, pel lema anterior, sabem que

el conjunt u, f(u),..., f""*(u) és un conjunt de vectors linealment independents, on recordem

que r és el grau de pg(t). Per tant, com que son r vectors d'E linealment independents, queda

provat que r < n. [
3.5

CAYLEY-HAMILTON

Anteriorment hem vist que els zeros del polinomi caracteristic son també zeros del polinomi
minim. Demostrarem el reciproc i el teorema de Cayley-Hamilton.

Proposicié 3.5.1. a és un zero de ps(t) si, i només si, és un zero de pg(t).

Demostracio. Sia ésun zero de piy(t), pp(t) = (=M (t). Existeix un u € E tal que py (f)(u) #
0, ja que, en cas contrari, el polinomi seria p1(t). Aleshores, el vector w = py(f)(u) té valor
propi A:

(f = ADw = (f = M) (f)(w) = pp(f) () = 0. (3.5.1)

Per tant, A és un zero de ps(t). |
Teorema 3.5.2. FEl polinomi minim sempre divideiz el polinomi caracteristic.

Demostracio. Provarem primer que si el polinomi minim i el polinomi caracteristic descomponen
en factors lineals, aleshores el polinomi minim divideix el polinomi caracteristic. Suposem que
pp(t) = (=X (= X)* isigui E = F, & - @ Es la descomposicié primaria d’F respecte

f. Aleshores sabem que la matriu de f en la base formada ajuntant les bases d’F, ..., Ey és de
la forma
A 0 0
0 Ay -+ 0
A=A A, = | . o 1, (3.5.2)
0 0 --- A,

on A; sén matrius de mida n; Xn;, on n; = dim £;. Observem, doncs, que el polinomi caracteristic
d’f es pot escriure com ps(t) = pi(t) - - - ps(t), on p;(t) és el polinomi caracteristic de la matriu
A;. Sabem per hipotesi que cada p;(t) descompon en factors lineals, o sigui que és de la forma
pi(t) = (t — By)™ -+ (t — Bn)"™. Perod recordem que la proposicio ens diu que tota arrel
pi(t) és arrel de (t — \;)*. Aixo implica que p;(t) = (t — X\;)™ on recordem que n; = dim E;. O
sigui que tenim

t) = (£ = A% i pilt) = (£ — A)™. (3.5.3)

Per la proposicio sabem que k; < n;, la qual cosa implica que ps(t) | pr(t). Ara, hem de
generalitzar el teorema i veure que es compleix en tot cos K:
1. Suposem K = C. Recordem que sobre el cos C tot polinomi divideix en factors lineals i,
per tant, ja hauriem acabat.
2. Suposem K = R. En el cas d’'un R-espai vectorial, pot ser que els nostres polinomis tinguin
arrels complexes i, per tant, no hi tinguem una descomposicié en factors lineals. Si més
no, recordem que si tenim una matriu A amb coeficients reals, en particular és una matriu
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Cayley-Hamilton 3.5.7

complexa i el seu polinomi caracteristic és el mateix mirat com a matriu real que com a
matriu complexa. També podem parlar del polinomi minim de la matriu A tal com ho
feiem per a endomorfismes. Com que sobre C tenim que el polinomi caracteristic és un
polinomi anul-lador, evidentment aixo també és cert sobre R. I per tant ja hem acabat.

Observacio 3.5.3. El raonament sobre els cosses R i C que hem fet en la demostracié del
teorema anterior, [3.5.2] val per a endomorfismes definits sobre un cos arbitrari K. En aquest
cas, hem de considerar la clausula algebraica de K: si un polinomi en K[¢] no té totes les arrels
en K, aleshores sempre hi ha un cos K’ tal que K C K’ on aquest polinomi hi descompon en
factors lineals.

Observacio 3.5.4. Fixem-nos de la importancia d’haver demostrat que els polinomis caracte-
ristic i minim tenen les mateixes arrels: si A\ és una arrel, aleshores la multiplicitat de A com a
arrel de f17(t) és més petita o igual que la multiplicitat algebraica de A, mult,(X) < mq,(A).

En el cas que els polinomis descomponen en factors lineals tenim que

() = (t = M)k (t = Ay,
Zi(t) = (= \)T e (E— A (3.5.4)

amb k; <r;ir +---+1rs =n. Aquests resultats ens donen un métode practic per a calcular el
polinomi minim d’un endomorfisme f.

Procés 3.5.5 (Procés per calcular polinomi minim d’f).

1. Sigui A la matriu d’f en una base donada i calculem el polinomi caracteristic d’f usant la
matriu A.

\S]

Descomponem pa(t) en factors irreductibles i busquem el més petit dels seus divisors Q(t)

tals que Q(f) =
3. Aquest sera pg(t), sempre que arreglem les constants de tal manera que el coeficient de
magjor grau siqui 1.

Exemple 3.5.6. Per exemple, si sabem que pa(t) = (t — 1)3(t — 2)%. Pels exponents, sabem
que aquest polinomi té grau 5. Calculem, successivament, les matrius segiients:

(A = I5)(A = 2I5),

(A —I5)*(A - 2I;),
(A —T5)(A — 2I5)*, (3.5.5)
(A —I;)*(A - 2I5),
(A —I5)*(A - I;)*.

I ens quedarem amb la primera que s’anul-li. Si cap d’aquestes matrius s’anul-la, aleshores el
polinomi minim coincideix amb el polinomi caracteristic.

Exemple 3.5.7. Sigui f : R* — R?® I’endomorfisme que en la base canonica té per matriu

A= (3.5.6)

OO =

1
1
0

- = O

Calculeu el polinomi caracteristic p4(t) := det(A — tI3) i utilitzeu la seva factoritzacié per a
trobar el polinomi minim de f.
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3.6 Formes canoniques dels endomorfismes

Demostracio. Calculem el polinomi caracteristic pa(t) := det(A — tI3). Resolent aquest deter-
minant d’una matriu 3 x 3, ens queda que el polinomi caracteristic és pa(t) = (t — 1)%(4 — t).
Aleshores, donat que els valors propis son t; = 1,15 = 4.

210 5 1 0 10 7 1
(A+D)(A+4D)=[0 2 1) |0 5 1|=[0 10 10| #£0. (3.5.7)
0 0 5 0 0 8 0 0 40
Com que no és zero ja sabem que my(t) = ps(t). |
3.6

SUBESPAIS f-CICLICS

El teorema de descomposicio en subespais invariants permet reduir ’estudi d’un endomorfisme f
a l'estudi de les seves restriccions a certs subespais invariants £¢. En aquest apartat, estudiarem
les restriccions d’f als E* en el cas general. Concretament, anem a descompondre cada subespai
E' en suma de subespais invariants sobre els quals l'actuacié d’f és molt clara: els subespais
f-ciclics. Ens centrarem en el cas en qué el polinomi minim descompon en factors lineals de
grau 1, no necessariament diferents (per exemple, aixo passa sempre si treballem sobre espais
vectorials definits sobre el cos dels complexos C).

En primer lloc, notem que la forma més senzilla de matriu d’'un endomorfisme primari amb
polinomi minim és

pe(t) =(t—N)° s <n. (3.6.1)

La recerca de subespais per als quals la matriu de la restriccié d’f a aquests espais sigui el més
senzilla possible ens porta a la definicié d’espais f-ciclics.

Definicié 3.6.1 (f-generador). Sigui F' un subespai invariant d’E. Un vector u € E és f-
generador d'F si esta generat per {u, f(u), f?(u),...}.

Definici6 3.6.2 (f-ciclic). Sigui f un endomorfisme d’E i F' un subespai invariant d’E. F' és
f-ciclic si existeix un vector u € E que sigui f-generador d’F.

Observacio 3.6.3. Observem que si u € FE, aleshores el subespai vectorial F, generat per
{u, f(u), f>(u), ...} és el subespai vectorial f-ciclic més petit d’E que conté a u.

Notaci6 3.6.4 (Polinomi minim d’u). Denotarem per i, el polinomi minim d’f|g, (la restric-
ci6 I’f a E,) i en direm el polinomi minim d’u.
Proposicié 3.6.5. Suposem que pis(t) = (t — N\)®. Siguin u € E i ddim E,,. Aleshores,
Iop(t) = (t =M%, d < s.
2. Au, f(u),..., fN(u)} és una base d’E,,.
Demostracio. Com que E té dimensio n existeix un enter ¢ minim tal que ¢ > 0,¢ < ni f(u) és
combinaci6 lineal d’{u, f(u),..., f<1(u)}. Aleshores, E, = (u, f(u),..., f¢}(u)) és un subespai
invariant minim que conté a u. Els vectors {u, f(u),..., f&1(u)} son linealment independents,
per definicié de ¢. Per tant, c = d = dim E,,. A més, si

Flu) =" aif(u), (3.6.2)

0<i<d
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aleshores, el polinomi
a(t) =t — > a;it’ (3.6.3)
0<i<s
anul-la F,. Reciprocament, si un polinomi de grau r < d anul-lés F,, aleshores f"(u) seria
combinaci6 lineal de f(u), 0 < i < r, la qual cosa entraria amb contradiccié amb la definicié de
c. Com que ps(f)(u) =0, resulta que g, | s i, per tant, u,(t) = (t — A\)%,d < s. |

Definicié 3.6.6 (Base f-ciclica). Si F és f-ciclic de dimensi6 d, una base que sigui de la forma
{u, f(u),..., f(u)} s’anomena base f-ciclica.

Proposicié 3.6.7. Siguin f un endomorfisme d’E amb polinomi minim ps(t) = (t—N)*. Siguin
ue Eig=f— A\ Aleshores:

1. u és un generador d’E si, i només si, u és un g-generador d’E.

2. 8i FE és f-ciclic, la matriu de f en una base g-ciclica és
A
1 A
1 A
J(N;s) = , (3.6.4)

A
1 A

Demostracio. La primera afirmacio es dedueix de la relaci6 entre les families de vectors { f*(u)};
i {¢g'(u)}i. En efecte, del desenvolupament del binomi es dedueixen les segiients relacions:

70 = (=N = 5 0 () pw = s+ 5 oo (.

0<j<i 0<j<i

Fiw) = (g + A = 3 A (j.)gw — g+ S N (j)gﬂ(u»

0<j<i 0<j<i

(3.6.5)

Per tant, els subespais generats per {u, f(u), f*(u),...} i {u,g(u), g*(u),...} coincideixen. La
segona, afirmacio se segueix de

Flg'(u) = (g +M)(g'(w) = ¢ () + Ag' (u). (3.6.6)
|

Observacio 3.6.8. Si F' és f-ciclic, és invariant per f, podem aplicar el teorema de la divisid
entera per deduir que la seva dimensio és el grau del polinomi minim de f a u. Si aquest polinomi
és ag+ayx+ - -+ +as_12° ' + 2%, aleshores {u, f(u),..., f*'(u)} és una base de F i, en aquesta
base, la matriu de la restriccio d’f és

0 0 0 —ap
10 0 —aq
0 1 0 —a5 | (3.6.7)
0 0 1 —Qg_1
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3.6 Formes canoniques dels endomorfismes

Exemple 3.6.9. Per entendre bé la demostracié anterior ajuda escriure’ns algun cas de dimen-
si6 baixa. Per exemple, dim £ = 2. Suposem, per tant, que £ = (u, f(u)) és f-ciclic i amb
polinomi minim p(t) = (f — A)%. Sigui g = f — \. Per escriure la matriu de f en la base {e;, 5}
on e; = uiey = g(u), recordem que ens cal calcular les imatges d’aquests vectors per a f i
escriure-les en termes d’aquests vectors. Tenim

fler) = f(u) = g(u) + Au = ey + ey,

flez) = flg(u) = (g+ N (g(u)) = g*(u) + Ag(u) = Ag(u) = e, (3.6.8)

on hem usat que g*(u) = 0 si ens fixem en yu(t). Per tant, la matriu de f en aquesta base és

e sen = (7 3)- (369

Teorema 3.6.10 (Segon teorema de descomposici6). Si f € End(E), E és suma directa de
subespais f-ciclics.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema és forca complicada i se suporta d’un lema auxi-
liar llarg de demostrar, també. Ho deixarem com a exercici, del qual es pot consultar la solucié
a |[CL09, pag. 154]. [ |
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Capitol 4
Jordan

4.1
MATRIUS DE JORDAN

Com ja sabem, hi ha endomorfismes que no sén diagonalitzables, és a dir, la matriu que el
determina no pot ser diagonal. Tot i aix0, les matrius de Jordan ens permetran trobar una que
sigui quasi diagonal.

Suposem que el polinomi minim de f descompon en factors lineals. Sigui £ = Fy&--- P F, la
descomposicié en subespais f-ciclics i (t —\;)* el polinomi minim de la restricci6 d’f a F;. Triem
per a cada F; un vector u; amb polinomi minim (x — X;)*. Aleshores, u;, (f — NI)(w;), ..., (f —
Ai—11)(u;) sén linealment independents.

A més, dim F; = s; i, per tant, aquests vectors formen una base. Escollint, en particular,
A=\ 1s=s;, podem definir el segiient.

Definici6 4.1.1 (Matriu de Jordan elemental de valor propi A i al¢ada s). La matriu de mida
s X s donada per

A
1 A
1 A
T(\;s) = _ ’ (4.1.1)

A
1 A

és a dir, aquella matriu amb A\ a la diagonal, 1 per sota la diagonal i la resta d’entrades 0.
Notaci6 4.1.2. En el cas d’algada s = 1, posem J(\;1) = .

Definicié 4.1.3 (Matriu de Jordan de valor propi ). S’anomena matriu de Jordan de valor
propi A a tota suma per blocs de matrius elementals de Jordan del mateix valor propi A. Si
(S1,...,8m) és una familia d’enters positius, denotarem J(A;s1,...,8n) = J(A;81) @ -+ D

T (A5 8m)-

Definici6 4.1.4 (Matriu de Jordan [J). Una matriu de Jordan J és una suma per blocs de
matrius de Jordan de diferents valors propis J = J (A1, s1,...,8L ) ® T (A1, s1,...,8L)

Definici6 4.1.5 (Base de Jordan). Si B és una base d'E tal que la matriu de f en la base B
és una matriu de Jordan, direm que B és una base de Jordan d’E (respecte f).
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4.1.1 Jordan

Exemple 4.1.6. Sigui A una matriu 3 x 3 amb coeficients en C. Veurem que sempre hi ha una
matriu invertible C' tal que J = C7*AC, on J és una de les segiients matrius:

JN3)=11 A 0

0
0 (4.1.2)
T, 2)@ TN, )= 1 N\ 0) |)\17A>\27

TJALD) T, 1) & TN, 1) =

A0 0
TJA,1D)ST(M 1)@ T(Ns3,1) =10 A 0 |/\17é)\27£)\3'
0 0 A3

ALGORISME PER TROBAR BASES DE JORDAN

En aquesta subseccié veurem que si F és un espai vectorial de dimensi6é finita sobre un cos K
i f un endomorfisme d’F, de manera que el polinomi minim d’f descompon completament en
factors lineals, aleshores sempre hi ha una base de Jordan d’E. La matriu obtinguda sera tnica,
sempre que obviem les permutacions que es poden donar entre blocs. Ho enunciem:

Teorema 4.1.7. Si el polinomi minim de f € End(E) descompon en factors lineals, existeix
una base d’E en la qual la matriu de F' és de la forma

J (Mo, 50) 0
h
J = S, 1) . (4.1.3)
0 T (A, 5r)

on la matriv J €s la matriu canonica de Jordan d’f.

Demostracio. Consultar la demostracio del corol-lari|4.1.14 [ |

Observacio 4.1.8. Aquesta condicié en el polinomi minim no és gens estranya: tinguem en
compte, per exemple, per a espais vectorials sobre C aquesta condici6 se satisfa sempre i, per
tant, tot endomorfisme sobre C té una base de Jordan. Pels endomorfismes d’espais vectorials
sobre R no és sempre aixi. Els elements \; que apareixen a la diagonal de la matriu séon els
valors propis de f (possiblement repetits).

La base que busquem és unioé de bases convenients dels subespais invariants F;. Restringint-
nos a aquests espais, podem suposar que el polinomi caracteristic de f € End(E) és (t —\)" iel
polinomi minim, (t—\)*, s < n = dim F (aixi, fixem que f té un tnic valor propi A). Denotarem
g:=f— AL
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Algorisme per trobar bases de Jordan

Algorisme 4.1.9.

1.

\S)

6.

- Sigui B, = {u}, ..

Considerem els subespais Fj := ker((f — A[)?) = ker(¢?) i en determinem les dimensions
n; = dim Fj;. Obtenim una cadena de subespais

O:F()CFlC“'CFS,lCFSIE, (414)

la qual ve donada per {0} C ker(f — \I) C ker(f — NI)2 C ---
ker(f — NI)% i, per tot t > s;, ker(f — \I)% = ker(f — NI)' = E;.
Amb aquesta informacio, ja podem dir com sera la matriu de Jordan: el nombre de blocs
de Jordan elementals J(X\;m) de valor propi X i algada m és

C ker(f — Nt &

U i= 2N — M1 — Mims1- (4.1.5)

Trobem una base de Fs/Fy_1: busquem una base de Bs_y de Fs_y i U'ampliem a una base
By =B,_1 UDB. de Fs. Ens guardem els vectors de B, i la resta els descartem.

.,u}ﬂ} el conjunt de vectors que ens hem guardat del pas anterior. Ara
considerem els vectors g(B,) = {g(uy),...,g(ug,)}, que per construcci viuen a Fy_y. A
més, determinen classes linealment independents en el quocient Fs_1/Fs_o (ho demostrem
a . Completem aquesta familia de classes de vectors a una base de Fs_1/Fs o5 i
Sup b de Fy_y de
manera que les classes [g(uy)], ..., [g(uy, )], [ui],. .., [u},] formin una base de Fy_y/F,_,.
Aquest procés es va repetint: considerem les families de vectors g*(u)) i g(u?) que viven

n’escollim representants, o sigui: cal trobar una familia de vectors {u?, ..

a Fy_o i completem aquestes families amb vectors {u3} de F,_o per tal que les classes
defineixin una base de Fs_o/Fy_3... fins a trobar una base de F3.
Obtenim una taula de la forma:

U%l cee u71€11 , 5
glu glu u u
<: 1) ( :kl) ‘1 {42 , (416)
9" (u1) 98_1(%141) 9°*(u) 98_2(“22) : ‘“i ‘ i ‘ui

on liltima fila correspon a la base d’Fy. El conjunt de tots els vectors de la taula formen
una base de Jordan. De fet:

1. El nombre de files, s, és el grau del polinomi minim.

2. El nombre de columnes és la multiplicitat del valor propi \.

3. El nombre de vectors de cada fila m és £,, == n,, — 1 = dim F,,, — dim F;,,_1.

4. El nombre de matrius J (A;m) és by —lpmi1 = 2N — N1 — Ny, que €s la diferéncia
entre el nombre de vectors de files consecutives.

Cada columna és base d’un subespai f-ciclic de la descomposicio d’E.

v

Observaci6 4.1.10.

e ng > 1 sempre, ja que psyq > 1. Aixo vol dir que sempre apareix, com a minim, una

matriu J(A; s) de la mateixa dimensio.

e El problema de trobar la matriu canonica de Jordan d’un endomorfisme f queda, doncs,

resolt si el polinomi minim de f descompon en factors lineals f17(t) = (t—XA;)** - - (t—= ).
Nomeés ens cal conéixer per a cada valor propi \; els nombres n; corresponents (1 <t < s;),

els quals ens indiquen quants subespais f-ciclics de dimensi6 ¢ apareixen (submatrius amb
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4.1.2 Jordan

el valor propi \; a la diagonal i uns a sota). En particular, si s; = 1, el subespai invariant
corresponent és un subespai de vectors propis. Aixi doncs, de manera general, podem dir
que si '’endomorfisme té diferents valors propis, ’algorisme s’aplica per separat per a cada
valor propi i després s’uneixen les bases trobades.

e L’endomorfisme és diagonalitzable si, i només si, s; =--- = s, = 1.

Exemple 4.1.11. Considerem I’endomorfisme f d’R* donat per la matriu

3 -1 1 =7
9 -3 -7 -1

a=lo 00 Ll (4.1.7)
00 2 -4

Resolent det(A) obtenim el polinomi caracteristic, el qual ens dona p(t) = t*. Per tant, hi ha un
sol valor propi A =01 tenim B = A, on B és la matriu de g = f — Al = f. Reduint la matriu
B veiem que rg(B) = 2 i rg(B?) = 0. Per tant, tenim que els subespais 0 = Fy, C F} C F, = R?
tenen dimensions ny = 21 ny = 4.

Busquem una base d’Fy, per exemple {(1,3,0,0),(0,—5,2,1)} i 'ampliem a una base d’F?:
{(1,3,0,0),(0,-5,2,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}. Ens quedem els vectors que hem afegit: ul :=
(0,1,0,0), ul := (0,0,1,0) i en considerem les seves imatges per g: g(ul) = (=1,3,0,0) i
g(ud) = (1,-7,4,2). Com que en total ja tenim 4 vectors i estem a R* ja hem acabat. Si
recordem de construir una taula segons les condicions de [4.1.9] ens queda una taula tal que:

o | ul (0,1,0,0) | (0,0,1,0)

g(ul) [ g(ud) |~ [ (=1,-3,0,0) | (1,-7,4,2) (4.1.8)

Podem formar la matriu U de canvi de base amb tots aquests vectors. En general, les columnes
d’U son els vectors de la taula, comencant per la primera columna i anar baixant i escombrant
columnes. Aleshores, es té

0 -1 0 1
r=1o 0 1|
0 0 020000 (4.1.9)
J=7J0,2)®J(0,2) = 5888
0010

que si comprovem amb J = J(0,2) & J(0,2), haurfem de trobar que J = Ut AU, tambe.

EXISTENCIA DE BASES DE JORDAN

Si tenim un subespai F' C E tenim l'espai quocient £/F i, per a tot u € E, podem considerar
la classe d'u en I'espai vectorial quocient E/F: [u] = u+ F :={u+w |w € E}.

Lema 4.1.12. Sigui f un endomorfisme primari d’E amb polinomi minim py = (t—\)* i F,, =

ker(f — A)"™. Per a m > 2, sigui {uy,...,u,} una familia de vectors de F,, tals que la familia
de les seves classes {[u1], ..., [u.]} en F,,/Fyn_1 és linealment independent. Aleshores la familia
de les classes {[g(u1)], ..., [g(u,)]} €s linealment independent en F,,_1/F, o, on g = f — A.
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Existéncia de bases de Jordan 4.1.14

Demostracio. Suposem que existeixen escalars o tals que aq[g(uy)] + -+ - + a.[g(u,)] = 0. Aixo
equival a dir que a1g(u1) + - - + a,g(u,) € Fp_o = ker(¢™2). Per tant, tenim

0= gm_Q(alg(ul) +-+ arg(ur>) = gm_l(alul + -+ arur) — QiU + -+ AUy € ker(gm_l)

= Ui + -+ apu, =0,
(4.1.10)

on Y ! oyu; = 0 en el quocient F,,/F,,_; i, per tant, per hipotesi tenim «; = 0, V. [ |

El lema anterior ens dona condicions necessaries per tal que el subespai F;, admeti una base
de Jordan que conté un conjunt de vectors donat, per a m > 1.

Teorema 4.1.13. Siguin m > 1 i uy,...,u, vectors de F,, tals que les seves classes F,,/F,,_1
son linealment independents. Aleshores, existeix una base de Jordan de F,, que conté els vectors

{ul, S ,U,r}.

Demostracio. La prova és per induccié sobre m. Si m = 1, notem que F° és I'espai vectorial
trivial i, per tant, la condici6 que les classes de {uq, ..., u,} siguin linealment independents en
Fy/Fy = F; és equivalent a demanar que els vectors {uy, ..., u,} siguin linealment independents
en F}. Podem completar aquest conjunt de vectors a una base de F; que és, per tant, una base
de F; formada per vectors propis d’f, per definici6 de F; = ker(f — A). En particular, és una
base de Jordan que conté {uy,...,u,}.

Suposem que m > 1 i que el teorema és cert fins a m — 1 (inducci6 completa). Sigui
{u1,...,u,} una familia de vectors d’F,, tals que la familia de les seves classes {[u1],...,[u,]}
en F,,/F,,_1 és linealment independent. Completem aquesta familia a una base de F,,,/F,,_1 i
ens queda

{Tu], -« [ug], [wrga]s oo [us) b (4.1.11)
Ara, escollim representants u,.1,...,us € F,, de les classes que hem afegit. Aplicant el lema
anterior a la familia {u;,...,us} podem afirmar que les classes [g(u1)], ..., [g(us)] son lineal-

ment independents en F,,_1/F,,_2. Per la hipotesi d’induccio, existeix una base de Jordan
{g(u1),...,g(us) } UB de F,,_1 que conté el conjunt de vectors {g(uy),...,g(us)}. Per construc-
cio, el conjunt de vectors

{uy,...;u.} U{g(ur),...,9(us)} UB (4.1.12)

és una base de Jordan de F,, que conté {uy,...,u,}. [ |

El segiient corol-lari és idéntic al teorema [4.1.7, perod no deixa de ser una conseqiiéncia del
teorema anterior. Aleshores, mantindrem aquesta duplicacié perqué val la pena.

Corol-lari 4.1.14 (Existéncia de bases de Jordan). Sigui E un espai vectorial sobre K i f €
End(E). Si el polinomi minim de f descompon completament en factors lineals, ezisteiz una
base de Jordan d’E respecte d’f.

Demostracio. Tenint en compte la descomposicié primaria, podem suposar que el polinomi mi-
nim d’f és primari, de la forma pus(t) = (¢ — A)°. Considerem els espais vectorials F,,, =
ker(f — AI)™, per a 0 < m < s. Sigui B,_; una base arbitraria de Fy_; i 'ampliem a una base
B, =B, 1UA, de E = F,. En particular, A, és un conjunt de vectors tals que les classes en
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4.2.2 Jordan

F,/F,_; formen una base. Aplicant el teorema anterior, A5 es pot ampliar a una base de Jordan
de F, = L.

Anem a veure la unicitat. Tenim una successio estrictament creixent de subespais invariants

0O Cc I}, C --- C F;, = E. Les mides dels blocs elementals de Jordan queden determinats
per les dimensions dels subespais F;. En efecte, el nombre de blocs de Jordan d’alcada 7 és
Vi == 2n; — n;_1 — Niy1, on n; = dim Fj. [ |
4.2
APLICACIONS

FORMES DE JORDAN

Definici6 4.2.1 (Forma de Jordan). Si A és una matriu n x n, es diu forma de Jordan d’A a
I'inica matriu de Jordan 7, llevat permutacions de blocs de Jordan, de la forma J = U1 AU,
amb U invertible.

Observacioé 4.2.2. Per provar que dues matrius quadrades A i B no son equivalents (recordar
1.2.9) haurfem de demostrar que no existeix cap matriu invertible U tal que A = UBU~!. En
canvi, mirant la forma de Jordan obtenim una forma totalment directa de saber-ho.

Corol-lari 4.2.3. Dues matrius A © B son equivalents si, i només si, tenen la mateixa forma
de Jordan llevat de permutacions dels seus blocs. En altres paraules, tota matriu és equivalent a
una en forma de Jordan.

Demostracio. Siguin A i B dues matrius tals que A = UBU™!, on U és una matriu invertible.
Siguin V4 i Vg les matrius de canvi a bases de Jordan, de manera que

Ja =V 'AVy i Jp = V5BV, (4.2.1)
on Ja i Jp sOn matrius de Jordan. Aleshores, tenim que
VaTuVt = UVeIgVy Ut = Jy =V 'UVpIpV; U V. (4.2.2)

Si W = V;'UVg, podem escriure Jx = WJIpW L. Hem de tenir en compte, perd, que les
matrius de Jordan séon tniques llevat de permutacions dels blocs i, per tant, J4 i Jg han de ser
la mateixa matriu amb possibles permutacions de blocs. |

POTENCIES DE MATRIUS

Una altra aplicacié de les formes de Jordan és en el calcul de les poténcies de matrius. Ja hem
vist que si tenim una matriu diagonal només cal fer la poténcia de cada element de la diagonal.
Amb les formes de Jordan, aleshores, obtenim una férmula per al calcul.

Procés 4.2.4 (Cacul de poténcies de les matrius).

o Si tenim una matriv quadrada diagonal per blocs, de la forma A = A1 @ - - - @ Ay, aleshores
la seva poténcia es calcula fent les potencies de cada bloc: A" = AT @ --- @ A}

e D’altra banda, si A =UJU™!, aleshores tenim A™ = UJ"U~t. Per tant, per calcular una
poténcia d’una matriu A quadrada en podem calcular la seva forma de Jordan J i buscar
les poténcies de cadascun dels seus blocs elementals.
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Cayley-Hamilton 4.2.7

o FEl cas general satisfa:

A" 0 0 0
nA"! A 0 - 0

Ty = G2 e 0 (4.2:3)
(N (N

on hem usat que J(\;s)" = (AL + J(0;s))" ¢ hem desenvolupat pel binomi de Newton.

Exemple 4.2.5. Per al cas 2 x 2 és facil comprovar que

T2 = G 2>n _ (njfl /\On> (4.2.4)

Exemple 4.2.6 (Matrius exponencials). Considerem la matriu

A= <(1) D , (4.2.5)

que és prou senzilla. Calculant una mica, trobem:

A? = G ;),A3: (; g) (4.2.6)

i aqui identifiquem els nombres de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,... Per tant, per trobar
una férmula explicita per e cal trobar una férmula explicita del k-ésim nombre de Fibonacci,
molt més facil a partir de la matriu de Jordan:

1. Per a una matriu A = A; @ --- ® A, diagonal per blocs, tenim e? = e @ - - @ e*.

2. Si A=UJU™!, aleshores tenim e4 = Ue’U~!. Pera J = J(A;s), amb s > 1, es té

et o o0 --- 0
g &0 -0
e’\ SA
=5 T & - 0. (4.2.7)
et et et .>\
G 0w o1 €

CAYLEY-HAMILTON

Les formes de Jordan també ens permeten demostrar el teorema de Cayley-Hamilton com a
corol-lari. L’expressarem d’una manera diferent, pero equivalent, a [3.5.2]

Teorema 4.2.7. Sigui A una matriu n X n sobre un cos K, i sigui pa(t) el seu polinomi
caracteristic. Aleshores, P4(A) = 0.

Demostracio. Suposem Ay, ..., Ay, els blocs de Jordan d’una matriu A. Aleshores, p(A) és una
matriu formada pels blocs p(A4;),...,p(A,) a la diagonal, i p és el producte dels polinomis
caracteristics de cada bloc. Es suficient, doncs, amb mostrar que p;(4;) = 0 per al polinomi
caracteristic p; d’A;. Si A; = J(\; k), aleshores p;(t) = (A —t)* i pi(A;) = (N[ — 4)F=0. ™
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4.3 Jordan

4.3
FORMES DE JORDAN SOBRE R

Sabem que per a matrius complexes tenim formes de Jordan, perd sobre R no és sempre aixi
(només quan tots els valors propis son reals). Si una matriu real té un o més valors propis
complexos, la seva forma de Jordan pot ser substituida.

Notaci6 4.3.1 (J(«, ;s)). Denotem per J(«, 5;s) a:

Cla, B) 0 0 0
I C(a, B) e 0 0
J(a, B;s) == 0 I Cla, B) -+ 0 (4.3.1)
0 0 L Clap)

un bloc de Jordan real, donat per una matriu 2s x 2s on hi ha una matriu C(«, 5) a la diagonal
i matrius I per sota de la diagonal.

Definicié 4.3.2 (Matriu de Jordan real). Es una matriu diagonal per blocs on els blocs s6n de
la forma J(A; s) (els blocs de Jordan habituals) o bé de la forma J'(«, 5; s) (els blocs de Jordan

reals).

La prova de I'existéncia de bases de Jordan reals se segueix de la subseccié que hem fet abans
amb forca detall. En el cas de valors propis complexos conjugats, sempre es poden escollir parells
de vectors que siguin complexos conjugats. Prenent com a base la part real i la part imaginaria
d’aquest parell, la matriu en aquesta vase és de la forma C(a, ().

A (_14 D (4.3.2)

que té dos valors propis Ay = 1 +2i i Ay = 1 — 2i. Si la tractem com a matriu complexa
(permetem vectors propis complexos) aleshores aquesta matriu diagonalitza: trobem vectors
propis v; = (1,—2i) i vy = (1,21) i, per tant, si definim

C = (vi]vs) = (_122. 212) (4.3.3)

Exemple 4.3.3. Considerem la matriu

aleshores

v (1=2i 0
C AC—( . 1+2z‘)' (4.3.4)

Si la tractem com a matriu real (i, per tant, la matriu de canvi de base ha de ser real) sabem
que no diagonalitza, pero té forma de Jordan real:

J = (_12 f) (4.3.5)

Per trobar el canvi de base, prenem u; = R(vy) = (1,0) 1 ug = I(v2) = (0,2). Aleshores,

U = (ui)up) = (é 8) i J=U"AU. (4.3.6)
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